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Introdu
tion GénéraleMais pourquoi y a-t-il des séismes ? Pour quelles raisons, subitement,la Terre 
ommen
e-t-elle à vibrer violemment, sans au
un préavis ?C omme nous le rappellent Madariaga & Perrier (1991) dans leur livrepédagogique sur les tremblements de terre, 
es deux questions sont 
ellesque l'Homme se pose depuis l'Antiquité fa
e à l'impuissan
e engendrée par unphénomène à la fois dévastateur et fas
inant : les tremblements de terre. Cesont 
es mêmes questions qui ont poussé l'homme à 
her
her, à appréhenderles di�
ultés inhérentes à la physique 
a
hée derrière 
e phénomène. Cesquestions, qui existent depuis que l'homme est un homme, demeurent en
oreaujourd'hui en grande partie sans réponse. Le développement de théories, demodèles fondés sur des raisonnements indu
tifs à partir des observations dela nature, est l'un des seuls moyens de saisir la réalité. D'établir un 
adrelogique permettant d'aborder 
e phénomène dont les observations sont leplus souvent indire
tes.Les lois qui gouvernent la propagation des ondes sismiques à l'intérieur denotre planète sont en général bien 
omprises. Hormis des e�ets se
ondairesindispensables dans 
ertains 
as, 
es ondes sont fondamentalement 
ontr�léesd'une part, par des relations linéaires entre les 
ontraintes et les déforma-tions du milieu, et d'autre part, par l'équation du mouvement Newtonienne,reliant les a

élérations du milieu ave
 le gradient des 
ontraintes. Cepen-dant, l'observation de failles exposées à la surfa
e de la Terre montre que lesdéformations et les stru
tures géologiques asso
iées aux failles ne sont pasen a

ord ave
 les lois physiques mentionnées. D'autres relations 
onstitu-tives 
ontr�lent le rapport entre déformations et 
ontraintes au voisinage desfailles. D'autres lois, qui tiennent 
ompte à la fois de la mé
anique du frot-tement et des pro
essus inélastiques reliés au �uage, à la mi
ro-fra
turationou à la thermo-pressurisation dans une zone autour de la surfa
e de rup-ture. Un autre paramètre physique qui détermine également la rupture desséismes est la 
ondition en 
ontrainte le long de la faille avant l'initiation de



Introdu
tion Généralela rupture. Finalement, un séisme n'est que la libération brutale de l'énergiemé
anique a

umulée par le milieu, qui se manifeste sous la forme de dé-formations produites préalables, induites par 
es 
ontraintes préexistantes.Globalement, 
et état initial de 
ontraintes est le résultat de la superpositiond'une 
harge due au régime te
tonique régional et d'un 
hamp résiduel gé-néralement plus hétérogène, asso
iés à la sismi
ité antérieure dans le milieuenvironnant. Ainsi, pour répondre aux questions posées au début de 
etteintrodu
tion, les s
ienti�ques se sont don
 
onsa
rés à l'étude de toutes 
espropriétés et paramètres physiques qui gouvernent l'histoire de la rupture desséismes, et par 
onséquent, à la nature du 
hamp d'ondes sismiques ex
ité.De nombreuses expérien
es de laboratoire ont permis de 
ara
tériser pré-
isément le frottement entre deux blo
s glissant l'un 
ontre l'autre. Des re-lations 
onstitutives ont été ainsi obtenues, permettant de dé
rire le mouve-ment des blo
s en fon
tion des tra
tions exer
ées sur la surfa
e de 
onta
t.Des simulations numériques de la rupture dynamique des séismes ont permisde mieux 
omprendre l'importan
e de 
ertains paramètres 
onstitutifs dansla relaxation du milieu et dans le 
hamp d'ondes radié. Elles ont aussi suggéréla possibilité de 
ontraindre 
ertains de 
es paramètres à partir des enregis-trements des ondes sismiques en surfa
e, ou bien en intégrant de l'informationdéterminée indépendamment par le biais des des
riptions purement 
inéma-tiques de la sour
e. Néanmoins, l'état de 
ontraintes initial reste toujoursun ingrédient fondamental di�
ile à 
ontraindre dans la nature. Les valeursabsolues de 
et état, dire
tement relié à la quantité d'énergie libérée par unséisme, ne peut être déterminé pon
tuellement que dans des 
ir
onstan
estrès spé
i�ques et rares : soit par des mesures in-situ de forage, soit lorsquele mouvement des blo
s de la faille dé
rit des traje
toires non re
tilignes.Des e�orts ré
ents sur la mise au point de te
hniques d'inversion ont permisd'inférer 
es 
onditions initiales à partir des sismogrammes observés. Pour-tant, les hypothèses faites pour y parvenir ont une importan
e 
apitale quifont de 
es te
hniques un 
hantier en
ore vaste à explorer. La déterminationde la 
hute statique des 
ontraintes asso
iée à l'histoire du glissement surla faille est un pro
édé dire
t qui devient de plus en plus utilisé, surtoutdans le 
as de failles de géométrie plane. Même si 
ette information restein
omplète, elle permet d'avan
er dans la re
onstru
tion de la rupture dy-namique des séismes. En raison de l'interdépendan
e qui existe entre tousles paramètre physiques mentionnés, modéliser 
e phénomène représente unproblème di�
ile. Ainsi, a�n de le résoudre en restant pro
he de la réalité,l'intégration du plus grand nombre d'observations est né
essaire, et permetde mieux 
ontraindre nos modèles en faveur d'une meilleure et plus justedétermination des paramètres physiques in
onnus.
2



Introdu
tion GénéraleDu point de vue mathématique, la propagation de la rupture sismiquele long d'une faille plane dans un milieu homogène représente un problèmesymétrique. Cette symétrie autorise des simpli�
ations qui fa
ilitent sou-vent l'analyse numérique du phénomène. Cependant, il su�t d'observer lestra
es en surfa
e de 
ertaines failles réa
tivées par de grands tremblementsde terre pour 
omprendre que bien souvent les failles ne sont pas planes. Sup-poser une symétrie lorsqu'on étudie la dynamique rapide des séismes peutdon
 devenir un handi
ap. Un handi
ap qui a�e
te dire
tement l'évaluationd'autres paramètres fondamentaux. L'étude du transfert de la rupture dansdes réseaux 
omplexes de failles sous l'a
tion d'un 
hargement externe, oubien des simulations dynamiques réalisées en tenant 
ompte des variationsde géométrie de la surfa
e de rupture, ont mis en éviden
e l'importan
e de
ette géométrie. L'ex
itation d'ondes di�ra
tées quand le front de rupture
hange brusquement de dire
tion a une in
iden
e dire
te à la fois dans le bi-lan énergétique lo
al et dans la signature spe
trale du 
hamp d'ondes radié.Les 
onditions initiales sur la faille sont aussi très sensibles à la géométrie.D'une part, à 
ause des singularités des 
ontraintes générées par les dislo
a-tions antérieurs sur 
ette même faille (i.e. 
hamp résiduel) et d'autre part, à
ause de la variation latérale de la proje
tion du 
hamp te
tonique régionalsur la surfa
e de rupture non-planaire.La propagation de la rupture d'un séisme dépend de la physique lo
aleau voisinage de la faille, dé
rite dans les paragraphes pré
édents. Cependant,elle dépend aussi fortement d'une physique globale à travers la propagationdes ondes. Autrement dit, les propriétés élastiques (ou inélastiques) du milieuen
aissant sont un a
teur primordial dans le vaste é
hange entre la sour
eet son environnement pendant la dynamique rapide des séismes. Pour 
etteraison, a�n de pouvoir étudier la rupture des tremblements de terre dansles 
onditions les plus réalistes possibles, nous avons dé
idé de 
onstruire unmodèle numérique permettant de tenir 
ompte de trois fa
teurs : des lois
onstitutives de frottement 
omplexes, des hétérogénéités du milieu en
ais-sant et des géométries non-planaires de la faille. Pour y parvenir, nous avons
hoisi la méthode des di�éren
es �nies (DF) puisqu'elle permet de simuler larupture dynamique de séismes à l'intérieur de milieux arbitrairement hétéro-gènes ave
 des lois de frottement 
omplexes d'une manière 
onsidérablementplus e�
a
e qu'en utilisant n'importe quelle autre méthode numérique parmiles plus répandues. Pourtant, à 
ause des maillages 
artésiens réguliers em-ployés dans la plupart des méthodes en DF, le volet géométrie non-planairede la faille est toujours demeuré inabordable. Par 
onséquent, la premièrequestion que nous nous sommes posée dans 
e travail est la suivante : peut-onsimuler la rupture dynamique de failles non-planaires en di�éren
es �nies ?
3



Introdu
tion GénéraleSi l'on répond à 
ette question par l'a�rmative, alors une deuxième questionse pose automatiquement : dans quelles 
ir
onstan
es la géométrie joue-t-elleun r�le in
ontournable ?Ce travail est 
omposé de deux parties. Une première 
onsa
rée à la pro-pagation d'ondes en DF et une deuxième 
onsa
rée la rupture dynamiquedes séismes. La première partie possède un seul 
hapitre (le 
hapitre 1). Dans
e 
hapitre je propose une révision générale des 
on
epts de base de la mé-thode des di�éren
es �nies. Je souligne don
 plusieurs aspe
ts fondamentaux
on
ernant sa pré
ision, sa stabilité et l'état de l'art sur 
ertains points. Uneré�exion parti
ulière est développée sur la 
omparaison de la méthode enDF utilisée pour 
onstruire les modèles de rupture, basée sur la grille par-tiellement en quin
on
e (GPQ) proposée par Saenger et al. (2000), et 
ellelargement répandue introduite dès les années 80 par Madariaga (1976). Les
onditions aux limites sur la surfa
e libre ainsi qu'à l'intérieur d'une fra
-ture plane sont traitées, en dis
utant 
ertaines appro
hes préexistantes dans
haque 
as. Des tests d'absorption des 
onditions de radiation PML sontprésentés en termes d'énergie mé
anique dans l'espa
e et de sismogrammesrésiduels pour des milieux hétérogènes. Ce 
hapitre, essentiellement tournévers le volet propagation d'ondes, est justi�é par le fait qu'il a fallu d'abordmettre au point les 
odes de propagation 2D et 3D dans la GPQ (ave
 PML)pour y 
onstruire ensuite les modèles de rupture.La deuxième partie est 
omposée de trois 
hapitres. Dans le premier (le
hapitre 2), une autre révision est réalisée mais 
ette fois-
i sur la mé
aniquede la rupture. Le problème 
entral de 
e travail est posé : la rupture dy-namique des séismes. Des ré�exions sont 
onsa
rées à l'état de 
ontraintessingulier et non-singulier asso
ier à la rupture d'une faille ainsi qu'au bilanénergétique 
orrespondant. Je dis
ute des di�érentes 
ritères de rupture, endétaillant les propriétés et qualités de la formulation dis
rète utilisée dansles 
hapitres ultérieurs. Finalement, di�érents aspe
ts théoriques de la pro-pagation spontanée sont présentés et illustrés à travers des simulations nu-mériques, en détaillant à 
haque fois les 
auses physiques qui déterminentla vitesse de propagation des séismes. Dans le 
hapitre suivant (
hapitre 3),j'introduis un nouveau modèle numérique en DF 2D GPQ permettant desimuler la rupture de failles non-planaires. La pré
ision du modèle est dis
u-tée en fon
tion d'une loi d'é
helle qui gouverne la dis
rétisation de la sour
e.Des solutions numériques pour les 
as � self-similaire � sont 
omparées ave
une solution analytique. La rupture spontanée non-planaire est validée etensuite testée à l'intérieur d'un milieu hétérogène. Dans le dernier 
hapitre(
hapitre 4), di�érents modèles numériques en DF 3D GPQ sont dis
utés,mis en ÷uvre et 
omparés ave
 un modèle intégral de frontière (BIE) dans le
4
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tion Générale
adre des failles planes. Puis, le modèle de rupture 3D permettant la simu-lation de failles non-planaires est introduit en suivant la même philosophieque pour le modèle 2D du 
hapitre pré
édent. Une analyse de 
onvergen
ede la méthode est réalisée en fon
tion de la résolution de la zone de 
ohésion.Le modèle est validé en 
omparant les résultats pour la rupture spontanée,le long de failles planes ave
 la méthode en DF � tra
tion-at-split-node �,et le long de failles non-planaires ave
 la méthode BIE. L'e�et de la géomé-trie dans la propagation de la rupture est mis en éviden
e dans le 
as defailles non-planaires (i.e. paraboliques) en présen
e d'une 
harge te
toniquebiaxiale. Des simulations du séisme de Landers (1992, MW = 7.3) tenant
ompte de sa véritable géométrie sont présentées et dis
utées eu égard auxrésultats publiés antérieurement, où la géométrie de la faille a été 
onsidé-rée 
omme plane. Les résultats sur le séisme de Landers indiquent que lagéométrie de la faille joue un r�le fondamental.Trois annexes sont in
lues à la �n de 
e travail. Dans le premier (l'annexeA), on présente les opérateurs en di�éren
es �nies 2D à l'ordre quatre dansl'espa
e. Dans le deuxième (l'annexe B) on présente le système d'équationsélastodynamiques pour la formulation vitesse-
ontrainte 3D en di�éren
es�nies à l'ordre deux dans le temps et à l'ordre quatre dans l'espa
e. En�n,dans la troisième annexe (l'annexe C) je fais une 
hronique personnelle dudéroulement de 
e projet de re
her
he ainsi qu'un bilan humain et é
ono-mique.
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tionL a modélisation numérique de la propagation des ondes à l'intérieur denotre planète est un moyen de plus en plus répandu pour 
omprendre etinterpréter le mouvement du sol (e.g., Tsuboi et al., 2003, Komatits
h et al.,2004, Benitez & Olsen, 2005). Grâ
e à une puissan
e de 
al
ul grandissante,de nombreuses méthodes 
ontinuent à être développées. Les appro
hes lesplus adaptées pour l'interprétation des sismogrammes en milieux 
omplexessont probablement les méthodes asymptotiques, 
omme le tra
é de rayons(e.g., Virieux, 1996, Lambaré & Virieux, 2006). Pourtant, malgré leur ef-�
a
ité informatique, 
e sont des appro
hes valables uniquement à hautesfréquen
es qui ne génèrent qu'une partie de la solution (i.e. l'onde P dire
teou des ré�exions PS). Pour 
ette raison, 
es méthodes ne sont pas intéres-santes pour la modélisation de la rupture des séismes, sujet 
entral de 
etravail, 
ara
térisée par l'ex
itation d'une gamme importante de fréquen
es
11



Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesnotamment dans le 
hamp pro
he de la sour
e. Ce sont don
 les méthodesnumériques pour la propagation des ondes dites 
omplètes qui ont permisle développement d'outils adaptés à l'étude de la physique de la sour
e sis-mique.Il y a essentiellement trois familles de méthodes 
omplètes tradition-nellement utilisées pour la propagation des ondes : les méthodes intégralesde frontière (IF), les méthodes en éléments �nis (EF) et les méthodes endi�éren
es �nies (DF). Les méthodes IF sont très répandues par
e qu'ellesréduisent d'un, le nombre de dimensions à dis
rétiser du problème. Ces mé-thodes dis
rétisent uniquement des surfa
es où les propriétés du milieu per-mettent la 
onstru
tion analytique des fon
tions de Green (Burridge, 1969,Aki & Larner, 1970, San
hez-Sesma, 1983, Bard & Bou
hon, 1985, Aubry &Clouteau, 1991, San
hez-Sesma & Luzon, 1995). L'intera
tion des élémentsde frontière peut devenir singulière lorsque 
ette intera
tion a lieu sur lemême élément (voir introdu
tion 
hapitre 2). Des méthodes de régularisa-tion sont ainsi très importantes pour évaluer 
es singularités et assurer lapré
ision des appro
hes IF. Les méthodes en EF ont été pendant longtempsutilisées pour la propagation des ondes en milieux 
omplexes (e.g., Lysmer& Drake, 1972, Day, 1977, Marfurt, 1984, Aubry et al., 1985). Cependant,une nouvelle 
lasse de méthodes en EF a été développée (Fa

ioli et al.,1997, Komatits
h, 1997, Komatits
h & Vilotte, 1998, Komatits
h & Tromp,1999, Chaljub, 2000), 
onnue 
omme la méthode d'éléments spe
traux (ES)qui, basée sur des interpolant lo
aux d'ordre supérieur, possède à la fois la�exibilité géométrique des EF et la pré
ision des méthodes pseudo-spe
trales(e.g., Tessmer et al., 1992). La méthode en ES a été rapidement développéeet appliquée à des problèmes divers de propagation à des é
helles régionalesou bien à l'é
helle global de la Terre (Komatits
h & Tromp, 2002, Capde-ville et al., 2003, Tsuboi et al., 2003, Chaljub et al., 2003, Komatits
h et al.,2004).En�n, nous avons la méthode numérique des DF, utilisée tout au long de
e travail. Probablement aussi répandue que 
elle des EF, dès les années 60jusqu'à aujourd'hui, les méthodes en DF ont représenté un outil de simulationin
ontournable grâ
e à sa simpli
ité et son e�
a
ité numérique (Alterman &Karal, 1968, Alford et al., 1974, Kelly et al., 1976, Madariaga, 1976, Virieux,1986). L'appli
ation d'opérateurs d'ordre supérieur (Dablain, 1986, Holberg,1987, Levander, 1988) ave
 des moyennes harmoniques lo
ales pour la dis-
rétisation du milieu ainsi que des grilles irrégulières (Graves, 1996, Pitarka,1999, Wang et al., 2001, Mo
zo et al., 2002, Kang & Baag, 2004) font de laméthode un outil très pré
is et e�
a
e pour simuler la propagation d'ondesen 3D (Mo
zo et al., 1999, Olsen, 2000, Day & Bradley, 2001, Mo
zo et al.,
12



1.1. Introdu
tion2001, Minko�, 2002, Saenger et al., 2004, Saenger & Bohlen, 2004, Benitez& Olsen, 2005, Olsen et al., 2006). Ils existent d'autres stratégies en DF plussophistiquées qui 
onsidèrent des grilles irrégulières non-orthogonales, soitstru
turées soit non-stru
turées (e.g., Zhang, 1997, Zhang & Tielin, 1999),ou bien des grilles 
urvilignes. Elles permettent d'améliorer l'appli
ation des
onditions aux limites le long des frontières de géométrie 
omplexes (Ta�ove& Hagness, 2000, Xie et al., 2002, Zhang, 2005). Malheureusement, elles n'ontpas en
ore été très développées dans le domaine de la propagation des ondesélastiques. Une révision des méthodes en DF pour la propagation d'ondessismiques a été ré
emment réalisée par Mo
zo et al. (2006).Des appro
hes alternatives pour la propagation d'ondes élastiques existent,
omme les méthodes en volumes �nis (Dormy & Tarantola, 1995, Kaser &Igel, 2001), en éléments distin
ts (Toomey & Bean, 2000, Dalguer et al.,2001), ou bien des méthodes mixtes 
ombinant di�érentes appro
hes exis-tantes (Mo
zo et al., 1997, Ao
hi et al., 2005). Dans 
e travail, nous avonsabordé le problème de la rupture dynamique des séismes en adoptant une mé-thode en DF assez ré
ente, proposée par Saenger et al. (2000) pour l'équationd'onde élastodynamique. Le développement des modèles numériques pour larupture, basés sur 
ette méthode, 
onstitue l'objet de la deuxième partiede 
e travail et le sujet 
entral de ma re
her
he do
torale. Puisqu'il a fallumettre au point le 
ode de propagation pour le développement du modèlede rupture en 3D (
hapitre 4), dans 
ette première partie je fais une révi-sion générale de la méthode des di�éren
es �nies, en abordant les 
on
eptsde base qui la distinguent. Les avantages et in
onvénients de la méthodesont soulignés ainsi que les di�érents aspe
ts qui 
ontr�lent la pré
ision nu-mérique (i.e. la dispersion) et la stabilité des di�érents s
hémas. Une foisle système d'équations élastodynamiques pour la propagation d'ondes éta-bli, sa dis
rétisation est dis
utée et formulée rigoureusement au deuxième etquatrième ordre dans l'espa
e, en déduisant les opérateurs di�érentiels 
or-respondants. Une ré�exion poussée a été développée, portant sur la 
ompa-raison du s
héma en DF adopté ave
 
elui qui a été le plus répandu depuis lesannées 80. Les 
onditions aux limites asso
iées à la surfa
e libre et au déve-loppement d'une fra
ture sont également traitées en dis
utant des di�érentesappro
hes existantes pour 
haque 
as. En�n, la formulation des 
onditionsd'absorption d'énergie � Perfe
tly Mat
hed Layer � (PML) est présentée ensignalant les attributs numériques de l'implémentation faite. Des tests d'ab-sorption dans des milieux homogènes et hétérogènes sont réalisés en termesd'énergie mé
anique de l'espa
e 3D et de sismogrammes résiduels.
13



Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.2 Approximation en Di�éren
es Finies1.2.1 Opérateurs Di�érentiels en Di�éren
esUn passage 
lé dans la méthode des di�éren
es �nies est la substitution desopérateurs di�érentiels 
ontinus des équations di�érentielles (e.g., l'opérateurNabla (∇) pour les dérivées spatiales) par des opérateurs dis
rets formulés enterme de variables évaluées sur les points d'une grille dis
rétisant le domained'intérêt. Les dérivées d'une fon
tion donnée faisant partie des opérateursdi�érentiels, peuvent être approximées à partir de la tron
ature et de la
ombinaison linaire du développement de Taylor de la fon
tion en question.Soit u(x) une fon
tion s
alaire. Si les dérivées de u par rapport à x sont
ontinues jusqu'au (m + 1)ème ordre, u(m+1), alors :
u(x) = u(a) + (x − a)u'(a) +

(x − a)2

2
u''(a) + . . . +

(x − a)m

m!
u(m)(a) + Rm (1.1)où Rm est le résidu, ou erreur de tron
ature, du développement de u autourdu point a. La limite de Rm lorsque m tend vers l'in�ni est égale à zéro. Ledéveloppement en série de Taylor donnée par 1.1 peut don
 être exprimé,autour d'un autre point quel
onque xi, 
omme :

u(x) =
∞∑

m=0

(x − xi)
mu(m)(xi)

m!
. (1.2)Si l'on ne s'intéresse à la valeur de la fon
tion u qu'en des points régu-lièrement espa
és de la variable indépendante x, par exemple aux points :

xi−1 = (i − 1)∆x
xi = i∆x

xi+1 = (i + 1)∆x
(1.3)où ∆x est un in
rément 
onstant de x, alors la représentation dis
rète de lavariable dépendante u(x) est la suivante :

u(xi−1) → ui−1

u(xi) → ui

u(xi+1) → ui+1.
(1.4)Les phénomènes physiques sont souvent modélisés par des équations dif-férentielles partielles. Autrement dit, les fon
tions solution du problème sont

14



1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesfon
tion de plusieurs variables. Elles peuvent dépendre des variables spatialesainsi que du temps. Alors l'approximation des dérivées est bien entendu uneapproximation des dérivées partielles.Admettons que notre fon
tion u soit une fon
tion de la variable spatiale xmais aussi du temps t, 
'est-à-dire u = u(x, t). Par analogie ave
 la notationintroduite dans les équations 1.3 et 1.4 par rapport à la variable spatiale x,la représentation dis
rète d'une telle fon
tion est la suivante :
u(xi, tn) → un

i où xi = i∆x et tn = n∆t (1.5)
∆t étant un in
rément 
onstant de la variable indépendante t.Si l'on attribue une valeur �xe à une des deux variables indépendantes, lafon
tion u(x, t) peut être approximée à travers le développement en série deTaylor (équation 1.2) en substituant les dérivées ordinaires par des dérivéespartielles. Ainsi, pour un temps donnée tn, on peut évaluer l'expression 1.2dans les points xi+1 et xi−1 de l'espa
e et la développer jusqu'aux dérivéesd'ordre m donnant, respe
tivement :
un

i+1 = un
i +∆x

∂un
i

∂x
+

(∆x)2

2

∂2un
i

∂x2
+

(∆x)3

6

∂3un
i

∂x3
+ . . .+

(∆x)m

m!

∂mun
i

∂xm
(1.6)

un
i−1 = un

i −∆x
∂un

i

∂x
+

(∆x)2

2

∂2un
i

∂x2
− (∆x)3

6

∂3un
i

∂x3
+ . . .+

(∆x)m

m!

∂mun
i

∂xm
(1.7)1.2.1.1 Première Dérivée PartielleSi l'on s'intéresse à la première dérivée de u par rapport à x, 
'est-à-dire à l'opérateur (∂/∂x), alors il y a trois prin
ipaux opérateurs dis
retsen di�éren
es qui l'approximent. En négligeant les terme d'ordre supérieurà deux dans l'expression 1.6 (i.e. m = 2) nous avons :

un
i+1 = un

i + ∆x
∂un

i

∂x
+

(∆x)2

2

∂2un
i+ξ1

∂x2
(1.8)où le point xi+ξ1 se trouve quelque part dans l'intervalle (xi, xi+1). En isolantla dérive première on retrouve l'opérateur dis
ret dit en � di�éren
es enavant � :

∂un
i

∂x
=

un
i+1 − un

i

∆x
+ O(∆x) (1.9)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesoù
O(∆x) =

−∆x

2

∂2un
i+ξ1

∂x2
.De façon similaire, en négligeant les termes d'ordre supérieur à deux dansl'expression 1.7 (i.e. m = 2) et en isolant la dérivée première, on retrouvel'opérateur dis
ret en � di�éren
es en arrière � :

∂un
i

∂x
=

un
i − un

i−1

∆x
+ O(∆x) (1.10)où

O(∆x) =
∆x

2

∂2un
i+ξ2

∂x2où le point xi+ξ2 se trouve quelque part dans l'intervalle (xi−1, xi).Le terme O(∆x) des expressions 1.9 et 1.10 représente l'erreur de tron
a-ture du développement de Taylor. Puisque 
ette erreur tend vers zéro lorsque
∆x tend vers zéro, on dit qu'elle est de premier ordre. Don
, les opérateursen di�éren
es en avant et en di�éren
es en arrière données par 1.9 et 1.10respe
tivement ont une pré
ision du premier ordre dans l'espa
e.En négligeant les termes d'ordre supérieur à trois dans les expressions1.6 et 1.7 et en faisant la soustra
tion des deux, on retrouve :

un
i+1 − un

i−1 = 2∆x
∂un

i

∂x
+

(∆x)3

3

∂3un
i+ξ3

∂x3
. (1.11)On peut montrer que, grâ
e au théorème de la valeur moyenne, le point

xi+ξ3 se trouve quelque part dans l'intervalle (xi−1, xi+1). En isolant uneautre fois la dérivée première de u on retrouve ainsi l'opérateur dis
ret en� di�éren
es 
entrées � :
∂un

i

∂x
=

un
i+1 − un

i−1

2∆x
+ O

[
(∆x)2

] (1.12)où
O
[
(∆x)2

]
=

−(∆x)2

6

∂3un
i+ξ3

∂x3
.A�n de déduire l'opérateur dis
ret pour la dérivée première de u parrapport à t, il faut d'abord évaluer la fon
tion u(x, t) en un point �xe, xi, del'espa
e. Par analogie ave
 le pro
édé qui nous a amené jusqu'à l'équation1.12, on retrouve l'opérateur en di�éren
es 
entrées par rapport au temps :

∂un
i

∂t
=

un+1
i − un−1

i

2∆t
+ O

[
(∆t)2

]
. (1.13)
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1.2. Approximation en Di�éren
es FiniesDans les expressions 1.12 et 1.13, l'erreur de tron
ature O[(∆x2)] tendvers zéro lorsque le 
arré de l'in
rément de la variable indépendante, soitspatiale, soit temporelle, tend vers zéro. Par 
onséquent, 
es deux opérateursen di�éren
es 
entrées sont des approximations de la dérive première de
u ave
 une pré
ision d'ordre deux respe
tivement dans l'espa
e et dans letemps. Un autre aspe
t intéressant qui distingue les opérateurs 
entrés est lefait de ne pas 
al
uler les dérivées au même endroit que le 
hamp sur lequel ilsopèrent. Par exemple, la dérivée spatiale de u approximée par 1.12 se lo
alisedans le point i∆x alors que, pour obtenir une telle dérivée, l'opérateur a faitappel au 
hamp u dans les point (i − 1)∆x et (i + 1)∆x de l'espa
e.La 
omparaison de l'erreur de tron
ature des opérateurs en di�éren
esdé
entrées (1.9 et 1.10) et 
elle des opérateurs en di�éren
es 
entrées (1.12et 1.13) montre que le taux de 
onvergen
e vers la solution exa
te de 
esdernières est supérieur lorsque le pas de dis
rétisation de la variable indépen-dante tend vers zéro. Autrement dit, la pré
ision atteinte pour les opérateurs
entrés est supérieure pour le même pas de dis
rétisation.Pourtant il est possible de 
onstruire des opérateurs en di�éren
es enavant et en di�éren
es en arrière ave
 une pré
ision du deuxième ordre pourla dérivée première de u. En négligeant les termes d'ordre supérieur à quatrede la série de Taylor (équation 1.2) et en l'évaluant dans le point xi+2 del'espa
e, on a :

un
i+2 = un

i + 2∆x
∂un

i

∂x
+

4(∆x)2

2

∂2un
i

∂x2
+

8(∆x)3

6

∂3un
i+ξ4

∂x3
(1.14)où le point xi+ξ4 se trouve quelque part dans l'intervalle (xi, xi+2). A�nd'éliminer la dérivée se
onde de u, on peut multiplier un

i+1 (équation 1.6)par quatre et soustraire un
i+2 (équation 1.14) pour obtenir :

un
i+1 − un

i+2 = 3un
i + 2∆x

∂un
i

∂x
− 4(∆x)3

6

∂3un
i+ξ5

∂x3
(1.15)où le point xi+ξ5 se trouve quelque part de l'intervalle (xi, xi+2). En isolantla dérivée première on obtient l'opérateur en di�éren
es en avant suivant :

∂un
i

∂x
=

−3un
i + 4un

i+1 − un
i+2

2∆x
+ O

[
(∆x)2

] (1.16)où
O
[
(∆x)2

]
=

(∆x)2

3

∂3un
i+ξ5

∂x3 17



Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesqui représente une approximation de la dérivée de u ave
 une pré
ision dudeuxième ordre dans l'espa
e. Par analogie, l'opérateur en di�éren
es en ar-rière ave
 le même ordre de pré
ision peut être obtenu en multipliant un
i−1(équation 1.7) par moins quatre et en additionnant les termes du développe-ment de Taylor jusqu'à l'ordre trois évalué en xi−2. Une fois isolée la dérivéepremière u par rapport à x on trouve :

∂un
i

∂x
=

3un
i − 4un

i−1 + un
i−2

2∆x
+ O

[
(∆x)2

] (1.17)où
O
[
(∆x)2

]
=

−(∆x)2

3

∂3un
i+ξ6

∂x3et xi+ξ6 étant un point de l'espa
e qui se lo
alise quelque part dans l'intervalle
(xi−2, xi).La 
omparaison des opérateurs de deuxième ordre en di�éren
es dé
en-trées (1.16 et 1.17) ave
 les opérateurs du même ordre en di�éren
es 
entrées(1.12 et 1.13) met en éviden
e que, pour atteindre la même pré
ision, lesten
il 1 des opérateurs dé
entrés doit être plus étendu spatialement que lesten
il asso
ié aux opérateurs 
entrés. Cela signi�e, en terme d'e�
a
ité d'unéventuel algorithme, que les opérateurs en di�éren
es dé
entrées ont besoind'e�e
tuer plus d'opérations arithmétiques par dérivée mais aussi de sto
kerplus de données en mémoire vive dans le 
as des dérivées temporelles.1.2.1.2 Se
onde Dérivée PartielleOn s'intéresse maintenant aux opérateurs di�érentiels du type (∂2/∂x2).Les approximations de premier ou deuxième ordre d'un tel opérateur en di�é-ren
es dé
entrées ainsi que l'approximation du deuxième ordre en di�éren
es
entrées peuvent être 
onstruites à partir des développement de Taylor in-troduits pré
édemment. Dans le 
as de l'opérateur en di�éren
es en avant ilsu�t de multiplier un

i+1 (équation 1.6) par moins deux et d'additionner un
i+2(équation 1.14) pour obtenir, une fois les termes rangés :

∂2un
i

∂x2
=

un
i − 2un

i+1 + un
i+2

(∆x)2
+ O(∆x) (1.18)où

O(∆x) = ∆x
∂3un

i+ξ7

∂x31Le sten
il d'un ou de plusieurs opérateurs dis
rets est dé�ni par l'ensemble de pointsde la ou des variables indépendantes auxquels le ou les opérateurs font appel pour ap-proximer une dérivée. Par exemple, les points xi, xi−1 et xi−2 dans l'équation 1.17.
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finieset xi+ξ7 étant un point de l'espa
e lo
alisé quelque parte dans l'intervalle
(xi, xi+2). Dans le 
as de l'opérateur en di�éren
es en arrière, il su�t demultiplier un

i−1 (équation 1.7) par moins deux et d'additionner le développe-ment de Taylor (1.2) jusqu'à la dérivée de troisième ordre et de l'évaluer en
xi−2. En isolant la dérivée se
onde par rapport à x on a :

∂2un
i

∂x2
=

un
i − 2un

i−1 + un
i−2

(∆x)2
+ O(∆x) (1.19)où

O(∆x) = −∆x
∂3un

i+ξ8

∂x3et xi+ξ8 est un point dans l'intervalle (xi−2, xi).Pour obtenir l'opérateur en di�éren
es 
entrées il su�t tout simplementd'additionner les développement en séries de Taylor pour un
i+1 (équation 1.6)et pour un

i−1 (équation 1.7) et d'isoler la dérivée se
onde de u pour obtenir :
∂2un

i

∂x2
=

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

(∆x)2
+ O

[
(∆x)2

] (1.20)où
O
[
(∆x)2

]
=

(∆x)2

12

∂4un
i+ξ9

∂x4et xi+ξ9 étant un point de l'espa
e qui se lo
alise quelque part à l'interieur del'intervalle (xi−1, xi+1). Pour obtenir l'approximation de la dérivée se
ondede u par rapport au temps, il faut évaluer notre fon
tion u en un point �xe del'espa
e, par exemple, en xi. Par analogie ave
 le pro
édé suivi pour déduirel'expression 1.20, nous avons l'opérateur en di�éren
es 
entrées :
∂2un

i

∂t2
=

un+1
i − 2un

i + un−1
i

(∆t)2
+ O

[
(∆t)2

]
. (1.21)Finalement, les opérateurs en di�éren
es dé
entrées ayant une pré
isiondu deuxième ordre, similaire à 
elles des approximations 
entrées 1.20 et1.21, peuvent être trouvés, 
omme dans tous les 
as pré
édents, en faisantdes 
ombinaisons linéaires du développement de Taylor 1.2 évalué aux pointsrégulièrement espa
és d'un ∆x dans l'intervalle (xi−3, xi+3). Ainsi, l'approxi-mation en di�éren
es en avant pour la dérivée se
onde de u ave
 une pré
i-sion du deuxième ordre dans l'espa
e est la suivante :

∂2un
i

∂x2
=

2un
i − 5un

i+1 + 4un
i+2 − un

i+3

(∆x)2
+ O

[
(∆x)2

]
. (1.22)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesDe même, l'approximation en di�éren
es en arrière pour la dérivée se-
onde de u ave
 une pré
ision du deuxième ordre dans l'espa
e est donnéepar :
∂2un

i

∂x2
=

2un
i − 5un

i−1 + 4un
i−2 − un

i−3

(∆x)2
+ O

[
(∆x)2

]
. (1.23)De façon similaire aux approximations de la dérivée première de u, la
omparaison des opérateurs en di�éren
es dé
entrées 1.22 et 1.23 ave
 l'opé-rateur en di�éren
es 
entrées 1.20 montre que, pour une même pré
ision, lesten
il du dernier reste plus 
ompa
t. Cela veut dire que l'approximation endi�éren
es 
entrées né
essite moins d'opérations arithmétiques mais aussi,
on
ernant les dérivées temporelles, 
elles-
i né
essitent moins de mémoirevive.1.2.1.3 Opérateurs d'Ordre SupérieurSi l'on s'intéresse à la performan
e des opérateurs dis
rets en di�éren
es�nies, une simple 
omparaison en terme de nombre d'opérations de point�ottant par unité arithmétique peut amener à tirer de fausses 
on
lusions.Par exemple, une 
omparaison des opérateurs en di�éren
es en avant 1.18 et1.22, respe
tivement de premier et deuxième ordre de pré
ision dans l'espa
e,indiquerait que le premier est plus performant que le deuxième. Pourtant,l'évaluation de l'e�
a
ité d'un opérateur doit se faire lors de son appli
ationpour résoudre des problèmes pratiques tels que la résolution des équationsdi�érentielles qui modélisent un phénomène physique. Dans 
e 
as, il y adeux fa
teurs qui doivent être pris en 
ompte pour juger 
orre
tement laperforman
e d'un algorithme : la solli
itation du CPU et la solli
itation dela mémoire vive.Quand on modélise numériquement un phénomène 
omme 
elui de lapropagation des ondes, 
ertains problèmes reliés à la dis
rétisation des équa-tions apparaissent. Parmi eux se trouve la dispersion numérique (voir se
tions1.2.4 et 1.4.4). Cet artefa
t dépend prin
ipalement des pas de dis
rétisationspatial et temporel, et rend la vitesse de propagation des ondes dépendantede leur fréquen
e (i.e. de leur longueur d'onde). L'e�
a
ité d'une appro
henumérique se trouve dans sa 
apa
ité plus ou moins grande à minimiser
et e�et. La question qui soulève 
e point est 
elle du prix à payer pour leminimiser.Pour mieux 
erner la réponse à 
ette question, on peut la reformuler enterme d'é
hantillonnage du signal : 
ombien faut-il de points de la grille parlongueur d'onde minimale, pour minimiser la dispersion du signal dans le
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesdomaine fréquentiel d'intérêt. De 
e point de vue, l'appli
ation d'opérateursd'ordre inférieur (e.g. premier ou deuxième ordre) implique un suré
han-tillonnage du modèle qui se traduit par de lourds sto
kage et transfert dedonnées à 
haque intégration en temps. Par exemple, pour obtenir une solu-tion pré
ise de l'équation d'onde a
oustique en appliquant des opérateurs dudeuxième ordre dans le temps et dans l'espa
e (équations 1.20 et 1.21), 
'est-à-dire un s
héma O
[
(∆t)2, (∆x)2

], il faut un é
hantillonnage d'au moins dixpoints de grille par longueur d'onde minimal du signal (Alford et al., 1974).Alors que, 
omme on le verra dans la se
tion 1.2.4, l'appli
ation d'un s
hémad'ordre O
[
(∆t)2, (∆x)4

] dans le même 
as, ou dans le 
as élastique (P-SV),ne né
essite que 
inq points par longueur d'onde minimale (Alford et al.,1974, Levander, 1988). Cela implique une rédu
tion de mémoire d'un fa
teurde 0.25 et de 0.125 respe
tivement dans les 
as bidimensionnel (2D) et tri-dimensionnel (3D) par rapport au s
héma d'ordre inférieur. Par 
onséquent,plus l'algorithme est rapide, i.e. plus les opérateurs sont 
ourts, plus le pro-blème doit être suré
hantillonné, et don
 plus le transfert de données pour
haque itération en temps est important. Dans 
e 
ontexte, il est 
lair que
onsidérer le nombre d'opérations par point �ottant 
omme mesure d'e�
a-
ité, sans tenir 
ompte du sto
kage en mémoire ou de la vitesse de transfertde données, peut amener à une mauvaise estimation de la performan
e d'unalgorithme.Pour illustrer quantitativement l'e�
a
ité des divers opérateurs en di�é-ren
es, Dablain (1986) a résolu l'équation d'onde a
oustique bidimensionnelleave
 les s
hémas O
[
(∆t)2, (∆x)2

], O
[
(∆t)2, (∆x)4

] et O
[
(∆t)4, (∆x)10

]. Il ad'abord 
her
hé à déterminer, pour 
ha
un des s
hémas, le temps de 
al
uld'une 
ellule de la grille (unité arithmétique, UA) ainsi que le nombre totald'opérations né
essaires pour un même modèle et une même résolution. Apartir de 
ette information, il a don
 déterminé le temps total de 
al
ul pars
héma (tableau 1.1). Le modèle hétérogène 2D fait 10 km de longueur par 3km de profondeur, ave
 un pulse de Ri
ker à 50 Hz 
omme fon
tion sour
e.L'analyse de 
es résultats montre que, même si le temps CPU-UA est troisfois plus 
ourt pour le s
héma d'ordre inférieur par rapport à 
elui du s
hémad'ordre supérieur (deuxième 
olonne), le temps CPU total est presque six foisplus grand (troisième 
olonne). De plus, il est 
lair que la plus grande dif-féren
e en temps de 
al
ul total se trouve dans le passage du s
héma (2, 2)au s
héma (2, 4) et non pas dans le passage du s
héma (2, 4) au s
héma
(4, 10). Pourtant, le véritable avantage des opérateurs d'ordre supérieur àquatre n'est pas le gain en temps de 
al
ul mais l'é
onomie de mémoire. Une
onséquen
e immédiate de 
et avantage est, pour une mémoire de 
al
ul �-nie, la possibilité de réaliser soit des modèles plus grands, soit d'obtenir des
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesS
héma CPU-UA CPU-Total(2,2) 0.31 5.86(2,4) 0.45 1.08(4,10) 1.0 1.0Tab. 1.1: Temps CPU par unité arithmétique (CPU-UA) et temps CPUtotal par simulation, normalisés par rapport au s
héma d'ordre supérieur
O
[
(∆t)4, (∆x)10

], troisième ligne (modi�é de Dablain (1986)).solutions pré
ises à une plus haute fréquen
e.Un opérateur de quatrième ordre très répandu pour la dérivée premièrede u est le suivant :
∂un

i

∂x
=

c1

(
un

i+ 1

2

− un
i− 1

2

)
+ c2

(
un

i+ 3

2

− un
i− 3

2

)

∆x
+ O

[
(∆x)4

] (1.24)où c1 = 9/8 et c2 = −1/24. L'équation 1.24 représente un opérateur endi�éren
es 
entrées qui a la parti
ularité de 
al
uler la dérivée de u au point
i∆x qui se trouve dé
alé d'un demi ∆x par rapport à la grille régulièrementespa
ée où se situent les points (i± 1/2)∆x et (i± 3/2)∆x du sten
il. Cetteastu
e implique don
 un dé
alage spatial (ou temporel) du 
hamp u parrapport à sa propre dérivée. Ce 
on
ept représente la base de la 
onstru
tiondes � grilles en quin
on
e � sur lesquelles s'appuient de nombreuses appro
hesnumériques pour la résolution d'équations di�érentielles (voir se
tion 1.4.1).Un pro
édé généralisé pour 
onstruire des opérateurs d'ordre supérieur àquatre est dé
rite par Dablain (1986) (voir aussi Holberg, 1987).1.2.2 Equation d'OndeConsidérons l'équation d'onde s
alaire (i.e. a
oustique) unidimensionnelle

∂2u

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2
, (1.25)où c est la vitesse de propagation des ondes et u = u(x, t), le 
hamp dedépla
ement. Si l'on substitue les dérivées partielles par les opérateurs endi�éren
es 
entrées 1.20 et 1.21 obtenus dans la se
tion pré
édente, on ob-tient :

un+1
i − 2un

i + un−1
i

(∆t)2
≈ c2

[
un

i+1 − 2un
i + un

i−1

(∆x)2

] (1.26)
22



1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesqui représente une approximation de l'équation d'onde ave
 une pré
ision dudeuxième ordre dans le temps et dans l'espa
e, O
[
(∆t)2 +(∆x)2

], à laquelleon fait souvent référen
e 
omme solution de pré
ision (2, 2). En isolant lavaleur plus tardive de u dans le point de l'espa
e i∆x, on retrouve :
un+1

i ≈ (c∆t)2
[
un

i+1 − 2un
i + un

i−1

(∆x)2

]
+ 2un

i − un−1
i . (1.27)Une fois résolue l'approximation 1.27 pour tous les points de l'espa
e àl'instant (n+1)∆t, le pro
essus peut être réinitialisé pour progresser dans letemps et obtenir une nouvelle solution un+2

i . L'itération systématique de 1.27sur tout le domaine spatiale du problème 
onstitue la solution numérique endi�éren
es �nies de l'équation d'onde s
alaire unidimensionnelle.Le 
as où c∆t = ∆x dans la solution numérique de 1.25 est parti
ulière-ment intéressant. Dans 
e 
as, où le rapport entre les pas de dis
rétisationspatial et temporelle est égal à la vitesse de propagation des ondes, l'approxi-mation 1.27 devient tout simplement l'égalité
un+1

i = un
i+1 + un

i−1 − un−1
i . (1.28)Cette équation 1.28 donne une égalité stri
te entre le terme de gau
heet le terme de droite et pas une approximation. Ce n'est pas une erreur.Cela signi�e que, pour une telle dis
rétisation, l'équation en di�éren
es 1.27aboutit à une solution exa
te, raison pour laquelle on parle du pas ma-gique de dis
rétisation temporelle ∆t = ∆x/c. Dans les se
tions 1.2.5 et1.4.4 on 
omprendra que 
e pas magique de dis
rétisation n'est valable quepour l'équation d'onde s
alaire unidimensionnelle. En général, le pas de dis-
rétisation né
essaire pour assurer la stabilité et la pré
ision des solutionsnumériques est dépendant des équations di�érentielles qu'on résolve et deleur dis
rétisation. On verra ainsi que le domaine de bon 
omportement detout s
héma numérique sera limité par des valeurs parti
ulières du rapportdes pas de dis
rétisation spatiale et temporelle.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.2.3 S
hémas Expli
ites vs S
hémas Impli
itesDans la se
tion pré
édente l'équation d'onde s
alaire 1.25 a été dis
rétiséeen appliquant des opérateurs en di�éren
es 
entrées dans l'espa
e et dans letemps. Si l'on dénote les valeurs approximées de la fon
tion solution dans lespoints de la grille numérique 
omme
Un

i ≈ u(xi, tn),alors, l'approximation résultante 1.27, une fois fa
torisée, peut être é
riteselon :
Un+1

i = (1 − S2)2Un
i + S2(Un

i+1 + Un
i−1) − Un−1

i (1.29)où
S =

c∆t

∆x
.Dans la littérature, S est appelé le numéro de Courant. Comme nous ver-rons dans les se
tions 1.2.4 et 1.2.5, S représente une quantité fondamentaledans l'analyse numérique puisqu'elle est fortement lié à la dispersion et à lastabilité des s
hémas en di�éren
es �nies.

x

t

i 1- i i+1

n

n+1

n-1

Fig. 1.1: Sten
il (
er
les noirs) asso
iéau s
héma expli
ite en di�éren
es �niesde l'équation d'onde s
alaire, donné parl'équation 1.29.

Une représentation graphiquedu sten
il asso
ié à l'équation 1.29est illustrée sur la Figure 1.1. Ilest 
lair que les valeurs de U , danstout le domaine spatial à l'instant
(n + 1)∆t, peuvent être 
al
uléesindépendamment les unes des au-tres à partir des valeurs de U 
al-
ulées aux instants pré
édents n∆tet (n− 1)∆t. C'est pour 
ette rai-son que les formulations en di�é-ren
es présentant 
ette 
ara
téris-tique, propre à l'équation 1.29, s-ont nommées des s
hémas expli-
ites. Dans la se
tion 1.4 on pré-sente la dédu
tion d'une formula-tion expli
ite pour le 
as élastiqueen 3D.
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finies

x

t

i 1- i i+1

n

n+1

n-1

Fig. 1.2: Sten
il (
er
les noirs) asso
iéau s
héma impli
ite en di�éren
es �niesde l'équation d'onde s
alaire, donné parl'équation 1.31.

Contrairement aux s
hémas ex-pli
ites, dans le 
as des s
hémasimpli
ites, les valeurs approxima-tives de la fon
tion solution à l'ins-tant (n + 1)∆t dépendent, entreautres, des valeurs 
ontemporainesde 
elles-
i. Substituons 
ette fois-
i la dérivée temporelle de l'équa-tion d'onde non pas par un opéra-teur en di�éren
es 
entrées 
ommedans le 
as pré
édent, mais par unopérateur en di�éren
es en arrièresimilaire à 1.19. Substituons aussil'opérateur en di�éren
es 
entrées1.20 à la pla
e de la dérivée spa-tiale. En évaluant les dérivées àl'instant (n + 1)∆t, on obtient l'é-quation en di�éren
es
Un+1

i − 2Un
i + Un−1

i

(∆t)2
= c2

[
Un+1

i+1 − 2Un+1
i + Un+1

i−1

(∆x)2

] (1.30)qui peut s'exprimer en fon
tion du numéro de Courant S, une fois fa
toriséeet les termes rangés, suivant :
(1 + 2S2)Un+1

i − S2(Un+1
i+1 + Un+1

i−1 ) = 2Un
i − Un−1

i . (1.31)Le sten
il respe
tif est illustré sur la Figure 1.2. On peut voir que l'ex-pression 1.31 présente trois valeurs in
onnues de U à l'instant (n + 1)∆t.En 
onséquen
e, on ne peut pas 
al
uler dire
tement la valeur Un+1
i puisque1.31 
ontient les deux valeurs voisines Un+1

i+1 et Un+1
i−1 qui sont aussi in
on-nues. Si i = 1, 2, ..., N − 1, où N est le nombre de points dis
rétisant la grillespatiale, alors 1.31 représente un système de N − 1 équations linaires pourles N − 1 in
onnues Un+1

i . Au lieu de 
al
uler 
ha
une des valeurs indé-pendamment à travers une formule similaire à 1.29, on doit alors résoudre
e système d'équations a�n d'obtenir toutes les valeurs simultanément. Lesformulations impli
ites en di�éren
es �nies impliquent toujours la résolutionde systèmes d'équations, 
'est-à-dire, l'inversion d'une matri
e. Il existe unnombre important de méthodes pour résoudre 
e problème, 
omme la mé-thode de prédi
tion-
orre
tion ou les méthodes itératives (Emerman et al.,1982, Mufti, 1985).
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesEn général, les méthodes expli
ites sont plus simples à implémenter queles s
hémas impli
ites. Cependant, pour atteindre une pré
ision a

eptable,l'in
rément spatial de la grille numérique doit être généralement plus petitque dans une méthode impli
ite. Or, pour assurer la stabilité du s
héma,l'in
rément temporel doit être lui aussi petit, 
e qui rendant la méthode pluslourde. A l'opposé, les s
hémas impli
ites peuvent opérer ave
 des in
rémentstemporels plus grands. Néanmoins, leur stabilité dépend du degré de non-linéarité des équations di�érentielles.1.2.4 Dispersion NumériqueLorsqu'on modélise un phénomène en di�éren
es �nies 
omme 
elui de lapropagation des ondes, 
ertains problèmes inhérents à la dis
rétisation desopérateurs di�érentiels apparaissent. L'un des plus importants est la dis-persion numérique. Cet artefa
t est fortement relié au pas de dis
rétisationspatiale, dx, et rend la vitesse de propagation des ondes dépendante de leurfréquen
e (i.e. de leur longueur d'onde). Ce problème provoque ainsi un étale-ment temporel (ou dispersion) des phases sismiques 
ontenues dans un traind'ondes. Autrement dit, la vitesse des harmoniques du signal devient unefon
tion de plusieurs paramètres, dont, dx. Par 
onséquent, la pré
ision dessolutions est 
ontr�lée par l'espa
ement de la grille. Le prin
ipe est simple :plus la grille est �ne (i.e. plus dx est petit), moins il y aura de dispersionnumérique dans les solutions (i.e. plus les solutions seront pré
ises). Or, letaux de 
onvergen
e des solutions vers des valeurs exa
tes à mesure que dxdiminue dépendra aussi, par exemple, de ∆t, de la dire
tion de propagationdes ondes à l'intérieur de la grille numérique, et de l'ordre des opérateurs endi�éren
es appliqués.Formellement, la dispersion est la relation qui existe entre la longueurd'onde, λ, et la fréquen
e, f . Comme on le verra par la suite, 
ette relationest très simple lorsque le milieu de propagation n'est pas dis
rétisé, 
'est-à-dire, lorsque l'équation d'onde reste 
ontinue. Par 
onvenan
e, la dispersionest souvent dé�nie 
omme la variation du nombre d'onde, k = 2π/λ, ave
 lafréquen
e angulaire, ω = 2πf . Considérons une fon
tion sinusoïdale solutionde l'équation d'onde unidimensionnelle 1.25 voyageant dans la dire
tion x

u(x, t) = ej(ωt−kx) (1.32)où ω et k ont déjà été dé�nis et j =
√
−1. Si l'on substitue 1.32 dansl'équation 1.25, une fois e�e
tuées les dérivées 
orrespondantes, on aboutità :

(jω)2ej(ωt−kx) = c2(−jk)2ej(ωt−kx)
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesqui devient tout simplement, en réduisant les termes :
ω2 = c2k2 −→ k = ±ω

c
. (1.33)L'équation 1.33 représente la relation de dispersion de l'équation d'ondes
alaire 1.25. Cette relation nous apprend simplement que le nombre d'ondeest proportionnel à la fréquen
e angulaire. Les signes plus et moins indiquentqu'indépendamment du sens de propagation suivant l'axe x, les ondes sontprésidées par la même relation de dispersion. A partir de l'équation 1.33, onpeut fa
ilement obtenir l'expression de la vitesse de phase dont la dé�nition
lassique est

vph =
ω

k
= ±c. (1.34)Ainsi, la vitesse de phase est indépendante de la fréquen
e, ω. Elle est
onstante est égale à c, vitesse de propagation des ondes. Des ondes se pro-pageant ave
 une relation de dispersion similaire à 1.33, i.e. ave
 une vitessede phase 
onstante, sont dites non dispersives. Autrement dit, indépendam-ment du 
ontenu fréquentiel, la forme du train d'ondes reste imperturbablemalgré des distan
es arbitrairement grandes de propagation.Si l'on 
onsidère la fréquen
e 
omme une fon
tion du nombre d'onde,

ω = ω(k), et l'on dérive 1.33 par rapport à k, on obtient la vitesse de groupehabituellement dé�nie 
omme vg = dω/dk :
2ω

dω

dk
= 2c2ki.e.

vg =
dω

dk
=

c2

ω
· k =

c2

ω
·
(
±ω

c

)
= ±c. (1.35)La vitesse de groupe est alors aussi indépendante de la fréquen
e et égaleà la vitesse de propagation des ondes, don
 égale a vph. Le raisonnementsuivi pour établir la relation de dispersion de l'équation d'onde s
alaire uni-dimensionnelle donnée par 1.25, peut être également employé pour obtenirl'approximation en di�éren
es �nies de 
ette équation (expression 1.27). Dans
e 
as, on obtiendrait alors la relation de dispersion numérique de l'équationd'onde dis
rète.Considérons l'onde sinusoïdale 1.32 dis
rétisée dans les points de l'espa
eet du temps (xi, tn) d'une grille en di�éren
es �nies. Soit k̃ le nombre d'ondeasso
ié à 
ette � onde numérique �. On note alors la valeur approximativede la solution de l'équation d'onde 1.32 
omme :

Un
i = ej(ωn∆t−k̃i∆x) (1.36)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesEn général, k̃ di�ère de k, le nombre d'onde physique 
orrespondant.Cette di�éren
e, 
onnue 
omme l'artefa
t de la dispersion numérique, peuta�e
ter l'amplitude et la vitesse des ondes en les é
artant des valeurs exa
tesasso
iées à l'équation d'onde 
ontinue. En substituant 1.36 dans l'approxi-mation 1.27 on obtient :
ej[ω(n+1)∆t−k̃i∆x] =

(
c∆t

∆x

)2{
ej[ωn∆t−k̃(i+1)∆x] +

−2ej[ωn∆t−k̃i∆x] + ej[ωn∆t−k̃(i−1)∆x]

}
+

+2ej[ωn∆t−k̃i∆x] − ej[ω(n−1)∆t−k̃i∆x]. (1.37)Si l'on fa
torise l'exponentielle ej[ωn∆t−k̃i∆x] pour la simpli�er des deux
�tés, alors 1.37 devient :
ejω∆t =

(
c∆t

∆x

)2(
e−jk̃∆x − 2 + ejk̃∆x

)
+ 2 − ejω∆tEn divisant l'équation par deux et en séparant exponentielles temporelles etexponentielles spatiales, on retrouve :

ejω∆t + e−jω∆t

2
=

(
c∆t

∆x

)2(ejk̃∆x + e−jk̃∆x

2
− 1

)
+ 1.En appliquant une des formules d'Euler, nous obtenons �nalement larelation de dispersion numérique pour l'équation d'onde a
oustique unidi-mensionnelle :

cos(ω∆t) =

(
c∆t

∆x

)2 [
cos(k̃∆x) − 1

]
+ 1 (1.38a)i.e.

k̃ =
1

∆x
arccos

{
1 +

(
∆x

c∆t

)2 [
cos(ω∆t) − 1

]} (1.38b)L'équation 1.38 est une relation entre ω et k̃ beau
oup plus 
ompliquéeque 
elle déduite pour l'équation d'onde s
alaire 
ontinue (équation 1.33).I
i, k̃ dépend aussi des pas de dis
rétisation spatial et temporel. L'équation1.38 peut être don
 utilisée pour extraire de l'information 
on
ernant la façondont les ondes se propagent à travers la grille numérique en fon
tion de ∆x et
∆t. Il y a deux 
as pour lesquels la propagation des ondes est non dispersive.
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1.2. Approximation en Di�éren
es FiniesC'est-à-dire, pour lesquels k̃ = k. Le premier est le 
as où ∆x → 0 et ∆t → 0.Le deuxième est le 
as où c∆t = ∆x, introduit 
omme le pas magique dedis
rétisation dans la se
tion 1.2.2. Dans 
e dernier, il faut tout simplementsubstituer le pas magique dans l'équation 1.38b pour 
onstater que k̃ = k.Pour arriver à la même 
on
lusion dans le premier 
as, il su�t d'appro
heren série de Taylor à l'ordre deux les fon
tions trigonométriques de 1.38bévaluées à l'origine (Ta�ove & Hagness, 2000). A�n d'étudier le 
as généralpour des rapports quel
onques entre ∆t et ∆x, il est pertinent d'exprimerl'équation 1.38b en terme du numéro de Courant,
S =

c∆t

∆x
(1.39)et du nombre de points de la grille numérique par longueur d'onde, λ, quan-tité 
onnue 
omme le paramètre de dispersion :

Nλ =
λ

∆x
. (1.40)En substituant 1.39 et 1.40 dans la relation de dispersion 1.38b, sa
hant que

ω = ck (équation 1.33) et que k = 2π/λ, on obtient :
k̃ =

1

∆x
arccos

{
1 +

1

S2

[
cos

(
2πS

Nλ

)
− 1

]}
. (1.41)Dans 
ette équation, la limite inférieure de Nλ est donnée par le théorèmede Nyquist. Elle est égale à deux n÷uds par longueur d'onde. Par ailleurs,la limite supérieure de S est donnée par le seuil de stabilité du s
hémanumérique qui, 
omme on verra dans la se
tion 1.2.5, dans 
e 
as est égale àun (i.e. valeur 
orrespondante au pas magique de dis
rétisation : ∆x = c∆t).Ainsi, le domaine d'intérêt des variables indépendantes Nλ et S de l'équation1.41 est borné.Pourtant, a�n de visualiser l'e�et de la grille numérique sur les ondes quise propagent à travers elle, il est plus pertinent d'analyser 
et e�et sur la vi-tesse de phase numérique, ṽph. En substituant 1.41 dans 1.34, nous obtenons :

ṽph =
2πc

Nλ arccos(ξ)
(1.42a)où

ξ = 1 +
1

S2

[
cos

(
2πS

Nλ

)
− 1

]
. (1.42b)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesLa Figure 1.3 montre les 
ourbes de dispersion 
orrespondantes à la vi-tesse de phase, ṽph, en fon
tion du paramètre de dispersion Nλ, pour di�é-rentes valeurs du numéro de Courant S. Les 
ourbes ont été obtenues à partirde l'équation 1.42 normalisée par rapport à c, la vitesse de propagation desondes. Comme on l'avait indiqué pré
édemment, dans 
ette �gure on peutappré
ier que, pour le 
as 
orrespondant au pas magique de dis
rétisation, les
héma numérique est non dispersif. C'est-à-dire que, pour S = 1 et Nλ ≥ 2,la vitesse de propagation d'une onde 
ara
térisée par sa fréquen
e ω0 (oulongueur d'onde λ0) est égale à c, indépendamment de Nλ, le nombre den÷uds par longueur d'onde. Pourtant, si S < 1, la vitesse de 
ette onde tendà s'é
arter de c au fur et à mesure que Nλ diminue. Autrement dit, pour un
Nλ donné (i.e. pour un ∆x �xe et le même λ0), plus S est pro
he de 1, plus
ṽph est pro
he de c (i.e. moins l'onde est dispersive).

Fig. 1.3: Courbes de dispersion numérique pour la vitesse de phase del'équation d'onde a
oustique unidimensionnelle dis
rète 1.26. Courbes 
al
u-lées pour des valeurs de 0.1 < S ≤ 1 tout les 0.1 sauf à partir de S = 0.9 oùles valeurs 
hoisies sont indiquées dans la �gure.Une autre façon d'interpréter la Figure 1.3 est la suivante. Si l'on ima-gine un signal 
omplexe (i.e. d'un grand 
ontenu fréquentiel) se propageantà travers une grille numérique où S < 1, alors les harmoniques de plus hautefréquen
e, 
'est-à-dire de longueur d'onde plus petite, subiront une disper-sion plus importante que les harmoniques de basse fréquen
e. Ainsi 
haqueharmonique se propagera à une vitesse di�érente et le train d'onde tendra à
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiess'étaler dans l'espa
e en modi�ant sa forme.Il faut être attentif lorsqu'on évalue la relation de dispersion d'un s
hémanumérique 
omme 
elle donnée par 1.41. Il est possible que k̃ devienne 
om-plexe pour 
ertaines valeurs de S et de Nλ. On peut montrer que, pour le
as spé
i�que de 1.41, la transition entre les valeurs réelles et 
omplexes de
k̃ a lieu lorsque ξ = −1 (S
hneider & Wagner, 1999). De 1.42b, la limitede transition peut être don
 exprimée en terme du paramètre de dispersion
Nλ,trans 
omme :

Nλ,trans =
2πS

arccos (1 − 2S2)
. (1.43)Les 
ourbes de la Figure 1.3 montrent uniquement la vitesse de phaseasso
iée au domaine réel de k̃. Les valeurs de 1/Nλ à l'extrémité des 
ourbes
orrespondent aux valeurs de transition données par 1.43. De 
ette manière,lorsque la grille est su�samment �ne (i.e. lorsque Nλ > Nλ,trans), k̃ est réelet la dispersion ne se traduit que par l'e�et dé
rit pré
édemment. C'est-à-dire, par des valeurs de ṽph inférieurs à c. Pourtant, lorsque la grille est tropgrossière (i.e. lorsque Nλ < Nλ,trans), k̃ devient 
omplexe et la dispersionest traduite par deux e�ets numériques distin
ts (Ta�ove & Hagness, 2000).Le premier 
on
erne l'amplitude de l'onde. Elle dé
roît exponentiellementave
 la distan
e. L'autre 
on
erne la vitesse de phase. On peut montrer que

ṽph > c dans 
ertains 
as. Selon S
hneider & Wagner (1999), si l'on prend lapartie réelle de k̃, la vitesse de phase numérique devient :
ṽph =

2c

Nλ
. (1.44)La vitesse de phase maximale 
orrespondra ainsi à la valeur minimale de

Nλ. Le théorème de Nyquist nous dit que la longueur d'onde minimale quel'on peut résoudre numériquement est λmin = 2c∆t. Pour un ∆x donné, nousavons lors Nλ,min = 2S. En substituant 
e paramètre de dispersion minimalen 1.44, nous obtenons la vitesse de phase maximale :
ṽph,max =

c

S
=

∆x

∆t
. (1.45)Étant donné que S ≤ 1 pour assurer la stabilité du s
héma numérique(voir se
tion 1.2.5), la vitesse de phase peut être égale ou supérieur à lavitesse de propagation des ondes.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.2.4.1 Équation d'Onde A
oustiqueJusqu'à présent, nous avons analysé la relation de dispersion de l'équationd'onde a
oustique unidimensionnelle 1.25. Dans 
e 
as nous avons généré les
ourbes de dispersion pour la vitesse de phase jusqu'à la limite supérieure
S = 1, donnée par le seuil de stabilité. Pourtant, le 
as non dispersif asso
iéau pas magique de dis
rétisation S = 1 (Figure 1.3) n'existe que pour 
etteéquation unidimensionnelle. En général, dans les 
as 2D et 3D, a
oustiquesou élastiques, la dispersion numérique est non nulle quel que soit S dans ledomaine de stabilité. Don
, le problème de la dispersion numérique asso
iéà une équation spé
i�que, dis
rétisée d'une façon spé
i�que, peut se poserde la manière suivante : 
ombien de points de la grille faut-il, par longueurd'onde minimale, a�n de minimiser la dispersion du signal dans le domainefréquentiel d'intérêt.Voi
i l'équation d'onde a
oustique généralisée,

∂2u

∂t2
= c2∇2u, (1.46)où le 
hamp s
alaire u, dans le 
as bidimensionnel, devient une fon
tion

u(x, z, t). Considérons la propagation d'une onde plane harmonique solutionde 
ette équation exprimée par :
u(x, z, t) = ej(ωt−kx cos θ−kz sin θ), (1.47)où θ est l'angle dé
rit par la dire
tion de propagation de l'onde et l'axe x durepère 
artésien, k est le module du ve
teur nombre d'onde ki, et j =

√
−1.De la même façon que l'équation unidimensionnelle a été dis
rétisée 1.25 pouraboutir à 1.27, 1.46 peut être dis
rétisée en appliquant les mêmes opérateursen di�éren
es 
entrées : pour la dérivée se
onde par rapport au temps, ex-pression 1.21, et pour les dérivées se
ondes spatiales 
roisées asso
iées auLapla
ien (voir Alford et al. (1974), équation 7), expression 1.20. Une foisdis
rétisée 1.46, nous pouvons substituer la fon
tion u, donnée par 1.47, etpoursuivre le même pro
édé dé
rit auparavant dans le 
as unidimensionnela�n établir la relation de dispersion et l'expression de la vitesse de phasenumérique.On peut don
 montrer que la vitesse de phase ṽph, asso
iée à l'équa-tion 1.46 dis
rétisée ave
 une pré
ision d'ordre deux dans le temps et dansl'espa
e, est égale à (Alford et al., 1974) :

ṽph =
cNλ

πS
arcsin

{
S

[
sin2

(
πcos θ

Nλ

)
+ sin2

(
πsin θ

Nλ

)] 1

2

}
. (1.48)
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finies

Fig. 1.4: Anisotropie de la grille numérique. Courbes de dispersion pour lavitesse de phase 
orrespondante à l'équation d'onde a
oustique bidimension-nelle 1.46. S
héma d'ordre (2, 2). Courbes 
al
ulées pour quatre dire
tionsde propagation par rapport à la grille numérique à partir de l'équation 1.48.
S = 1/

√
2 = 0.7071 (seuil de stabilité) dans tous les 
as.Dans 
e 
as, la 
ondition de stabilité établit que S ≤ 1/

√
2 (Mit
hell,1969). Si l'on 
ompare l'expression de la vitesse de phase unidimensionnelle(1.42) ave
 1.48, on remarque que dans le 
as bidimensionnel ṽph dépend ausside θ. Cela veut dire que la vitesse de propagation d'une onde harmoniquedonnée dépendra de sa dire
tion de propagation par rapport au repère de lagrille. Ce phénomène est 
onnu 
omme l'anisotropie de la grille. Pour mieuxillustrer 
et e�et, la Figure 1.4 montre les 
ourbes de dispersion numériquepour la vitesse de phase 
orrespondante à quatre dire
tions de propagationdi�érentes. Toutes les 
ourbes ont été 
al
ulées pour S = 1/

√
2.Comme le montre 
ette �gure, la dispersion est plus a

entuée dans ladire
tion de propagation parallèle aux axes de référen
es θ = 0◦, ou θ =

90◦ (non représentée) par symétrie du sten
il (i.e. dans les dire
tions oùles opérateurs en di�éren
es sont appliqués). A l'opposé, la dispersion estminimale dans la dire
tion de propagation la plus éloignée des axes du repère(θ = 45◦). Comme on verra dans la se
tion 1.4.4, 
e 
omportement est présentaussi dans l'anisotropie d'autres s
hémas numériques 2D et 3D.Il est intéressant de quanti�er l'e�et de l'ordre des opérateurs dans la dis-persion numérique. Dans les derniers paragraphes de la se
tion 1.2.1, 
onsa-
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies
rés aux opérateurs en di�éren
es d'ordre supérieur, il a été mis en éviden
el'avantage de leur appli
ation en terme d'é
onomie de mémoire et de temps de
al
ul. L'expression de la vitesse de phase pour l'équation d'onde a
oustique(1.46) 
orrespondant à un s
héma d'ordre O
[
(∆t)2, h4

], où h = ∆x = ∆z,est donnée par (Alford et al., 1974) :
ṽph =

cNλ

πS
sin−1

{
S · sin

(
π

Nλ

)[
1 +

1

3
sin2

(
π

Nλ

)] 1

2

}
. (1.49)Cette équation est spé
i�que pour un angle de propagation θ = 0◦. La
ondition de stabilité du s
héma établi que S ≤

√
3/8 (Mit
hell, 1969).Dans la Figure 1.5 on retrouve une 
omparaison des 
ourbes de dispersionpour les s
hémas d'ordre (2, 2) et d'ordre (2, 4). Les 
ourbes Ŝ2ème et Ŝ4ème
orrespondent respe
tivement aux seuils de stabilité des deux s
hémas. Lesautres 
ourbes, 
al
ulées pour des valeurs de S inférieures au seuil de stabilitépour le s
héma d'ordre supérieur, mettent en éviden
e que le s
héma (2, 4)reste plus pré
is dans un intervalle plus grand de Nλ. Dé�nissons l'erreurdans la vitesse de phase 
omme ǫ = ‖c − ṽph‖ /c. Alors, pour atteindre unepré
ision d'approximativement ǫ < 0.01 ave
 le s
héma (2, 2), i.e. une erreurinférieur à 1% par rapport à c, il faut au moins dix n÷uds par longueur d'onde(Nλ ≥ 10). Tandis que, pour atteindre la même pré
ision ave
 le s
héma (2, 4)il su�t que la moitié de n÷uds par longueur d'onde (Nλ ≥ 5). Cela veut direque, pour résoudre un problème en 1D, 2D ou 3D à une pré
ision donnée ilfaudrait, respe
tivement, deux, quatre ou huit fois plus de mémoire vive etde transfert de données si l'on applique le s
héma d'ordre inférieur. Dans letableau 1.1, in
lus à la �n de la se
tion 1.2.1, 
e fait est presenté en termedu temps CPU pour le problème bidimensionnel de l'équation a
oustique.Dans 
et exemple, l'appli
ation de l'opérateur d'ordre supérieur (2, 4) s'esttraduit par une é
onomie d'environ 80% dans le temps de 
al
ul par rapportau s
héma (2, 2).L'évaluation de l'équation 1.48 en θ = 0◦ nous ramène à l'expression dela vitesse de phase 
orrespondante au 
as spé
i�que de l'équation d'ondea
oustique unidimensionnelle :

ṽph =
cNλ

πS
arcsin

[
S · sin

(
π

Nλ

)]
. (1.50)Pourtant, 
ette équation est di�érente de 1.42, expression de la vitesse dephase déduite à partir de l'équation d'onde unidimensionnelle 1.25. Contrai-rement au 
omportement de la fon
tion 1.42 analysé pré
édemment, dans le
as de 1.50 il n'existe pas une limite de transition similaire à 
elle établie par
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finies

Fig. 1.5: Comparaison des 
ourbes de dispersion pour la vitesse de phasede l'équation d'onde 1.46 asso
iées aux s
hémas de pré
ision O
[
(∆t)2, h2

](
ourbe dis
ontinue) et O
[
(∆t)2, h4

] (
ourbes 
ontinues). Les 
ourbes
Ŝ2ème = 0.7071 et Ŝ4ème = 0.6124 
orrespondent respe
tivement aux seuilsde stabilité des s
hémas de pré
ision d'ordre deux et d'ordre quatre dansl'espa
e. Toutes les 
ourbes ont été 
al
ulées pour un angle de propagation
θ = 0◦.1.43, à partir de laquelle ṽph devient 
omplexe. La di�éren
e entre les équa-tions 1.50 et 1.42 est aussi mise en éviden
e quand on 
ompare, par exemple,la 
ourbe pour θ = 0◦ dans le seuil de stabilité S = 0.7071 de la Figure 1.4(
al
ulée à partir de 1.50) et 
elle pour S = 0.7 de la Figure 1.3 (
al
uléeà partir de 1.42). La di�éren
e vient du fait que les relations de dispersionnumérique asso
iées à 
ha
un des deux 
as est étroitement liée à la façonde dis
rétiser l'équation originale. Pour une onde plane se propageant pa-rallèlement à un des axes de référen
e, l'équation bidimensionnelle 1.46 estéquivalente à l'équation unidimensionnelle 1.25. Cependant, les propriétésnumériques des deux équations une fois dis
rétisées sont di�érentes, mêmesi les opérateurs en di�éren
e utilisés sont du même ordre d'approximationdans les deux 
as.Les expressions de la vitesse de groupe numérique asso
iées aux s
hémasd'ordre (2, 2) et d'ordre (2, 4) pour l'équation d'onde a
oustique bidimen-sionnelle sont rapportées dans le travail d'Alford et al. (1974).
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.2.5 Condition de StabilitéDans la se
tion pré
édente on a montré que le 
hoix des pas de dis
rétisationspatial et temporel de la grille numérique a une in�uen
e forte sur la solu-tion des s
hémas en di�éren
es �nies (e.g. sur la vitesse de propagation desondes) et don
 sur l'erreur des approximations. Pour 
ette raison, une fois lastru
ture de vitesses du milieu établie, on 
hoisit la valeur de h (in
rémentspatial) et 
elle de ∆t pour atteindre une bonne pré
ision dans la bandefréquentielle d'intérêt. On a vu que plus le numéro de Courant S (équation1.39) est grand, plus on minimise la dispersion numérique (Figures 1.3 et1.5). Dans 
ette se
tion je vais introduire des 
onsidérations supplémentairesqui doivent être prises en 
ompte dans le 
hoix des paramètres numériquesa�n d'assurer le bon 
omportement du s
héma.Les approximations numériques des solutions données par des formules endi�éren
es �nies, similaires à 
elles introduites dans la se
tion 1.2.4, peuventdevenir instables. Selon la valeur de ∆t que l'on 
hoisit pour un h et unmodèle de vitesse donnés, l'évolution temporelle du s
héma numérique peutdé
len
her une instabilité traduite par une 
roissan
e exponentielle du 
hampsolution. On introduit ainsi la dé�nition suivante : Un s
héma expli
ite endi�éren
es �nies est stable si, pour une entrée bornée, il donne une solutionbornée. Le s
héma sera instable si, pour une entrée bornée, il donne une so-lution non-bornée. Un s
héma stable pour tout h et pour tout ∆t est nomméin
onditionnellement stable. Si la solution d'un s
héma en di�éren
es �niesn'est bornée que pour 
ertaines valeurs du pas de dis
rétisation numérique,on dit alors que le s
héma est 
onditionnellement stable. Inversement, onnomme s
hémas in
onditionnellement instables les s
hémas qui sont instablesindépendamment du 
hoix des pas de dis
rétisation numérique. L'analyse dela stabilité numérique n'est possible que pour les équations di�érentiellespartielles (EDP) linéaires. Les EDP non-linéaires doivent être linéarisées lo-
alement pour permettre la même analyse. Pour assurer la stabilité d'uns
héma il est né
essaire de véri�er le bon 
omportement de 
haque modespe
tral du signal 
ontenu dans la grille numérique. Autrement dit, il fautvéri�er la stabilité de 
haque mode à 
haque pas en temps.1.2.5.1 CFLUne 
ondition né
essaire mais pas su�sante pour assurer la stabilité d'uns
héma est la 
ondition CFL. Courant, Friedri
hs et Lewy, dans leur travailfondamental publié en 19282, ont introduit la notion de 
onvergen
e des2Courant, R., Friedri
hs, K.O. et Lewy, H. (1928). Über die partiellen di�erenzenglei-
hungen der mathematis
hen physik. Math. Ann., 100, 32.
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesméthodes en di�éren
es �nies en terme de domaines de dépendan
e des so-lutions. L'équation d'onde a
oustique d'ordre deux
∂2u

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2
(1.51)(répétée, voir 1.25) peut être exprimée 
omme un système d'équations di�é-rentielles partielles de premier ordre. Si l'on dé�nie les nouvelles variables :

v =
∂u

∂t
et w = −c

∂u

∂x
,alors, une fois le 
hangement de variable e�e
tuée, 1.51 devient le systèmesuivant :

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
= 0 (1.52a)

∂w

∂t
+ c

∂w

∂x
= 0. (1.52b)Le système 1.52 
ontient deux EDP hyperboliques de premier ordretoutes deux similaires à l'équation unidimensionnelle d'adve
tion. Ainsi, pre-nons tout d'abord pour simpli�er le 
as de l'équation d'adve
tion donnéepar l'expression 1.52a. La solution exa
te v(x, t) peut être 
al
ulée à par-tir des 
ourbes 
ara
téristiques asso
iées à l'équation di�érentielle (Morton& Mayers, 1994). Si c est 
onstante, les 
ara
téristiques de 1.52a sont deslignes droites parallèles de forme x−ct = 0. Le long de 
es 
ourbes la solution

v est 
onstante et égale à :
v(x, t) = v0(x − ct) (1.53)où v0 = v(x, 0), i.e. la 
ondition initiale pour v. Par ailleurs, si nous dis-
rétisons l'équation 1.52a ave
 des opérateurs en di�éren
es en arrière (ex-pression 1.10) et dénotons les valeurs approximées de la fon
tion solutiondans les points de la grille numérique 
omme V n

i ≈ v(xi, tn), nous obtenonsl'approximation de premier ordre de l'équation d'adve
tion suivante :
V n+1

i − V n
i

∆t
+ c

(
V n

i − V n
i−1

∆x

)
= 0. (1.54)Une fois isolée, la valeur solution pour un nouveau pas en temps n + 1est donnée par :

V n+1
i = V n

i − S(V n
i − V n

i−1)

= (1 − S)V n
i + SV n

i−1 (1.55)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesoù S = c∆t/∆x (Numéro de Courant). Comme on verra dans les paragraphessuivants, 
ette appro
he est pertinente si c > 0. Pour c < 0, une formule si-milaire peut être établie en appliquant un opérateur spatial en di�éren
esen avant (expression 1.9). Ces deux s
hémas numériques sont 
onnus res-pe
tivement 
omme des s
hémas � upwind � et � downwind �. L'équation1.55 montre que la valeur V n+1
i dépend des valeurs de V en deux points dela grille appartenant au pas en temps pré
édent, tn. Elle montre aussi que
ha
une de 
es deux valeurs dépendent à la fois des valeurs de V en deuxpoints au pas pré
édent tn−1 et ainsi de suite (voir Figure 1.6). La solutionnumérique V n+1

i dépend don
 des valeurs des points de la grille numériqueappartenant au triangle qui a 
omme sommet le point (xi, tn+1) et 
ommebase les points 
orrespondant à la 
ondition initiale (
er
les noirs, Figure1.6) :
(xi−n−1, 0), (xi−n, 0), . . . , (xi−1, 0), (xi, 0).Ce triangle représente le domaine de dépendan
e de V n+1

i pour l'équationen di�éren
es 1.55. Or, le domaine de dépendan
e de v(xi, tn+1) asso
ié àl'équation di�érentielle 1.52a est dé�ni par le par
ours des 
ourbes 
ara
té-ristiques qui relient le point P = (xi, tn+1) et la ligne des valeurs initiales
t = 0 (voir équation 1.53). Par exemple, la Figure 1.6 montre trois 
ara
té-ristiques (lignes dis
ontinues) pour trois valeurs di�érentes de c : PQ, PRet PS. Alors, la 
ondition CFL énon
e que pour qu'un s
héma numériquesoit potentiellement 
onvergent, le domaine de dépendan
e de l'équation dif-férentielle partielle doit être � à l'intérieur � du domaine de dépendan
e dus
héma.Dans le 
as de l'exemple illustré sur la Figure 1.6, la 
ondition CFLétablit que le s
héma ne peut pas 
onverger si c < 0 puisque la 
ara
téristiqueasso
iée à v(xi, tn+1) serait dans 
e 
as une ligne similaire à PS. Dans le 
asoù c > 0, elle établit aussi une restri
tion pré
ise donnée par :

c∆t

∆x
≤ 1. (1.56)1.56 est l'expression mathématique de la 
ondition CFL pour l'équationd'adve
tion. Elle assure don
 que les 
ourbes 
ara
téristiques asso
iées à
ette équation soient à l'intérieur du domaine de dépendan
e du s
héma� upwind � (e.g., la ligne droite PR). Un exemple dans lequel on viole la
ondition CFL 1.56 (i.e. pour lequel ∆t est trop grand), c étant positif, estillustré par la ligne PQ.Prenons le 
as de la 
ourbe 
ara
téristique PR. Étant donné que la so-lution d'une EDP est 
onstante le long des 
ara
téristiques, alors la solution

v(xi, tn+1) au point P est la même que 
elle 
orrespondante au point T
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finies
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Fig. 1.6: Condition CFL. Domaines de dépendan
e de l'équation d'adve
-tion et du s
héma numérique � upwind �.(
er
le blan
, voir équation 1.53). Alors, si l'on 
onnaît les valeurs solutionapproximées dans les points de la grille à l'instant tn, il est possible d'obtenirla valeur désirée V (T ) à partir d'une interpolation des valeurs approximées.L'équation en di�éren
es 1.55 représente pré
isément une interpolation li-néaire entre les points V n
i−1 et V n

i adja
ents à T . La valeur V n+1
i = V (T )
onvergera vers v(xi, tn+1) si c est 
onstante, ou bien si c varie peu entreles points xi−1 et xi (i.e. dans la mesure où l'interpolation linéaire impli
itedans l'équation en di�éren
es est une bonne approximation par rapport à ladistribution spatiale de c dans le milieu).Jusqu'i
i, la 
ondition CFL peut être interprétée uniquement 
omme une
ondition né
essaire pour assurer la stabilité d'un s
héma. En général, 
ette
ondition n'est pas su�sante. Elle reste remarquable par sa simpli
ité. Ellepermet de dis
riminer des s
hémas en di�éren
es inappropriés à partir d'unesimple analyse. Par exemple, on peut montrer que si l'équation d'adve
tionavait été dis
rétisée ave
 un opérateur en di�éren
es 
entrées similaire à1.12 le s
héma remplit la 
ondition CFL et pourtant reste toujours instable(Morton & Mayers, 1994, page 90). Un tel s
héma numérique est don
 uns
héma in
onditionnellement instable. Contrairement, le s
héma � upwind �exposé auparavant, est un s
héma potentiellement stable. Il existe d'autresapproximations plus pré
ises 
omme le s
héma � Lax-Wendro� � basé surdes interpolations quadratiques, ou bien des s
hémas à plusieurs étapes entemps 
omme le s
héma � leap-frog �, qui sont aussi potentiellement stables.En revenant à l'équation d'onde unidimensionnelle 1.51, le domaine dedépendan
e d'un point quel
onque P = u(xi, tn+1) est donné par le triangle
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesiso
èle de sommet P ayant 
omme 
�tés les 
ara
téristiques de pente ±c et
omme base la 
ondition initiale u(x, 0) dans l'espa
e solution de la Figure1.6. Si l'on approxime 1.51 en appliquant des opérateur en di�éren
es 
entréesdans l'espa
e et dans le temps, alors nous retrouvons l'approximation 1.27qui devient, en terme du Numéro de Courant S :
Un+1

i = (1 − S2)2Un
i + S2(Un

i+1 + Un
i−1) − Un−1

i (1.57)(répétée, voir 1.29). Le s
héma numérique 1.57 dé
rit également un domainede dépendan
e triangulaire. Dans 
e 
as, la 
ondition CFL exige alors que
c∆t/∆x ≤ 1. Cette 
ondition est exa
tement la même que dans le 
as del'équation d'adve
tion approximée ave
 le s
héma � upwind � (équation 1.56)sans la restri
tion de signe pour c. Intuitivement, la 
ondition CFL peut don
être interprétée 
omme une restri
tion qui limite la distan
e c∆t, par
ouruepar une onde dans un temps ∆t, à l'in
rément spatial ∆x de la grille. Au-trement dit, 
ette 
ondition limite la vitesse d'onde numérique ∆x/∆t à lavitesse d'onde physique c. On peut montrer dans le 
as de l'équation d'ondeunidimensionnelle que la 
ondition CFL 1.56 et aussi su�sante pour assurerla stabilité du s
héma en di�éren
es 1.57 (Ta�ove & Hagness, 2000, page 59).1.2.5.2 Analyse de von NeumannA�n d'établir une 
ondition de stabilité su�sante pour un s
héma en dif-féren
es �nies, on réalise généralement une analyse spe
trale du s
héma. Unedes analyses de stabilité parmi les plus 
onnues est 
elle de von Neumann.Considérons la forme la plus générale qu'un s
héma en di�éren
es puisseadopter :

B1U
n+1 = B0U

n + Fn, (1.58)où B1 et B0 sont des opérateurs en di�éren
es indépendants du temps t.Admettons qu'il existe une périodi
ité de la solution dans une région à mdimensions donnée, dis
rétisée par une grille Cartésienne régulière. La solu-tion peut être développée en série de Fourier à l'intérieur de 
ette région dela grille suivant :
U(x) =

1

(2π)m/2

∑

(k)

Û(k)ejk·x. (1.59)Le ve
teur position x représente les points de la grille, k le ve
teur nombred'onde 
orrespondant aux modes de Fourier et j =
√
−1. En appliquantla transformée de Fourier spatiale dis
rète à l'équation 1.58 sous sa formehomogène, et en dé
omposant le 
hamp solution par 1.59, nous obtenons
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesl'approximation en di�éren
es dans le temps suivante :
B̂1(k)Ûn+1(k) = B̂0(k)Ûn(k) (1.60)où, si U est un ve
teur de dimensions m, B̂1 et B̂0 sont des matri
es dedimension m × m. Puisque les opérateurs en di�éren
es sont indépendantsde t, 1.60 peut être é
rit suivant :

Ûn = G(k)Û0 (1.61)où
G(k) = B̂−1

1 (k)B̂0(k). (1.62)La matri
e G(k), 
onnue 
omme matri
e ou fa
teur d'ampli�
ation, déter-mine l'amplitude de 
ha
un des modes de Fourier asso
iés au s
héma numé-rique. D'après la 
ondition de von Neumann, le s
héma est stable s'il existeune 
onstante K telle que :
|λ(k)| ≤ 1 + K∆t ∀ k, (1.63)pour tout ve
teur propre λ(k) de la matri
e d'ampli�
ation G(k) et pourtoute étape en temps.1.63 implique que 
haque mode spe
tral du signal 
ontenu dans la grillenumérique reste borné le long de l'évolution temporelle du s
héma, grâ
e àla 
ondition imposée au fa
teur d'ampli�
ation. Bien que moins répandues,il existe d'autres 
onditions su�santes de stabilité plus sophistiquées (e.g.,Ri
htmyer & Morton, 1967, 
hapitre quatre).1.2.5.3 Stabilité Dans Di�érents CasDans les paragraphes pré
édents on a mentionné que pour le s
héma endi�éren
es 1.57 déduit de l'appli
ation d'opérateurs en di�éren
es 
entréesd'ordre deux dans le temps et dans l'espa
e (2, 2), la 
ondition de stabilitéest donnée par 1.56 (Ta�ove & Hagness, 2000, page 59). Cette 
ondition
orrespond don
 à l'équation d'onde a
oustique unidimensionnelle 1.51. Leproblème de la propagation des ondes SH (
as dit a
oustique ou s
alaire) aété aussi abordé en deux dimensions (e.g., Alford et al., 1974, Kelly et al.,1976, Virieux, 1984, Operto et al., 2002). Considérons dorénavant un milieuhomogène, isotrope et non borné. Les 
onditions de stabilité qui ont étéétablies pour l'équation d'onde s
alaire bidimensionnelle (équation 1.46) sont(Mit
hell, 1969) :

vs∆t

∆x
≤ 1√

2
(1.64)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiespour un s
héma en di�éren
es 
entrées d'ordre (2, 2) (opérateurs 1.12 et1.13), et :
vs∆t

∆x
≤
√

3

8
(1.65)pour un s
héma également en di�éren
es 
entrées mais d'ordre (2, 4) (Alfordet al., 1974, équation 8). Dans les équations pré
édentes, vs représente la vi-tesse de propagation des ondes S. Si l'on 
ompare 1.64 ave
 1.56, on s'aperçoitque la 
ondition de stabilité pour le 
as unidimensionnel est moins restri
-tive que 
elle asso
iée à l'équation bidimensionnelle malgré l'appli
ation desmêmes opérateurs dans les deux 
as. De plus on peut aussi 
onstater quedans le 
as bidimensionnel, l'appli
ation d'opérateurs d'ordre supérieur rendle s
héma numérique plus restri
tif (
omparer 1.65 ave
 1.64).Le 
as de la propagation des ondes P-SV (
as dit élastique ou ve
toriel)a été probablement plus analysé que le pré
édent puisqu'il permet d'étu-dier la totalité des ondes pouvant être présentes dans un milieu élastique.Ce problème a été abordé en résolvant, entre autres, la formulation vitesse-
ontrainte donnée par le système d'équations 1.81 (e.g., Virieux, 1986, Le-vander, 1988, Graves, 1996, Saenger et al., 2004). Ainsi, en appliquant lesopérateurs en di�éren
es 
entrées d'ordre deux 1.12 et 1.13 sur une grille enquin
on
e (se
tion 1.4.1), la 
ondition de stabilité dans un repère Cartésiende m dimensions s'é
rit (Virieux, 1986) :

vp∆t

h
≤ 1√

m
(1.66)où vp est la vitesse de propagation des ondes P , et h = ∆x1 = ∆x2 =

. . . = ∆xm représente l'in
rément spatial de la grille. En 2D (i.e. m = 2),la 
ondition de stabilité 1.66 est la même que 
elle 
orrespondant au 
asa
oustique (
ondition 1.64). Si l'on applique des opérateurs spatiaux d'ordrequatre (Levander, 1988, Mo
zo et al., 2000, opérateur 1.24) ou supérieur,on retrouve la généralisation suivante pour la 
ondition de stabilité (Saengeret al., 2000) :
vp∆t

h
≤ 1√

m
·
(

q∑

k=1

|ck|
)−1 (1.67)où ck représente les q 
oe�
ients des opérateurs en di�éren
es utilisés (e.g.,les 
oe�
ients de l'opérateur 1.24 ou les 
oe�
ients de Holberg (1987)). Anouveau, l'appli
ation d'opérateurs d'ordre supérieur rend plus restri
tive la
ondition de stabilité indépendamment de la dimension du problème. Dans le
as bidimensionnel à l'ordre deux, nous avons grâ
e à 1.66 : S ≤ 0.707 alorsque, à l'ordre quatre, nous avons grâ
e à 1.67 : S ≤ 0.606. Or, l'appli
ation
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1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesd'opérateurs dans les quatre dire
tions bisse
tri
es des trois axes Cartésiensde référen
e (Saenger et al., 2000, voir se
tions 1.4.2 et 1.4.4) permet derendre la 
ondition de stabilité moins restri
tive mais aussi indépendante dunombre de dimension de l'espa
e solution. Cette 
ondition est la suivante :
vp∆t

h
≤
(

q∑

k=1

|ck|
)−1

. (1.68)Ce s
héma en di�éren
es �nies a été adopté dans 
e travail pour étudierla dynamique de la rupture de séismes, présenté dans la deuxième partiede 
e do
ument. Pour illustrer l'avantage de 
ette dernière approximationpar rapport à l'approximation standard3 dont la 
ondition de stabilité estdonnée par 1.67, prenons l'opérateur d'ordre quatre 1.24 étudié par Levander(1988). Dans le 
as tridimensionnel, la 
ondition de stabilité 1.68 établit que
S ≤ 0.86 alors que 
elle du s
héma standard (
ondition 1.67) établit que
S ≤ 0.5. Ce
i signi�e que pour assurer la stabilité pour un même modèle devitesse et une même valeur de h, ∆t peut être 1.7 fois plus grand dans lepremier 
as (donné par 1.68) que dans le 
as standard (donné par 1.67).Hormis les in
réments de la grille numérique ∆t et h, les 
onditions destabilité pour le problème élastique ne dépendent que de vp. Elles sont in-dépendantes de vs et de la relation de Poisson (i.e. le rapport entre vs et
vp).

3Dans la littérature, le sten
il proposé par Madariaga (1976) est 
onnu 
omme le s
hémaen quin
on
e standard. Voir se
tion 1.4.1
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.2.6 Grilles Numériques Irrégulières

Fig. 1.7: Grille irrégulière orthogo-nal en di�éren
es �nies utilisée pourresoudre le système hyperbolique 1.82dans une grille en quin
on
e standard,voir se
tion 1.4.1 (d'après Pitarka(1999)).

Une grande diversité de straté-gies ont été mises en ÷uvre a�n demieux gérer l'énorme 
oût informa-tique inhérent à la simulation 3D dela propagation des ondes en di�éren-
es �nies. Par exemple, le dévelop-pement de 
odes parallèles pour l'uti-lisation de super-
al
ulateurs dispo-sant d'un grand nombre de pro
es-seurs (Olsen et al., 1995, Minko�,2002) ou bien l'optimisation de l'em-ploi de la mémoire (Graves, 1996,Mo
zo et al., 1999) ont permis d'avan-
er dans 
ette dire
tion (voir Mo
zoet al., 2001). Pourtant, l'un des poin-ts 
ommuns de 
es appro
hes est l'u-tilisation de grilles numériques régu-lières (i.e. des grilles ave
 des in
ré-ments spatiaux 
onstants). Dans le
as d'un modèle de vitesse où lespropriétés élastiques varient 
onsi-dérablement, les zones de grande vitesse sont généralement sur-é
hantillonnées.Autrement dit, 
e sont les zones de faible vitesse qui déterminent la dis
ré-tisation du modèle entier. En e�et, 
elles-
i né
essitent un é
hantillonnageplus �n a�n d'y véri�er la 
ondition de stabilité et d'é
happer à la dispersionnumérique dans la bande fréquentielle d'intérêt. Cela se traduit par un gas-pillage 
onsidérable de mémoire. La puissan
e du 
al
ul informatique étantlimitée, seules des simulations à basse fréquen
e peuvent être réalisées (sou-vent inférieures à 1Hz). Ainsi, une é
onomie supplémentaire de mémoire estindispensable pour permettre d'e�e
tuer des simulations numériques dansdes s
énarios plus réalistes.L'adaptabilité spatiale et temporelle du maillage est une bonne alter-native. La stratégie la plus simple permettant une adaptabilité spatiale estl'utilisation de grilles irrégulières orthogonales. En d'autres termes, le modèleest dis
rétisé par une grille dé
rivant des parallélépipèdes réguliers (Figure1.7). Ils existent d'autres stratégies en di�éren
es �nies plus sophistiquéesqui 
onsidèrent des grilles irrégulières non-orthogonales, soit stru
turées soitnon-stru
turées (e.g., Zhang, 1997, Zhang & Tielin, 1999), ou des grilles
44



1.2. Approximation en Di�éren
es Finiesen 
oordonnées 
urvilignes. Elles permettent surtout d'améliorer l'appli
a-tion des 
onditions aux limites le long des frontières de formes 
omplexes(e.g., Zhang, 2005, Xie et al., 2002, Ta�ove & Hagness, 2000, 
hapitre 11).Malheureusement elles n'ont pas été très développées dans le domaine de lapropagation des ondes élastiques.
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Fig. 1.8: Comparaison du nombre d'opération par ∆t1 pour trois s
hémasdi�érents : A) dans une grille �ne et uniforme ave
 h = h2 et ∆t = ∆t2, B)dans une grille irrégulière ave
 h1 = 3h2 et ∆t = ∆t2 dans tout le modèle,et C) dans la même grille irrégulière mais ave
 ∆t1 = 3∆t2 (modi�é d'aprèsKang & Baag (2004, Figure 13), voir texte).Une des méthodes les plus e�
a
es pour réduire le 
oût de mémoire né-
essaire est d'assembler di�érentes grilles orthogonales ayant un pas de dis-
rétisation spatial di�érent. Ainsi 
haque grille 
ouvre une région di�érentedu modèle de vitesse. Généralement l'intera
tion entre di�érentes grilles alieu à travers des interpolations des 
hamps solution le long des zones ditesde transition entre deux régions voisines. Un e�ort important a été 
onsa
réau développement de modèles en di�éren
es �nies de 
e type, en 2D (Mo
zo,1989, Jastram & Tessmer, 1994, Hayashi et al., 2001) et en 3D (Pitarka,1999, Aoi & Fujiwara, 1999, Wang et al., 2001, Kang & Baag, 2004). Unmodèle parmi les plus intéressants en terme d'optimisation de 
al
ul est
elui proposé par Kang & Baag (2004). Ils 
ombinent deux grilles en quin-
on
e d'espa
ement di�érent en respe
tant indépendamment leur 
onditionde stabilité. Ce
i implique qu'ils 
onsidèrent également un ajustement du pastemporel ∆t. Considérons par exemple deux grilles voisines ave
 des in
ré-
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesments spatiaux h1 et h2, où h1 = nh2 et n = 3, 5, 7, . . . Puisque la traje
toirede ra�nement du 
hemin numérique est linéaire (équation 1.67) nous avonsque ∆t1 = n∆t2. L'intera
tion entre les deux grilles a lieu en trois pas àl'intérieur d'une zone de transition (i.e. de 
hevau
hement des deux grilles) :1) é
hange des valeurs des 
hamps dans les n÷uds 
ommuns frontaliers, 2)interpolation spatiale des 
hamps dans les n÷uds frontaliers de la grille �neoù l'é
hange n'a pas lieu et 3) interpolation temporel des 
hamps dans lesn÷uds frontaliers de la grille �ne à partir de valeurs 
onnues des 
hamps,passées et futures, appartenant à la grille grossière. Il existe des expressionsgénérales pour des interpolations bilinéaires entre deux grilles voisines (Kang& Baag, 2004, équation 5).L'avantage prin
ipal de 
ette appro
he est illustré sur la Figure 1.8 oùl'on montre une 
omparaison du nombre d'opérations de virgule �ottante enfon
tion du nombre de n÷uds de la grille grossière (i.e. pour des tailles phy-siques grandissantes du modèle) ave
 trois appro
hes numériques di�érentes.Ces appro
hes 
onsidèrent : A) une seule grille, �ne et uniforme, ave
 h2 et
∆t2 ; B) deux grilles voisines ave
 h1 = 3h2 et ∆t2 dans tout le modèle ; etC) les mêmes deux grilles que dans le point pré
édent mais ave
 ∆t1 = 3∆t2.On peut remarquer la di�éren
e de deux ordres de grandeur entre le nombred'opérations e�e
tuées dans la grille uniforme et 
elui dans la multi-grillespatio-temporelle (
ourbes A et C).Comme on verra dans les se
tions 3.4 et 3.5 de la deuxième partie de
e travail, où j'introduis le modèle numérique pour la rupture des séismes,un maillage irrégulier permettrait d'é
hantillonner d'une manière plus �nela sour
e sans pénaliser l'e�
a
ité du modèle pour la propagation des ondesdans le milieu environnent. L'implémentation d'un maillage irrégulier dansnotre modèle de rupture serait parti
ulièrement intéressant, puisque la loid'é
helle donnée par l'équation 3.4 (voir Figures 3.3 et 3.8) exige une rédu
-tion du pas de dis
rétisation spatial h à mesure qu'on ajoute des n÷uds dansla sour
e. Pourtant, l'implémentation numérique de 
e maillage va au-delàdes obje
tifs prin
ipaux de 
e travail, raison pour laquelle il n'a pas été misen ÷uvre dans le 
adre de mon projet do
toral.
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1.3. Equations de l'Elastodynamique1.3 Equations de l'Elastodynamique1.3.1 Contraintes et DéformationsSoit V le volume d'un 
orps et ni le ve
teur unitaire normal à la surfa
eextérieure S du 
orps. Le 
orps est soumis à l'a
tion des for
es de volume
fi, et des for
es de surfa
e Ti (i.e. des tra
tions) sur S. La formule de Cau-
hy permet d'exprimer le ve
teur des tra
tions en fon
tion du tenseur des
ontraintes τij , 
omme

Ti = njτij . (1.69)Considérons le 
hamp de dépla
ement ui. Si les déformations du 
orps
ausées par l'a
tion des for
es restent su�samment petites, le tenseur Eulé-rien de déformation peut être approximé de la manière suivante :
eij =

ui,j + uj,i

2
(1.70)où les termes ui,j et uj,i doivent être lus respe
tivement, selon la notationindi
ielle introduite par Einstein, 
omme les dérivées spatiales ∂ui/∂xj et

∂uj/∂xi. Si le milieu est élastique, il existe un état naturel, où les 
ontrainteset les déformations sont nulles, vers lequel le milieu retournera dès la dis-parition des for
es appliquées. La relation 
onstitutive qui relie 
ontrainteset déformations dans un milieu linéairement élastique est 
onnue 
omme laLoi de Hooke. Elle établit que 
haque 
omposante du tenseur des 
ontraintesest une 
ombinaison linéaire des 
omposantes du tenseur de déformation.C'est-à-dire, qu'il existe des 
onstantes cijkl tel que
τij = cijklekl. (1.71)Si le milieu est isotrope on peut montrer que, grâ
e à la symétrie destenseurs τij et eij et puisque cijkl = cklij

4, le tenseur des 
onstantes élastiquesse réduit à
cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), (1.72)où δij est le delta de Krone
ker5 et λ et µ sont les deux seules 
onstantesélastiques indépendantes né
essaires pour 
ara
tériser le milieu, appelées
onstantes de Lamé. Le tenseur des 
ontraintes d'un milieu linéairementélastique et isotrope peut don
 être exprimé en fon
tion des déformations
omme

τij = λekkδij + 2µeij . (1.73)4Cette égalité provient d'une argumentation thermodynamique fondée sur le prin
ipesuivant : toute variation de l'énergie interne du milieu, asso
iée à la déformation transitoiredes ondes sismiques, se produit à entropie 
onstante (Aki & Ri
hards, 2002).5δij = 1 pour i = j et δij = 0 pour i 6= j.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesDans 
ette équation, la 
onvention de sommation d'Einstein est adoptée pourles indi
es répétés.1.3.2 Equation du MouvementDans un système de référen
e inertiel, les lois de Newton établissent que letaux de variation du momentum linéaire d'un 
orps est égal à la résultante
Fi des for
es qui agissent sur lui :

∂

∂t

∫∫∫

V
ρvidV = Fi, (1.74)où V est le volume du 
orps, ρ est la masse volumique et vi est le ve
teurvitesse. Si le 
orps est soumis aux a
tions des tra
tions Ti sur sa surfa
eextérieure S et des for
es de volume fi, alors la for
e résultante s'é
rit :

Fi =

∫∫

S
TidS +

∫∫∫

V
fidV. (1.75)Grâ
e à la formule de Cau
hy (équation 1.69), le ve
teur de tra
tion peuts'exprimer en fon
tion du tenseur des 
ontraintes, τij , et du ve
teur unitairenormal à S, ni. Ainsi, nous pouvons réé
rire l'intégrale des tra
tions del'équation 1.75 en fon
tion du 
hamp de 
ontrainte et appliquer le théorèmede la divergen
e pour exprimer l'intégrale double 
omme une intégrale triple :

∫∫

S
TidS =

∫∫

S
njτijdS =

∫∫∫

V
τij,jdV. (1.76)Si l'on substitue l'intégrale de surfa
e de 1.75 par son expression déduiteen 1.76, la for
e résultante devient

Fi =

∫∫∫

V
(τij,j + fi) dV (1.77)nous permettant d'aboutir, une fois substituée en 1.74, à l'équation du mou-vement :

ρüi = τij,j + fi (1.78)où üi représente la dérivée se
onde du 
hamp de dépla
ement, ui, par rap-port au temps. Dans un milieu élastique et homogène, la solution de 1.78montre que seules deux types d'ondes peuvent exister : les ondes primairesou 
ompressives (ondes P ) et les ondes se
ondaires ou de 
isaillement (ondes
S). Leur nom fait référen
e à leur vitesse de propagation puisque vp (vitesse
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1.3. Equations de l'Elastodynamiquedes ondes P ) est toujours plus grand que vs (vitesse des ondes S). Ellespeuvent être exprimées en termes des propriétés du milieu selon :
vp =

√
λ + 2µ

ρ
et vs =

√
µ

ρ
(1.79)La déformation transitoire induite par 
haque type d'onde est telle que

∇ × uP
i = 0 et ∇ · uS

i = 0, où uP
i et uS

i sont respe
tivement les 
hamps dedépla
ement asso
iés aux ondes P et aux ondes S.1.3.3 Systèmes Hyperboliques d'EDPL'équation d'onde s
alaire 1.46 permet de résoudre le problème a
oustique.En d'autres termes, elle permet de propager un 
hamp s
alaire 
omme 
eluid'une onde sonore ou 
elui des ondes de 
isaillement SH dans un milieu élas-tique quel
onque. Pourtant, si l'on veut étudier la propagation d'un 
hamptensoriel d'ordre supérieur à zéro, 
omme 
elui dé
rit par la propagation del'ensemble des ondes élastiques (e.g., les ondes P, SV, SH, Rayleigh et Love),alors l'équation du mouvement 1.78 semble mieux adaptée, puisqu'elle tient
ompte des six 
omposantes indépendantes du tenseur de 
ontrainte τij . Dans
ette se
tion on établit deux systèmes d'équations di�érentielles partielles(EDP) permettant de résoudre, intégralement, le problème de la propaga-tion des ondes dans un milieu linéairement élastique et isotrope. L'un desdeux résout le problème en terme du ve
teur de vitesse et du tenseur des
ontraintes. L'autre système le résout uniquement en terme du ve
teur dedépla
ement.1.3.3.1 Vitesse-ContraintePour exprimer le tenseur des 
ontraintes en fon
tion du 
hamp de dépla-
ement ui, on substitue le tenseur de déformation eij de l'équation 1.73 parl'approximation donnée en 1.70 :
τij = λuk,kδij + µ(ui,j + uj,i). (1.80)A�n d'établir un système d'équations du premier ordre ayant 
ommevariables le 
hamp de vitesse vi et le tenseur des 
ontraintes τij il su�t, pre-mièrement, de substituer les dérivées temporelles du dépla
ement, ∂ui/∂t,impli
ites dans l'équation du mouvement 1.78, par le 
hamp de vitesse vi.Deuxièmement, de dériver par rapport au temps l'équation 1.80 et de repro-duire la substitution pré
édente. Nous obtenons ainsi le système d'équations
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finieshyperboliques d'ordre un suivant :
ρ
∂vi

∂t
= τij,j + fi (1.81a)

∂τij

∂t
= λvk,kδij + µ(vi,j + vj,i). (1.81b)En trois dimensions (3D), 
e système abrite neuf équations di�érentiellesqui, en absen
e de for
es de volume, devient expli
itement :

∂vx

∂t
=

1

ρ

(
∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z

)

∂vy

∂t
=

1

ρ

(
∂τxy

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τyz

∂z

)

∂vz

∂t
=

1

ρ

(
∂τxz

∂x
+

∂τyz

∂y
+

∂τzz

∂z

)

∂τxx

∂t
= (λ + 2µ)

∂vx

∂x
+ λ

(
∂vy

∂y
+

∂vz

∂z

)

∂τyy

∂t
= (λ + 2µ)

∂vy

∂y
+ λ

(
∂vx

∂x
+

∂vz

∂z

) (1.82)
∂τzz

∂t
= (λ + 2µ)

∂vz

∂z
+ λ

(
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y

)

∂τxy

∂t
= µ

(
∂vx

∂y
+

∂vy

∂x

)

∂τxz

∂t
= µ

(
∂vx

∂z
+

∂vz

∂x

)

∂τyz

∂t
= µ

(
∂vy

∂z
+

∂vz

∂y

)

où λ et µ sont les 
onstantes de Lamé introduites pré
édemment dans lase
tion 1.3.1.Comme on verra plus tard (se
tion 1.4.1), 
e système d'équations a étérésolu par la première fois en di�éren
es �nies par Madariaga (1976). Lesten
il employé dé
rit une grille en quin
on
e dans le temps et dans l'es-pa
e. Cette appro
he présente de grands avantages pour la propagation desondes élastiques dans des milieux 
omplexes en terme de stabilité et de pré-
ision numérique (Virieux, 1986, Levander, 1988). Elle reste stable et pré
iseen présen
e d'interfa
es �uide-solide et de grandes valeurs du rapport de
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1.3. Equations de l'ElastodynamiquePoisson. Dans la deuxième partie nous allons voir qu'elle a aussi ouvert desnombreuses voies pour la modélisation de la dynamique de la rupture desséismes (e.g., Virieux & Madariaga, 1982, Madariaga et al., 1998).1.3.3.2 Dépla
ement-ContrainteEn absen
e de for
es de volume fi, l'équation du mouvement 1.78 peutêtre partiellement développée pour l'indi
e j :
ρ
∂2ui

∂t2
=

∂τix

∂x
+

∂τiy

∂y
+

∂τiz

∂z
. (1.83)A partir de la loi de Hooke simpli�ée 1.73 et de la dé�nition du tenseurEulérien de déformation 1.70 (i.e. à partir de l'expression 1.80), les 
ompo-santes du tenseur des 
ontraintes de 
ette équation peuvent s'exprimer enfon
tion du ve
teur de dépla
ement ui 
omme

τix = λ

(
∂uk

∂xk

)
δix + µ

(
∂ui

∂x
+

∂ux

∂xi

)

τiy = λ

(
∂uk

∂xk

)
δiy + µ

(
∂ui

∂y
+

∂uy

∂xi

) (1.84)
τiz = λ

(
∂uk

∂xk

)
δiz + µ

(
∂ui

∂z
+

∂uz

∂xi

)
.A�n d'établir le système d'équations désiré, on substitue 
es expressionsdes 
ontraintes dans l'équation 1.83. En développant les trois 
omposantesdu ve
teur de dépla
ement (i.e. pour i = 1, 2, 3), une fois les dérivées spa-tiales obtenues et les termes restants fa
torisés, nous obtenons un systèmed'équations hyperboliques d'ordre deux qui dépend uniquement du 
hampsde dépla
ement ui :

∂2ux

∂t2
=

1

ρ

[
(λ + 2µ)

∂2ux

∂x2
+ (λ + µ)

(
∂2uy

∂x∂y
+

∂2uz

∂x∂z

)
+

+µ

(
∂2ux

∂y2
+

∂2ux

∂z2

)]

∂2uy

∂t2
=

1

ρ

[
(λ + 2µ)

∂2uy

∂y2
+ (λ + µ)

(
∂2ux

∂x∂y
+

∂2uz

∂y∂z

)
+

+µ

(
∂2uy

∂x2
+

∂2uy

∂z2

)] (1.85)
∂2uz

∂t2
=

1

ρ

[
(λ + 2µ)

∂2uz

∂z2
+ (λ + µ)

(
∂2ux

∂x∂z
+

∂2uy

∂y∂z

)
+
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies
+µ

(
∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2

)]
.On peut montrer par indu
tion que 
e système d'ordre deux est équi-valent à 
elui d'ordre un 
orrespondant à la formulation vitesse-
ontrainte(équations 1.82). La solution numérique de 1.85 en 2D a été proposé parLuo & Shuster (1990) ave
 un s
héma en di�éren
es �nies de pré
ision (2, 2).Leur appro
he 
onsidère aussi une grille en quin
on
e du 
hamp solutionmais uniquement dans l'espa
e. Le nom de 
ette formulation, parsimonious,provient de la substitution des 
ontraintes 1.85 dans l'équation du mouve-ment 1.83. L'extension à 3D de 
ette méthode a été faite par Ohminato& Chouet (1997). Le parsimonious n'est que le résultat d'une éliminationde variables par substitution aboutissant à un système d'EDP d'ordre su-périeur. La vertu prin
ipale de l'approximation numérique de 
e type desystème est l'utilisation de variables intermédiaires (i.e. les 
omposantes dutenseur des 
ontraintes) qui ne doivent pas être sto
kées en mémoire. Ainsi,la disposition spatiale des points où sont 
onnues les trois 
omposantes dudépla
ement reste la même que 
elle des vitesses dans la grille en quin
on
eproposée par Madariaga (1976) (voir se
tion 1.4.1). La di�éren
e la plus no-table entre les deux grilles numériques est la disparition des six 
omposantesindépendantes du tenseur des 
ontraintes. Cela rend l'appro
he numériquedu système hyperbolique d'ordre deux 
onsidérablement plus performant enterme de sto
kage de données. Plus pré
isément, à l'ordre deux en temps, laformulation en vitesse-
ontrainte demande 1.5 fois plus de sto
kage que 
elleen dépla
ement (Luo & Shuster, 1990). L'implémentation des opérateurs endi�éren
es asso
iés à la grille en quin
on
e subja
ente dans le système 1.85est plus 
ompliquée. Pourtant, une fois réalisée au deuxième ordre de pré
i-sion, l'extrapolation vers des opérateurs d'ordre supérieur est immédiate.1.4 Dis
rétisation des EquationsDans les annales de l'appli
ation des méthodes en di�éren
es �nies pourla propagation des ondes élastiques, des formulations en dépla
ement del'équation d'onde ont été généralement approximées en employant de grillesnumériques 
onventionnelles6. Le 
hoix d'une grille 
onventionnelle pour uneformulation en dépla
ement, 
omme dans le 
as de l'équation du mouve-ment 1.78 ou notamment l'équation d'ondes s
alaire 1.51, a été un 
hoixpertinent et assez naturel (Alterman & Karal, 1968, Boore, 1970, Alford6Dis
rétisation régulière des 
hamps solution et des propriétés du milieu aux mêmespoints de l'espa
e.
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1.4. Dis
rétisation des Equationset al., 1974, Kelly et al., 1976). Pourtant, 
e type de grilles implique des pro-blèmes d'impré
ision (i.e. de dispersion numérique) quand le milieu présentedes gradients de vitesse importants, ou bien d'instabilité dans des milieuxave
 des valeurs de 
oe�
ients de Poisson élevés (Stephen, 1983). Ce dernierproblème pose de grandes di�
ultés à l'égard de la modélisation des ondesP-SV dans des milieux biphasés solide-liquide, où les équations à l'intérieurdes �uides doivent être modi�ées (i.e. équation d'onde a
oustique) a�n degérer 
orre
tement l'intégration entre les deux milieux.1.4.1 Grilles en Quin
on
e1.4.1.1 Grille en Quin
on
e StandardInspiré probablement par la grande dé
ouverte de Kane Yee (1966) dixans plut�t dans le domaine de l'éle
tromagnétisme (voir Ta�ove & Hagness,2000, page 75), Raúl Madariaga a introduit la grille en quin
on
e7 pourle système d'équations élastodynamiques 1.82 dans son travail, devenu un
lassique, 
onsa
ré à l'étude de la radiation et propagation dynamique dela rupture des séismes (Madariaga, 1976). Basé sur un système d'opérateursen di�éren
es 
entrées de type � leap-frog �, le s
héma numérique subja
entà la grille en quin
on
e est expli
ite et en a

ord ave
 les dé
alages spatialet temporel des 
omposantes des 
hamps solution �xés par la grille (Figure1.9). L'idée 
entrale du s
héma en quin
on
e est de 
al
uler les dérivéesdes 
hamps, quelle que soit la dérivée (spatiale ou temporelle), au 
entrede l'in
rément de la grille qui sépare deux n÷uds du 
hamp dérivé (soit hsoit ∆t selon la dérivée e�e
tuée). De 
ette manière, les valeurs de toutes lesdérivées 
omprises dans 
haque équation du système sont 
al
ulées, à 
haqueitération, dans le même point spatio-temporel.Devenus également des 
lassiques, les travaux pionniers de Jean Virieuxdans les années 80 ont élargis remarquablement les horizons de la modéli-sation numérique en sismologie. Grâ
e à l'utilisation de la grille en quin-
on
e pour l'étude de la propagation des ondes SH (Virieux, 1984) et P-SV(Virieux, 1986) en milieux 
omplexes, 
es travaux ont mis en éviden
e lesgrandes qualités de 
e s
héma en di�éren
e �nies dès lors 
onsidéré 
ommela méthode standard. Parmi les qualités les plus remarquables, nous trouvonsque : 1) le s
héma reste stable et pré
is pour toutes les valeurs du 
oe�
ientde Poisson, ν, 
onstituant ainsi un outil adapté à la exploration sismique enmilieux marins ; 2) la stabilité et la dispersion numérique du s
héma sontfaibles et relativement insensibles à ν ; 3) l'implémentation de sour
es pon
-7En anglais dit � staggered grid �.
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es Finies
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Fig. 1.9: Cellule élémentaire de la grille en quin
on
e standard proposéepar Madariaga (1976). τij represente le tenseur de 
ontrainte, vi le ve
teurde vitesse, ρ la masse volumique, λ et µ les 
onstantes de Lamé, et h le pasde dis
rétisation spatial de la grille.tuelles est simple, soit explosives soit double-
ouple ; 4) la véri�
ation des
onditions limites le long de la surfa
e libre n'est pas 
ompliquée.L'appli
ation d'opérateurs d'ordre supérieur (i.e. d'ordre quatre) dansla grille en quin
on
e a en
ore souligné les avantages de 
ette méthode(Levander, 1988). Tandis que le s
héma à l'ordre deux a besoin de 10 pointspar longueur d'onde minimale pour minimiser la dispersion numérique, 
'est-à-dire Nλ ≤ 10 (voir équation 1.40), le s
héma à l'ordre quatre n'a besoin quede 
inq points (Nλ ≤ 5, Levander, 1988, Mo
zo et al., 2000). Cela se traduitpar une rédu
tion de la mémoire vive d'un fa
teur 1/4 et 1/8 respe
tive-ment pour les 
as 2D et 3D, par rapport à la formulation d'ordre deux pourune même pré
ision. D'autres appro
hes en
ore plus performantes basées surla même grille en quin
on
e ont été proposées (voir se
tion 1.2.6 et Mo
zoet al., 2001). Par exemple, 
elle formulée en dépla
ement-
ontraintes (i.e. leparsimonious, Luo & Shuster, 1990, Ohminato & Chouet, 1997) déjà dis
utéedans la se
tion 1.3.3. Grâ
e aux atouts mentionnés, les méthodes basées surla grille en quin
on
e standard demeurent les appro
hes en di�éren
es �niesles plus utilisées pour la modélisation numérique en sismologie (e.g., Graves,1996, Pitarka, 1999, Olsen, 2000, Minko�, 2002, Kang & Baag, 2004).1.4.1.2 Grille Partiellement en Quin
on
eTout en gardant les 
ara
téristiques des prin
ipaux atouts mentionnésdans les paragraphes pré
édents (voir aussi se
tion 1.4.4), une nouvelle mé-
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1.4. Dis
rétisation des Equationsthode en di�éren
es �nies basée sur une grille en quin
on
e modi�ée a étéré
emment proposée (Saenger et al., 2000). La nouvelle méthode en di�é-ren
es �nies 
onsidère une grille partiellement en quin
on
e8, nommée aussipar les auteurs grille en quin
on
e tournée9. C'est-à-dire, une grille qui pré-sente un dé
alage spatial par 
hamp (Figure 1.10) et non pas par 
omposantedes 
hamps 
omme dans le 
as de la grille en quin
on
e standard (Figure 1.9).Dans la formulation vitesse-
ontrainte 
ela se traduit par une dis
rétisationdes 
hamps solution où le ve
teur vitesse et le tenseur des 
ontraintes, 
ha
unrassemblé aux mêmes n÷uds de la grille, sont dé
alés spatialement l'un parrapport à l'autre. L'originalité de 
ette méthode demeure fondamentalementdans la dé�nition des opérateurs en di�éren
es. Comme on verra dans lase
tion 1.4.2, 
es opérateurs sont appliqués le long des bisse
tri
es des axesde référen
es 
artésiens.
Grille Partiellement en Quinconce

2

h

vi , rt mij , ,l

Z

X

Y

Fig. 1.10: Cellule élémentaire de lagrille partiellement en quin
on
e pro-posée par Saenger et al. (2000). τij re-presente le tenseur de 
ontrainte, vi leve
teur de vitesse, ρ la masse volu-mique, λ et µ les 
onstantes de Lamé,et h le pas de dis
rétisation spatial dela grille.

Les propriétés et 
apa
ités de
ette appro
he partiellement en quin-
on
e ont été rapidement exploréesen 2D et 3D. La méthode est pré-
ise et peu 
oûteuse pour simulerla propagation des ondes dans desmilieux fra
turés (Saenger et al.,2000, 2004) ou bien dans des mi-lieux vis
oélastiques anisotropes enprésen
e d'une topographie de géo-métrie quel
onque (Saenger & Boh-len, 2004, Bohlen & Saenger, 2006).D'autres appro
hes aussi baséessur des grilles partiellement en quin-
on
e ont été proposées. Le pre-mier travail en di�éren
es �nies de
e genre a été probablement faitpar Andrews (1973) pour l'étudede la sour
e sismique. Dans son ap-pro
he, formulée en vitesse-
ontrain-te, la grille numérique est 
onsti-tuée par des 
ellules élémentairestriangulaires, similaire à la grille non-stru
turé proposée par Zhang & Tielin (1999) et plus ré
emment, pourl'étude de la propagation des ondes dans des milieux fra
turés, par Zhang8En anglais dit � partly-staggered grid �.9En anglais dit � rotated staggered grid �.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies(2005). Magnier et al. (1994) a aussi proposé une dis
rétisation � minimale �faite à partir de simplex (i.e. de triangles dans le 
as 2D) qui en 2D dé
ritla même grille partiellement en quin
on
e que dans l'appro
he pré
édente.La di�éren
e réside dans les opérateurs en di�éren
es puisqu'ils ne prennentque N + 1 points par dérivée, où N est le nombre de dimensions du pro-blème (i.e. 3 points par dérivée en 2D). Dans 
e travail on dis
ute aussi unedis
rétisation 
artésienne pour le 
as anisotrope (voir Magnier et al., 1994,Figure 3) qui 
orrespond exa
tement à la grille utilisée par Saenger et al.(2000) mais en dépla
ement-
ontraintes. D'autres méthodes en di�éren
es�nies formulées en vitesse-
ontrainte pour des grilles partiellement en quin-
on
e non-orthogonales ont été introduites par Zhang (1997) et par Zhang& Tielin (1999), ainsi qu'en dépla
ement-
ontrainte par Zhang (2005). Lesten
il est don
 représenté par un quadrangle irrégulier. Les opérateurs di�é-rentiels sont dé�nis dans un système de 
oordonnées propre aux quadranglesà travers des fon
tions de transformation de repère. Dans le 
as parti
ulieroù l'on 
onsidère une grille orthogonale, la grille devient 
elle utilisée parSaenger et al. (2000)(voir Zhang, 1997, Figure 1).L'analyse de la méthode partiellement en quin
on
e proposée par Saengeret al. (2000) sera plus détaillée au 
ours des se
tions suivantes de 
ette pre-mière partie, puisqu'il s'agit de la méthode adoptée pour étudier la dyna-mique de la rupture des séismes dans la deuxième partie de 
e travail.

56



1.4. Dis
rétisation des Equations1.4.2 Opérateurs Di�érentiels TournésDans 
ette se
tion je vais établir les opérateurs en di�éren
es �nies 3Dproposés par Saenger et al. (2000) pour résoudre le système d'équationshyperboliques 1.82. C'est-à-dire, la formulation en vitesse-
ontrainte baséesur une dis
rétisation partiellement en quin
on
e.

Tenseur de Contraintes ( , )t l , mij

Vecteur de Vitesse ( , )vi r

h

1d
r

2d
r

3d
r

4d
r

Z

X

Y

Fig. 1.11: Dire
tions de dérivation ~di des opérateurs di�érentiels 3D pro-posées par Saenger et al. (2000) pour la grille partiellement en quin
on
e. viet τij sont, respe
tivement, le ve
teur vitesse et le tenseur des 
ontraintes ;
h = ∆x = ∆y = ∆z est l'in
rément spatial de la grille, ρ la masse volumique,
λ et µ sont les 
onstantes de Lamé.Considérons l'ensemble suivant de ve
teurs unitaires linéairement indé-pendants A ⊂ R

3 :
d̂1 =

1√
3

(
î + ĵ + k̂

)

d̂2 =
1√
3

(
î + ĵ − k̂

) (1.86)
d̂3 =

1√
3

(
î − ĵ + k̂

)

d̂4 =
1√
3

(
î − ĵ − k̂

)
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesoù î, ĵ et k̂ sont, respe
tivement, des ve
teurs unitaires dans les dire
tionsdes axes 
artésiens X, Y et Z (Figure 1.11). Soit Bn = (~e1, ~e2, . . . , ~em) unensemble de n-bases génératri
es de l'espa
e ve
toriel R
3. Si l'on restreintle nombre de ve
teurs ~ei de Bn à trois (i.e. m = 3), le nombre potentiel debases non-orthogonales appartenant à l'ensemble A est égal à quatre (i.e.

n = 4). Ces bases sont les suivantes :
B1 =

(
d̂1, d̂2, d̂3

)
, B2 =

(
d̂1, d̂2, d̂4

)
,

B3 =
(
d̂1, d̂3, d̂4

)
, B4 =

(
d̂2, d̂3, d̂4

)
. (1.87)La 
ombinaison linéaire de B1 permet de générer un ve
teur quel
onque

~v(x, y, z) ∈ R
3 :

xî + yĵ + zk̂ = x1d̂1 + x2d̂2 + x3d̂3 (1.88)où xi ∈ R. En substituant les ve
teurs de la base par 1.86 nous avons lesystème d'équations linéaires suivant :
x =

1√
3

(
x1 + x2 + x3

)
−→ x1 = x

√
3 − x2 − x3 (1.89a)

y =
1√
3

(
x1 + x2 − x3

)
−→ x2 = y

√
3 − x1 + x3 (1.89b)

z =
1√
3

(
x1 − x2 + x3

)
−→ x3 = z

√
3 − x1 + x2. (1.89
)En résolvant 1.89 pour les in
onnues (x1, x2, x3) on retrouve :

x1 =

√
3

2

(
y + z

)

x2 =

√
3

2

(
x − z

) (1.90)
x3 =

√
3

2

(
x − y

)
.Si l'on suit le même pro
édé à partir de la base génératri
e B2, nous avons :

xî + yĵ + zk̂ = x1d̂1 + x2d̂2 + x4d̂4d'où l'on déduit :
x1 =

√
3

2

(
x + z

)

x2 =

√
3

2

(
y − z

) (1.91)
x4 =

√
3

2

(
x − y

)
.
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1.4. Dis
rétisation des EquationsDe même, pour les bases restantes B3 et B4 nous avons, respe
tivement, les
ombinaisons linéaires
xî + yĵ + zk̂ = x1d̂1 + x3d̂3 + x4d̂4et
xî + yĵ + zk̂ = x2d̂2 + x3d̂3 + x4d̂4à partir desquelles on déduit, respe
tivement,

x1 =

√
3

2
(x + y)

x3 =

√
3

2
(z − y) (1.92)

x4 =

√
3

2
(x − z)et

x2 =

√
3

2
(x + y)

x3 =

√
3

2
(x + z) (1.93)

x4 =
−
√

3

2
(y + z).Soit Φ = Φ

[
x1(x, y, z), x2(x, y, z), x3(x, y, z), x4(x, y, z)

] une fon
tion s
a-laire 
omposée quel
onque. Les dérivées partielles de Φ par rapport aux trois
oordonnées 
artésiennes x, y et z sont données par :
∂Φ

∂x
=

∂Φ

∂x1

∂x1

∂x
+

∂Φ

∂x2

∂x2

∂x
+

∂Φ

∂x3

∂x3

∂x
+

∂Φ

∂x4

∂x4

∂x
∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x1

∂x1

∂y
+

∂Φ

∂x2

∂x2

∂y
+

∂Φ

∂x3

∂x3

∂y
+

∂Φ

∂x4

∂x4

∂y
(1.94)

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x1

∂x1

∂z
+

∂Φ

∂x2

∂x2

∂z
+

∂Φ

∂x3

∂x3

∂z
+

∂Φ

∂x4

∂x4

∂z
.Si l'on exprime les dérivées de Φ dans 
ha
une des bases B1, B2, B3 et B4en tenant 
ompte respe
tivement des relations 1.90, 1.91, 1.92 et 1.93, onobtient quatre expressions équivalentes pour les trois dérivées 
artésiennesdu 
hamp Φ :
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesBase B1 Base B2

∂Φ

∂x
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3

)
∂Φ

∂x
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x4

)

∂Φ

∂y
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x3

)
∂Φ

∂y
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x4

)

∂Φ

∂z
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
∂Φ

∂z
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)

Base B3 Base B4

∂Φ

∂x
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x4

)
∂Φ

∂x
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3

)

∂Φ

∂y
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x3

)
∂Φ

∂y
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x4

)

∂Φ

∂z
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

)
∂Φ

∂z
=

√
3

2

(
∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

)
.En faisant la moyenne par dérivée 
artésienne des expressions asso
iées auxquatre bases (i.e. des dérivées dans les dire
tions données par 1.87), nousavons les équations suivantes :

∂Φ

∂x
=

1

4

[√
3

2

(
∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x4

)
+

+

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x4

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3

)]

∂Φ

∂y
=

1

4

[√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x3

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x4

)
+

+

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x3

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x4

)]

∂Φ

∂z
=

1

4

[√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
+

+

√
3

2

(
∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

)
+

√
3

2

(
∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

)]
,
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1.4. Dis
rétisation des Equationsen les simpli�ant, elles deviennent :
∂Φ

∂x
=

√
3

4

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3
+

∂Φ

∂x4

)

∂Φ

∂y
=

√
3

4

(
∂Φ

∂x1
+

∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

) (1.95)
∂Φ

∂z
=

√
3

4

(
∂Φ

∂x1
− ∂Φ

∂x2
+

∂Φ

∂x3
− ∂Φ

∂x4

)
.Ces équations ont été obtenues en supposant la grille régulière ave
 ∆x =

∆y = ∆z = h. Si ∆l =
√

∆x2 + ∆y2 + ∆z2 (module des ve
teurs ~di de laFigure 1.11), alors √
3 = ∆l/h dans 1.95. Dans un 
as général, les dérivéesdu 
hamp Φ données par 1.95 peuvent être réé
rites 
omme :

[
∂

∂x

]
Φ =

[
∆l

4∆x

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3
+

∂

∂x4

)]
Φ

[
∂

∂y

]
Φ =

[
∆l

4∆y

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2
− ∂

∂x3
− ∂

∂x4

)]
Φ (1.96)

[
∂

∂z

]
Φ =

[
∆l

4∆z

(
∂

∂x1
− ∂

∂x2
+

∂

∂x3
− ∂

∂x4

)]
Φ.Les termes entre 
ro
hets représentent les opérateurs di�érentiels appliquésà Φ. Les opérateurs dans les trois dire
tions 
artésiennes à gau
he sont unefon
tion de quatre opérateurs dans les dire
tions diagonales dé
rites par lesve
teurs d̂i dé�nis dans 1.86 (voir Figure 1.11).Les opérateurs di�érentiels 
artésiens des équations 1.96 peuvent êtreapproximés par des opérateurs dis
rets en di�éren
es �nies. Étant donnéque dans une grille régulière ∆l/h =

√
3, et puisque l'in
rément spatial dansles dire
tions de dérivation d̂i est ∆l, alors l'approximation de 
es opérateursprend la forme générale :

∂

∂x
≈ 1

4h

(
Dd̂1

+ Dd̂2
+ Dd̂3

+ Dd̂4

) (1.97a)
∂

∂y
≈ 1

4h

(
Dd̂1

+ Dd̂2
− Dd̂3

− Dd̂4

) (1.97b)
∂

∂z
≈ 1

4h

(
Dd̂1

− Dd̂2
+ Dd̂3

− Dd̂4

) (1.97
)où les Dd̂i
représentent les di�éren
es �nies asso
iées à n'importe quel opé-rateur dis
ret pour la première dérivée.

61



Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.4.2.1 Opérateurs à l'Ordre DeuxLes approximations généralisées 1.97 peuvent s'exprimer à l'ordre deuxen utilisant les opérateurs en di�éren
es 
entrées 1.12. Appliqués au 
hampdis
ret Φ(xi, yj , zk)
10, les Dd̂i

deviennent alors les di�éren
es �nies suivantes :
Dd̂1

Φi,j,k = Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

(1.98a)
Dd̂2

Φi,j,k = Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

(1.98b)
Dd̂3

Φi,j,k = Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

(1.98
)
Dd̂4

Φi,j,k = Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(1.98d)De 
ette manière, l'appli
ation de 1.97 au 
hamp Φ étant donné 1.98 aboutitaux opérateurs en di�éren
es �nies d'ordre deux pour la grille partiellementen quin
on
e donnés par :
∂Φi,j,k

∂x
≈ 1

4h

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ (1.99a)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)

∂Φi,j,k

∂y
≈ 1

4h

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ (1.99b)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)

∂Φi,j,k

∂z
≈ 1

4h

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− (1.99
)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)10Selon la nomen
lature introduite dans la se
tion 1.2.1, (xi = i∆x), (yj = j∆y) et
(zk = k∆z), pour (i, j, k) ∈ N.
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1.4. Dis
rétisation des Equations1.4.2.2 Opérateurs à l'Ordre QuatreLes opérateurs généralisés 1.97 peuvent aussi être approximés à l'ordrequatre en utilisant l'expression 1.24. Dans 
e 
as, les di�éren
es �nies Dd̂iappliquées au 
hamp dis
ret Φ(xi, yj , zk) deviennent :
Dd̂1

Φi,j,k = c1

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

)
+ (1.100a)

c2

(
Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

)

Dd̂2
Φi,j,k = c1

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

)
+ (1.100b)

c2

(
Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

)

Dd̂3
Φi,j,k = c1

(
Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

)
+ (1.100
)

c2

(
Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

)

Dd̂4
Φi,j,k = c1

(
Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
+ (1.100d)

c2

(
Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

− Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)où c1 = 9/8 et c2 = −1/24. L'appli
ation de 1.97 au 
hamp Φ une fois
Dd̂i

rempla
és par les di�éren
es 
entrées 1.100, nous donne les opérateursen di�éren
es �nies d'ordre quatre pour la grille partiellement en quin
on
e.Après simpli�
ation, nous retrouvons :
∂Φi,j,k

∂x
≈ 1

4h

[
c1

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ (1.101a)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
+

c2

(
Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+

Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+

Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

+

Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

− Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)]

∂Φi,j,k

∂y
≈ 1

4h

[
c1

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ (1.101b)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies
Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
+

c2

(
Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+

Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

−
Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+ Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−

Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+ Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)]

∂Φi,j,k

∂z
≈ 1

4h

[
c1

(
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

− (1.101
)
Φi+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

− Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−

Φi+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ Φi− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
+

c2

(
Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

−

Φi+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

+ Φi− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+

Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

− Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−

Φi+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+ Φi− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)]
.1.4.3 Equations en Di�éren
es TournéesLes premières dérivées spatiales du système d'équations hyperboliques1.82 (formulation en vitesse-
ontrainte) peuvent être approximées en utili-sant les opérateurs spatiaux à l'ordre deux (expressions 1.99) ou à l'ordrequatre (expressions 1.101). En 
e qui 
on
erne les premières dérivées tem-porelles (i.e. les membres de gau
he du système), on peut les appo
her enfaisant appel à l'opérateur d'ordre deux 1.13. Si l'on 
al
ule les dérivées tem-porelles tous les demi-pas en temps, alors le système en question peut êtrerésolu selon un s
héma � leap-frog � en quin
on
e ave
 un dé
alage d'un

∆t/2 entre le ve
teur de vitesse et le tenseur des 
ontraintes. Ainsi, en pre-nant les approximations du ve
teur de vitesse et du tenseur des 
ontraintes,respe
tivement
V n

i,j,k ≈ v(xi, yj , zk, tn)et
Σ

n
i,j,k ≈ τ (xi, yj , zk, tn),
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1.4. Dis
rétisation des Equationsles équations du système 1.82 peuvent être approximées à l'ordre deux entemps, tout en restant généralisées par rapport aux opérateurs spatiaux,
omme :
[
Vx

]n+ 1

2

=
[
Vx

]n− 1

2

+
∆t

ρ

(
∂

∂x

[
Σxx

]n
+

∂

∂y

[
Σxy

]n
+

∂

∂z

[
Σxz

]n)

[
Vy

]n+ 1

2

=
[
Vy

]n− 1

2

+
∆t

ρ

(
∂

∂x

[
Σxy

]n
+

∂

∂y

[
Σyy

]n
+

∂

∂z

[
Σyz

]n) (1.102)
[
Vz

]n+ 1

2

=
[
Vz

]n− 1

2

+
∆t

ρ

(
∂

∂x

[
Σxz

]n
+

∂

∂y

[
Σyz

]n
+

∂

∂z

[
Σzz

]n)pour les trois 
omposantes du ve
teur de vitesse, et :
[
Σxx

]n+1
=
[
Σxx

]n
+
[
λ + 2µ

]
∆t

∂

∂x

[
Vx

]n+ 1

2

+

λ∆t

(
∂

∂y

[
Vy

]n+ 1

2

+
∂

∂z

[
Vz

]n+ 1

2

)

[
Σyy

]n+1
=
[
Σyy

]n
+
[
λ + 2µ

]
∆t

∂

∂y

[
Vy

]n+ 1

2

+

λ∆t

(
∂

∂x

[
Vx

]n+ 1

2

+
∂

∂z

[
Vz

]n+ 1

2

)

[
Σzz

]n+1
=
[
Σzz

]n
+
[
λ + 2µ

]
∆t

∂

∂z

[
Vz

]n+ 1

2

+ (1.103)
λ∆t

(
∂

∂x

[
Vx

]n+ 1

2

+
∂

∂y

[
Vy

]n+ 1

2

)

[
Σxy

]n+1
=
[
Σxy

]n
+ µ∆t

(
∂

∂y

[
Vx

]n+ 1

2

+
∂

∂x

[
Vy

]n+ 1

2

)

[
Σxz

]n+1
=
[
Σxz

]n
+ µ∆t

(
∂

∂z

[
Vx

]n+ 1

2

+
∂

∂x

[
Vz

]n+ 1

2

)

[
Σyz

]n+1
=
[
Σyz

]n
+ µ∆t

(
∂

∂z

[
Vy

]n+ 1

2

+
∂

∂y

[
Vz

]n+ 1

2

)pour les six 
omposantes indépendantes du tenseur des 
ontraintes. Dans
es équations, ρ est la masse volumique, et λ et µ les 
onstantes de Laméintroduites dans la se
tion 1.3.1.1.4.3.1 Formulation à l'Ordre (2, 2)Une fois les opérateurs spatiaux 
ontenus en 1.102 et 1.103 substituéspar les approximations à l'ordre deux données par 1.99, on obtient le système
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesd'équations en di�éren
es tournées à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

] formulé en vitesse-
ontrainte dans une grille partiellement en quin
on
e suivant :Composante vx du ve
teur de vitesse :
[
Vx

]n+ 1

2

i,j,k
=
[
Vx

]n− 1

2

i,j,k
+

∆t

4h

[
1

ρ

]

i,j,k

(1.104a)
{[

Σxx

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxx

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxx

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxx

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxx

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxx

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxx

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxx

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

}
.Composante vy du ve
teur de vitesse :

[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k
=
[
Vy

]n− 1

2

i,j,k
+

∆t

4h

[
1

ρ

]

i,j,k

(1.104b)
{[

Σxy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+
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1.4. Dis
rétisation des Equations
[
Σxy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyy

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+
[
Σyy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σyy

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

}
.Composante vz du ve
teur de vitesse :

[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k
=
[
Vz

]n− 1

2

i,j,k
+

∆t

4h

[
1

ρ

]

i,j,k

(1.104
)
{[

Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
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[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

}
.Composante τxx du tenseur de 
ontrainte :

[
Σxx

]n+1

i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

=
[
Σxx

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t

4h

[
λ + 2µ

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(1.104d)
{[

Vx

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j,k
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j,k+1
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j+1,k
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j,k
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j+1,k+1

}
+

∆t

4h

[
λ
]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

{[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k
+

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k+1
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
+
[
Vy

]n+ 1

2

i,j+1,k
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j,k
+
[
Vy

]n+ 1

2

i,j+1,k+1
+

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k
−

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
+
[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k+1
+

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
−
[
Vz

]n+ 1

2

i,j+1,k
−

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j,k
+
[
Vz

]n+ 1

2

i,j+1,k+1

}
.Composante τyy du tenseur de 
ontrainte :

[
Σyy

]n+1

i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

=
[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t

4h

[
λ + 2µ

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(1.104e)
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{[

Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k
+

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k+1
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
+
[
Vy
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ontrainte :
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.Composante τxy du tenseur de 
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rétisation des EquationsComposante τxz du tenseur de 
ontrainte :
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[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j,k
+
[
Vz

]n+ 1

2

i,j+1,k+1

}
.Dans 
es équations, les termes entre 
ro
hets sont des fon
tions dis
rètesaux points de la grille indiqués par l'indi
e supérieur (indi
e temporel) et lesindi
es inférieurs (indi
es spatiaux) à droite des 
ro
hets. Le le
teur trouverades formules similaires à l'ordre O

[
(∆t)2, h4

], 
'est-à-dire en substituant lesopérateurs spatiaux de 1.102 et de 1.103 par 1.101, dans l'annexe B.Les opérateurs en 2D à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

] sont dé
rits dans le 
hapitre3, équation 3.2. Les expressions en 2D des opérateurs à l'ordre O
[
(∆t)2, h4

]sont données dans l'annexe A.
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1.4. Dis
rétisation des Equations1.4.4 Stabilité et DispersionDans les se
tions 1.2.4 et 1.2.5, j'ai abordé de manière générale les prin-
ipaux problèmes des s
hémas numériques asso
iés à la dis
rétisation endi�éren
es �nies des équations di�érentielles. On a obtenu et analysé les re-lations de dispersion asso
iées à l'équation d'onde a
oustique ainsi que les
onditions de stabilité de di�érentes appro
hes. Dans 
ette se
tion, je mettraien valeur les propriétés numériques du s
héma en di�éren
es �nies proposépar Saenger et al. (2000), basé sur une grille partiellement en quin
on
e,puisque 
'est l'appro
he adoptée dans la deuxième partie de 
e travail pourla modélisation de la rupture de séismes. Autrement dit, les résultats rap-portés dans 
ette se
tion ont été obtenus par Saenger (2000) et par Saengeret al. (2000). En suivant leur démar
he, je ferai aussi, entre autres, une 
om-paraison des propriétés de leur méthode ave
 
elles de la méthode standardbasé sur une grille en quin
on
e (Madariaga, 1976, Virieux, 1986).1.4.4.1 Condition de StabilitéL'analyse formelle de la stabilité des s
hémas numériques dans des mi-lieux fortement hétérogènes11 représente un problème di�
ile. Ces di�
ultéssont dues à la diversité des modes spe
traux asso
iés à la grande quan-tité d'ondes di�érentes qui peuvent exister, notamment les ondes dispersives
omme 
elles de surfa
e. A�n de réaliser une analyse de stabilité 
omme 
ellede von Neumann (se
tion 1.2.4) il faut partir d'un espa
e homogène non-borné. Dans 
es 
onditions et pour une onde plane harmonique, la 
onditionde stabilité de von Neumann du s
héma partiellement en quin
on
e de pré-
ision O
[
(∆t)2, h2

], dont les équations expli
ites se trouvent à la �n de lase
tion pré
édente (système 1.104), est la suivante :
vp∆t

h
≤ 1. (1.105)Ce résultat est remarquable. Si l'on 
ompare 
ette 
ondition de stabilité ave

elle pour l'équation d'onde a
oustique unidimensionnelle 1.56 (ou 
elle del'équation d'adve
tion) dis
rétisée ave
 une pré
ision d'ordre O

[
(∆t)2, (∆x)2

](équation 1.27), on trouve qu'elles sont très similaires. Cela veut dire que,dans le 
as 3D élastique, le pas magique de dis
rétisation ∆t = h/vp, donnépar 1.105, est su�sant pour assurer la stabilité du s
héma. De plus on voitque, hormis vp, la 
ondition 1.105 ne dépend que de ∆t et de h alors que, dans11Des milieux où l'on trouve de grandes 
ontrastes d'impédan
e (i.e. de propriétés élas-tiques), voir se
tion 1.2.5.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesle 
as du s
héma standard (équation 1.67), elle dépend aussi de la dimension
m du problème.La même analyse faite à partir d'opérateurs d'ordre supérieur aboutit àune généralisation de la 
ondition de stabilité pour le s
héma partiellementen quin
on
e donnée par :

vp∆t

h
≤
(

q∑

k=1

|ck|
)−1

, (1.106)rapportée pré
édemment (équation 1.68), où ck représente les q 
oe�
ientsdi�érents des opérateurs en di�éren
es (e.g., les 
oe�
ients de l'opérateur1.24 ou les 
oe�
ients de Holberg (1987)). Tel qu'il a déjà été souligné dansla se
tion 1.2.5, l'appli
ation d'opérateurs d'ordre supérieur rend en généralplus restri
tives les 
onditions de stabilité. A l'ordre deux, nous avons grâ
eà 1.105 : S ≤ 1, alors que, à l'ordre quatre (opérateur 1.24), nous avons grâ
eà 1.106 : S ≤ 0.86.Cependant, pour mieux illustrer l'avantage de 
ette méthode, et notam-ment par rapport à la méthode standard dont la 
ondition de stabilité estdonnée par 1.67, prenons dans les deux 
as l'opérateur d'ordre quatre 1.24étudié par Levander (1988). Pour un espa
e tridimensionnel, la 
ondition1.106 établie que S ≤ 0.86 alors que, 
elle du s
héma standard établie que
S ≤ 0.49. Cela veut dire que pour assurer la stabilité dans un même modèlede vitesse et un même h, ∆t peut être 1.7 fois plus grand dans le premier
as que dans le deuxième. Autrement dit, dans leur seuil de stabilité et pourune même pré
ision, si I est le nombre d'itérations né
essaires pour a

om-plir une simulation d'une durée déterminée ave
 la méthode standard, alorsle nombre d'itérations dont la méthode proposée par Saenger et al. (2000)né
essite n'est que de 0.6I (i.e. 60% des itérations). Cela ne peut pas êtretraduit dire
tement en temps de 
al
ul puisqu'il y a d'autres fa
teurs impor-tants qui entrent en jeu, 
omme le nombre d'opérations liées aux opérateursen di�éren
e des deux méthodes, par exemple.Il est 
lair que les estimations de stabilité présentées sont théoriques etrestreintes à des 
onditions très spé
i�ques. Par exemple, elles deviennent desapproximations du moment où le milieu de propagation n'est plus homogène.On sait aussi 
lairement que 
es 
onditions de stabilité ne sont pas valablesdans des modèles où l'on impose des 
onditions de frontière 
omme 
ellesde la surfa
e libre, ou 
elles asso
iées à la fa
turation du milieu (e.g., des
onditions en 
ontraintes nulles). Pour l'analyse de la stabilité numérique enprésen
e de 
e genre de 
onditions aux limites le le
teur peut se tourner versCoates & S
hoenberg (1995) et Zhang & Tielin (1999).
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1.4. Dis
rétisation des Equations1.4.4.2 Analyse de DispersionEn suivant une démar
he similaire à 
elle présentée dans la se
tion 1.2.4pour l'équation d'onde a
oustique, Saenger et al. (2000) ont déterminé les re-lations de dispersion pour leur s
héma dans les 
as 2D et 3D. L'analyse faite àpartir de 
es relations a révélée des propriétés de l'approximation numériquetout à fait en a

ord ave
 
e que l'on peut attendre vis à vis des opérateursen di�éren
es impliqués12. Par rapport à la méthode en quin
on
e standard,on observe des similitudes et des di�éren
es intéressantes. Tout d'abord, lesrelations de dispersion de la grille partiellement en quin
on
e ne dépendentpas du rapport vp/vs (i.e. du 
oe�
ient de Poisson ν), elles dépendent uni-quement de la vitesse de phase en question, soit vp soit vs (Saenger et al.,2000, équations 36 ou 37). Or, dans le 
as 2D et indépendamment de l'ordred'approximation des opérateurs spatiaux on trouve que :1. Tournés de 45◦ l'un par rapport à l'autre, les diagrammes d'anisotropiedes deux grilles sont exa
tement les mêmes hormis un fa
teur d'é
helle.2. Si l'in
rément spatial de la grille partiellement en quin
on
e h′ estréduit d'un fa
teur égal à √
2, 
'est-à-dire si h′ = h/

√
2, alors le fa
teurd'é
helle entre les diagrammes d'anisotropie est égal à un.Dans le 
as 3D, pour des opérateurs à l'ordre deux dans le temps et dansl'espa
e, on observe que :1. Les dire
tions d'erreur de vitesse de phase13 maximale 
oïn
ident dansles deux 
as ave
 les dire
tions de dérivation des opérateurs spatiauxasso
iés à 
haque s
héma.2. Si l'in
rément spatial de la grille partiellement en quin
on
e h′ estréduit d'un fa
teur égal à √

3, 
'est-à-dire si h′ = h/
√

3, alors l'erreurde vitesse de phase maximale dans la grille partiellement en quin
on
e
ξ′ est d'environ 30% inférieure à 
elle de la méthode standard (i.e.,
ξ′ ≈ 0.7e).3. Les diagrammes d'anisotropie des deux grilles ont une topologie trèsdi�érente étant plus lisse 
elui asso
ié à la grille partiellement en quin-
on
e.Tel qu'il a été montré dans la se
tion 1.2.4 (e.g., équations 1.42 et 1.48),l'expression mathématique pour la vitesse de phase d'un s
héma numé-12Dans une grille régulière, 
e sont des opérateurs e�e
tuant les dérivées dans les dire
-tions bisse
tri
es des axes de référen
es ave
 un in
rément spatial égal à (h

√
2) et (h

√
3)respe
tivement pour les 
as 2D et 3D (voir se
tion 1.4.2).13L'erreur sur la vitesse de phase, ξ, est dé�nie par |γ − 1|, où γ est le rapport entrela vitesse de phase numérique, ṽph, et la vitesse de phase physique, vph (donnée par lespropriétés élastiques du milieu 1.79).
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es Finiesrique ṽph
14 est une fon
tion de plusieurs variables. Dans les 
as 2D et 3D
es variables sont : le numéro de Courant 
onnu aussi 
omme paramètrede stabilité (S = vph∆t/h), le paramètre de dispersion (Nλ = λ/h où

λ = longueur d'onde), la dire
tion de propagation d'une onde plane dansla grille donnée par les angles θ et φ (φ = π/2 dans le 
as 2D), et la ou lesvitesses de phase du milieu vs et vp données par les propriétés physiques ρ, λet µ (voir 1.79). Les expressions de ṽph pour le s
héma proposé par Saengeret al. (2000) ne �gurent pas dans la littérature. Seules les relations de dis-persion pour des approximations 2D et 3D à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

] (Saengeret al., 2000, équations 36 et 37) ainsi qu'à l'ordre O
[
(∆t)2, h4

] et O
[
(∆t)2, h8

](Saenger, 2000, appendi
e A) sont rapportées. La Figure 1.12 présente une
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Fig. 1.12: Courbes de dispersion pour la vitesse de phase ṽph normalisée. La
olonne à gau
he 
orrespond à la méthode partiellement en quin
on
e. Cellede la droite à la méthode en quin
on
e standard. Les opérateurs 
onsidérésdans les deux 
as ont une pré
ision O
[
(∆t)2, h8

]. Les seuils de stabilité Ŝainsi que les valeurs 
onsidérées pour le numéro de Courant sont rapportésà l'intérieur de la �gure. Saenger et al. (2000).14La vitesse de phase ṽph, dite � numérique �, fais référen
e soit à ṽp, vitesse dans lagrille numérique des ondes P , soit à ṽs, vitesse dans la grille numérique des ondes S.
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1.4. Dis
rétisation des Equations
omparaison des 
ourbes de dispersion pour deux dire
tions de propagation(θ = 0◦ et θ = 45◦), et pour di�érentes valeurs du numéro de Courant S. Cas2D (i.e. φ = π/2). Dans le 
as de la méthode partiellement en quin
on
e,étant donné que les 
ourbes sont normalisées par rapport à vph, elles restentidentiques pour les ondes P et pour les ondes S. Pourtant, 
e n'est pas le
as de la méthode en quin
on
e standard, voir par exemple (Virieux, 1986,équations 13 et 14). Étant donné qu'il n'est indiqué ni la valeur du 
oe�
ientde Poisson ni le type d'onde qui 
orrespondent aux 
ourbes présentées par
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Fig. 1.13: Courbes de dispersion pour la vitesse de phase dans les dire
tionsde propagation les plus pénalisées dans la méthode partiellement en quin-
on
e (a) et dans la méthode en quin
on
e standard (b). Toutes les 
ourbesont été 
al
ulées pour une valeur de S égale au seuil de stabilité de la mé-thode en question à l'ordre O
[
(∆t)2, h8

] (i.e. S = Ŝ8ème). Modi�ée à partirde Saenger et al. (2000).
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesSaenger et al. (2000) pour la méthode standard j'en ai déduit, après 
om-paraison ave
 les 
ourbes rapportées par Virieux (1986) et Levander (1988),qu'il s'agit de 
ourbes asso
iées aux ondes S. Même si la valeur de ν nejoue pas un r�le prépondérant dans 
ette méthode (Virieux, 1986, Levan-der, 1988), elle reste indéterminée. Malgré 
es impré
isions, la �gure illustreprin
ipalement trois points : 1) Dans au
un 
as la dispersion n'est minimalepour le seuil de stabilité Ŝ (
omparer ave
 la Figure 1.3). Bien au 
ontraire,elle est minimale pour S = 0.4Ŝ ; 2) Dans les deux 
as la dispersion est pluspronon
ée le long des dire
tions où les opérateurs spatiaux sont appliqués(i.e. respe
tivement θ = 45◦ et θ = 0◦ pour la méthode partiellement enquin
on
e et la méthode standard) ; 3) Pour les valeurs 
onsidérées de S, laméthode standard est moins dispersive.La Figure 1.13 montre l'in�uen
e des opérateurs spatiaux le long desdire
tions de propagation les plus pénalisées. Toutes les 
ourbes ont été 
al-
ulées pour S = 0.4Ŝ8ème, où Ŝ8ème représente le seuil de stabilité pour
ha
un des deux s
hémas à l'ordre O
[
(∆t)2, h8

] (voir Figure 1.12). En gé-néral, dans tous les 
as l'erreur sur la vitesse de phase est moins impor-tante dans la méthode standard. Si l'on regarde plus en détail les 
ourbes
orrespondantes aux approximations à l'ordre O
[
(∆t)2, h4

] et à l'ordre O-[
(∆t)2, h2

], on retrouve les résultats 
lassiques 
on
ernant la pré
ision de laméthode standard (Figure 1.13b, lignes pointillées vertes) : 5 et 10 points parlongueur d'onde su�sent, respe
tivement, pour rendre l'erreur ξ (voir notenuméro 13) inférieure à 2% L'erreur asso
iée à la méthode partiellement enquin
on
e pour les mêmes Nλ (Figure 1.13a, lignes pointillées vertes) estd'environ 3.5%. A�n de résoudre les mêmes fréquen
es ave
 la même pré
i-sion que la méthode standard (ξ ≤ 2%), il faut réduire h d'un fa
teur égalà √
2 (i.e. h′ =

√
2h). Autrement dit, augmenter le nombre de points parlongueur d'onde d'un même fa
teur (i.e. N ′

λ =
√

2Nλ), 
omme l'indiquentles 
ourbes en pointillés rouges. Cela se traduit par un minimum de 7 et 14points par longeur d'onde, respe
tivement à l'ordre quatre et à l'ordre deux.Cette dégradation de la pré
ision dans la grille partiellement en quin
on
eest tout simplement une 
onséquen
e du fait que, pour un maillage régulier,l'in
rément spatial des opérateurs tournés est √m fois l'in
rément de la grilleen quin
on
e standard, où m est le nombre de dimension de l'espa
e.
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Direction Axe - Z

D
ir

ec
ti

o
n

A
x

e 
- 

X

a

Direction Axe - Z

D
ir

ec
ti

o
n

A
x

e 
- 

X

b

Fig. 1.14: Erreur ξ pour toutesles dire
tions de propagation dans laméthode partiellement en quin
on
e(lignes 
ontinues) et dans la méthodeen quin
on
e standard (lignes dis
onti-nues) à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

]. a) Dansles deux 
as, 
al
uls e�e
tués pour
Nλ = 10 et S = 0.8Ŝ où Ŝ = 0.7 (seuilde stabilité de la méthode standard).b) Cal
uls e�e
tués pour N ′

λ =
√

2Nλet S′ =
√

2S où l'apostrophe fait réfé-ren
e à la grille partiellement en quin-
on
e. Voir texte. Modi�ée à partir deSaenger et al. (2000).

Pour mieux 
omprendre le rap-port qui existe entre les erreurs devitesse de phase des deux méthodes,
onsidérons une telle erreur pourles mêmes valeurs de Nλ et de Sdans les deux grilles. Cal
ulons ainsil'erreur de vitesse de phase ξ (voirnote numéro 13) pour toutes les di-re
tions de propagation θ dans le
as 2D (φ = π/2). Le résultat estillustré sur la Figure 1.14a. Cal
u-lées pour des approximations à l'or-dre O
[
(∆t)2, h2

], la ligne 
ontinue
orrespond à la méthode partielle-ment en quin
on
e et la ligne dis-
ontinue à la méthode standard. Ladistan
e entre les deux 
ourbes etl'origine est égal à ξ. Dans les deux
as, les 
al
uls 
orrespondent à uné
hantillonnage de 10 points par lon-gueur d'onde (i.e. 1/Nλ = 0.1) etun paramètre de stabilité S = 0.8Ŝoù Ŝ = 0.7 (seuil de stabilité de laméthode standard, équation 1.66).Autrement dit, les 
al
uls ont étéfait pour exa
tement les mêmes ∆tet h dans les deux s
hémas et unmême � signal � de longueur d'onde
λ é
hantillonné par 10 points dansles deux grilles. La �gure nous mon-tre deux 
hoses. D'une part, l'er-reur minimale dans la grille par-tiellement en quin
on
e est égaleà l'erreur maximale dans la grillestandard. D'autre part, les diagram-mes d'anisotropie sont similaires m-ais tournés de 45◦. Or, si l'on réduitl'in
rément spatial h′ de la grillepartiellement en quin
on
e tel que
h′ = h/

√
2 (où h est l'in
rément de
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesla grille standard) en supposant ∆t 
onstant (
e
i implique que S′ =
√

2S),alors on retrouve la 
ourbe 
ontinue de la Figure 1.14b. La 
omparaisonfaite dans 
ette �gure met en éviden
e surtout un point important. Dans
ette 
ondition, les erreurs maximales et minimales dans les deux grilles sontexa
tement les mêmes (i.e. la pré
ision des deux s
hémas devient la même).Ce résultat rejoint 
elui signalé pré
édemment par les lignes rouges de laFigure 1.13a.
Grille en Quinconce Standard

x

y

z

Grille Partiellement en Quinconce

x

y

zFig. 1.15: Diagrammes d'anisotropie 3D donné par l'erreur ξ (voir note nu-méro 13) à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

] dans les deux grilles. Paramètres 
onsidérésdans la grille partiellement en quin
on
e : N ′
λ = 10 et S′ = 0.8. Paramètres
onsidérés dans la grille en quin
on
e standard : Nλ = N ′

λ/
√

3 et S = S′/
√

3.Cela implique un rapport entre les in
rément spatiaux de h′ = h/
√

3. Voirtexte. Modi�ée de (Saenger et al., 2000).On pourrait penser par analogie qu'une telle situation devrait se produireaussi dans le 
as 3D. Pourtant, si l'on fait les mêmes 
al
uls d'erreur que surla Figure 1.14b en tenant 
ompte 
ette fois 
i de l'in
rément spatial égal à√
3h des opérateurs tournés en 3D (Figure 1.11), on voit que 
e n'est pas le
as. La Figure 1.15 montre les diagrammes d'anisotropie donnés pour l'er-reur sur la vitesse de phase ξ dans les deux grilles. Désormais, les paramètresave
 et sans l'apostrophe feront référen
e, respe
tivement, aux 
al
uls e�e
-tués dans la grilles partiellement en quin
on
e et dans la grille en quin
on
estandard. La Figure 1.15 à gau
he a été 
al
ulée ave
 un é
hantillonnage de10 points par longueur d'onde (i.e. N ′

λ = 10) et un S′ = 0.8Ŝ′ où Ŝ′ = 1.0,le seuil de stabilité (équation 1.105). La Figure 1.15 à droite a été 
al
uléeave
 un é
hantillonnage Nλ = N ′
λ/
√

3 (i.e. Nλ = 5.77) et un S = S′/
√

3 (i.e.
S = 0.46). Pour un même � signal � de longueur d'onde λ 
ela donne un rap-
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1.4. Dis
rétisation des Equationsport entre les in
rément spatiaux de h′ = h/
√

3. Dans le 
as des opérateurstournés dans les dire
tions bisse
tri
es aux axes du repère, on trouve quel'erreur maximale est ξ′max = 2.82%, alors que dans le 
as des opérateurs
artésiens standard, l'erreur maximale est ξmax = 3.93%. Cela représenteune erreur d'environ 30% inférieure dans la grille partiellement en quin
on
epar rapport à la grille standard. Le fait que l'erreur ne soit pas la même dans
ette situation, alors qu'elle l'est en 2D, est relié au nombre de dire
tions dedérivation spatiale des deux grilles dans 
haque dimension. Tandis qu'en 2Dle nombre de dire
tions de dérivation né
essaires pour obtenir les dérivées
artésiennes est le même dans les deux grilles (i.e. deux dérivées), en 3D, lenombre né
essaire de dire
tions est de quatre dans la grille partiellement enquin
on
e et de trois dans la grille standard.Nous pouvons don
 
on
lure deux 
hoses. D'une part, la méthode partiel-lement en quin
on
e en 3D est plus pré
ise que 
elle en 2D par rapport à laméthode standard. D'autre part, le diagramme d'anisotropie 3D est plus ho-mogène dans la grille partiellement en quin
on
e puisque qu'il possède huitlobes reliés aux quatre dire
tions bisse
tri
es de dérivation (Figure 1.15 àgau
he), par rapport aux six lobes reliés aux trois dire
tions 
artésiennes dela grille standard (Figure 1.15 à droite). A partir des résultats présentés surla Figure 1.15, on peut aussi dire qu'en 3D, pour un s
héma partiellementen quin
on
e à l'ordre O
[
(∆t)2, h2

], il faut 
ertainement moins de 17 pointspar longueur d'onde (i.e. N ′
λ < Nλ/

√
3).
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.5 Conditions aux Limites et Conditions InitialesLa solution d'un problème posé par un système d'équations di�érentielleshyperboliques 
omme 
elui déduit dans la se
tion 1.3.3, ou bien tout sim-plement par l'équation d'onde a
oustique unidimensionnelle 1.25, dépendfortement de la 
ondition initiale des 
hamps solution. Si l'on 
onsidère parexemple le deuxième 
as dont l'in
onnue est le 
hamp de dépla
ement u(x, t),
ette 
ondition prend la forme u(x, 0) = u0(x), où u0(x) est une fon
tion don-née. La solution du problème doit satisfaire l'équation d'onde 1.25 pour t > 0et pour x dans une région R, typiquement l'espa
e ouvert R, le demi-espa
e
x > 0, ou un intervalle donné [0, a] où a ∈ R. Dans les deux derniers 
as,la solution doit être dé�nie dans les limites de R et satisfaire les 
onditionsimposées. Elle doit don
 satisfaire des 
onditions imposées au 
hamp solu-tion dans 
ertains endroits spé
i�ques de l'espa
e. Comme verrons ensuite,autant les 
onditions initiales que les 
ondition aux limites jouent un r�lefondamental dans l'évolution temporelle des solutions.Dans le 
adre général de la propagation des ondes, une 
ondition à lalimite peut être dé�nie 
omme toute 
ondition mathématique imposée aux
hamps solution dans un sous-ensemble (région) du domaine spatial. Géné-ralement, 
es sous-ensembles sont établis par des fon
tions du type f(x, y)dé
rivant des surfa
es 
omme 
elle donnée par l'interfa
e entre deux mi-lieux de propriétés distin
tes, la surfa
e libre de la Terre, les bornes exté-rieures (hormis la surfa
e libre) du domaine physique, ou bien une faillegéologique. Ces sous-ensembles peuvent même voir leurs 
onditions évoluerdans le temps. Les 
onditions aux limites appliquées dans 
haque 
as peuventêtre fondamentalement di�érentes. Pour 
ette raison on peut les séparer endeux groupes : les 
onditions de frontière et les 
onditions de radiation.Dans les pro
hains paragraphes une présentation générale de 
ertains
on
epts mentionnés pré
édemment sera menée, en soulignant 
eux qui ontété plus abordés et développés numériquement dans mon travail do
toral, no-tamment, les 
onditions de frontière asso
iées à la fa
turation dynamique, etles 
onditions de radiation pour l'absorption d'énergie � Perfe
tly Mat
hedLayer � (PML). Des exemples numériques seront présentés a�n d'illustrerl'implémentation 3D des systèmes d'équations en di�éren
es �nies introduitsdans la se
tion 1.4.3 et dans l'annexe B en présen
e des 
onditions d'absorp-tion PML.1.5.1 Conditions de FrontièreUne frontière est dé�nie par le sous-ensemble f(x, y) du domaine phy-sique dé
rivant soit une dis
ontinuité des propriétés physiques du milieu (i.e.
82



1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesune interfa
e), soit une dis
ontinuité stru
turale (i.e. dans le 
omportementmé
anique) dans le milieu. A partir de 
ette dé�nition, les frontières que l'ontrouve dans un milieu géologique typique appartenant au premier groupesont, par exemple, les interfa
es 
omme la surfa
e libre de la Terre ou le
onta
t entre deux unités géologiques distin
tes (e.g., la strati�
ation de ba-sins sédimentaires, le métamorphisme régional ou les intrusions plutoniques).Par ailleurs, parmi les frontières appartenant au deuxième groupe nous avons,par exemple, les fra
tures d'un réservoir ro
heux d'hydro
arbures ou bien larupture d'une faille géologique.Les 
onditions appliquées au 
hamps solution le long des frontières men-tionnées ont, dans 
ertains 
as, des similitudes remarquables. Pourtant, 
essimilitudes sont souvent apparentes puisqu'elles ne révèlent pas for
émentles di�
ultés intrinsèques à 
haque 
as. Reprenons le problème de la propa-gation unidimensionnelle d'une onde a
oustique (équation 1.25) dé�ni dansl'intervalle [0, a] où a ∈ R. La 
ondition de frontière plus 
ommune a lieulorsque la valeur du 
hamp solution u(x, t) est spé
i�ée dans les frontièresdu domaine. Cette 
ondition reçoit le nom de 
ondition de frontière de Di-ri
hlet ou bien bord �xe. Alors, pour une 
ondition initiale u0(x) donnée, 
eproblème peut être posé de la manière suivante : trouver u(x, t) dé�nie pour
x ∈ [0, a] et t ≥ 0 telle que :

∂2u

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2
pour t > 0 et 0 < x < a, (1.107a)

u(0, t) = u(a, t) = b(t) pour t > 0, (1.107b)
u(x, 0) = u0(x) pour 0 < x < a, (1.107
)où b(t) est une fon
tion donné. Si b = 0 pour tout t alors on retrouve les
onditions de Diri
hlet homogènes. Si par 
ontre 
'est la valeur de la dérivéespatiale de u (dans la dire
tion normal à la frontière pour les 
as 2D et3D) qui est spé
i�ée dans les frontières, alors la 
ondition reçoit le nomde 
ondition de frontière de Neumann ou bien bord libre. Dans 
e 
as, leproblème serait 
elui posé par 1.107 en substituant l'équation 1.107b par :

∂u(0, t)

∂x
=

∂u(a, t)

∂x
= b(t) pour t > 0. (1.108)Les 
onditions de frontière mixtes, 
omme 
elles de Cau
hy qui 
onsi-dèrent autant les 
onditions de Diri
hlet que 
elles de Neumann, appliquentdi�érentes 
onditions dans di�érentes régions de la même frontière. Commenous verrons ensuite, des 
onditions de frontière mixtes ont été utilisées pen-dant longtemps pour simuler la propagation dynamique d'une fra
ture en
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesdi�éren
es �nies. Dans 
e problème 
omme dans beau
oup d'autres, la pré-
ision du s
héma numérique dépend énormément de la véri�
ation de 
es
onditions le long des frontières où elles s'appliquent.Le mouvement dans un 
ontinuum faiblement hétérogène15 est gouvernépar l'équation du mouvement 1.78. Comme on a vu dans la se
tion 1.4, 
etteéquation peut être approximée ave
 un s
héma en di�éren
e �nies. Si le 
onti-nuum présente une dis
ontinuité (ou frontière, dans le sens plus général dé�nidans le premier paragraphe de 
ette se
tion), 
omme pourrait l'être l'inter-fa
e donnée par le 
onta
t entre deux milieux distin
ts homogènes ou fai-blement hétérogènes, l'équation 1.78 préside en
ore le mouvement en dehorsd'une telle interfa
e mais des 
onditions de frontière s'appliquent le long dela dis
ontinuité16. Il y a deux grandes familles de formulations en di�éren
es�nies pour aborder 
e problème : les formulations homogènes et les formula-tions hétérogènes. Celles qui sembleraient les plus appropriées pour résoudre
e problème sont les formulations homogènes. Ces formulations 
onsidèrentd'une part deux s
hémas en DF indépendants dis
rétisant 
ha
un des deuxmilieux17, et d'autre part un troisième s
héma faisant l'assemblage des deuxmilieux autour de l'interfa
e, 
onçu pour véri�er expli
itement les 
onditionsde frontières asso
iées à la dis
ontinuité18. Par 
onséquent, les formulationshomogènes en DF sont des formulations spé
i�ques pour des problèmes spé-
i�ques (Alterman & Karal, 1968, Kelly et al., 1976). Leur appli
ation dansle 
as des milieux géologiques 
omplexes 
ontenant des interfa
es 
ourbesdevient un problème di�
ile et peu pratique (Slawinski & Krebes, 2002).Dans le 
as alternatif, les formulations hétérogènes résolvent le problèmeave
 le même s
héma en DF dans tout le domaine spatial y 
ompris les dis
on-tinuités. La présen
e des interfa
es est prise en 
ompte en assignant unique-ment des valeurs appropriées des modules élastiques et de la masse volumiquedans les voisinages des dis
ontinuités. Par 
onséquent, les 
onditions de fron-tière appliquées aux 
hamp élastiques sont véri�ées impli
itement. Hormis le
as de la surfa
e libre et de la propagation dynamique des fra
tures, l'appli-15Milieu où la variation spatiale des modules élastiques et de la masse volumique n'estpas abrupte, i.e. ave
 une dérivée première 
ontinue et faible.16Par exemple, les 
onditions de frontière ayant lieu dans l'interfa
e entre deux milieuxsolides élastiques non rigides sont, la 
ontinuité des tra
tions et des dépla
ements surl'interfa
e.17Dans le 
as d'une interfa
e �uide-solide, un des s
hémas pourrait par exemple dis
ré-tiser l'équation d'onde a
oustique 1.46 tandis que l'autre s
héma les équations élastody-namiques 1.81 (respe
tivement pour les milieux �uide et solide).18En reprenant l'exemple de la note au pied de page 17, les 
onditions de frontièreappliquées dans l'interfa
e �uide-solide seraient, premièrement, la 
ontinuité des tra
tionsnormales et des dépla
ement normales à l'interfa
e et deuxièmement, l'annulation destra
tions parallèles à l'interfa
e.
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales
ation des formulations hétérogènes a été la stratégie la plus populaire dansles trente derniers années (e.g. Boore, 1972, Kelly et al., 1976, Virieux, 1986,Zahradnik & Priolo, 1995, Graves, 1996, Olsen, 2000). Pourtant, la véri�
a-tion impli
ite des 
onditions de frontière n'est pas un problème simple. Pouratteindre une pré
ision optimale, une formulation hétérogène des équationsélastodynamiques doit être réalisée menant à des moyennes pondérées spé-
i�ques des 
oe�
ients élastiques autour des dis
ontinuités (Graves, 1996,Mo
zo et al., 2002, 2006).En 
e qui 
on
erne les dis
ontinuités des propriétés physiques du mi-lieu de propagation y 
ompris la surfa
e libre, mon implémentation 3D endi�éren
es �nies est une formulation hétérogène (Cruz-Atienza & Virieux,2004, Cruz-Atienza et al., 2004b,a). Les dis
ontinuités mé
aniques, 
ommeune fra
ture dans le milieu, sont modélisées expli
itement dans le sens oùl'on impose les valeurs des 
hamps 
orrespondant aux 
onditions de fron-tière sur 
ertains n÷uds du maillage. Pourtant l'intégration dans le tempsse fait d'une manière identique en tout point du domaine. Une expli
ationplus détaillée sur l'appli
ation des 
onditions de frontière mixtes évolutives,asso
iées à la propagation dynamique d'une fra
ture, sera présentée par lasuite et dans les 
hapitres 3 et 4.1.5.1.1 Surfa
e LibreLa surfa
e de la Terre, 
omme n'importe quelle autre interfa
e élastiqueoù les propriétés du milieu 
hange brutalement, demande la véri�
ation des
onditions de frontière. La pré
ision des 
hamps solution dans 
ette frontièreest d'une importan
e majeure puisque 
'est souvent là que l'on mesure lesondes sismique se propageant à l'intérieur de la planète. Soit Σ19 la surfa
ede la Terre et ni le ve
teur unitaire normal à Σ. Une bonne approximationdes 
onditions de frontière dans Σ est la 
ondition des tra
tions nulles, d'oùla dénomination de � surfa
e libre � pour 
ette frontière. Ces 
onditions sontdes 
onditions de frontière de Diri
hlet qui, en terme du ve
teur de tra
tion
Ti et du tenseur des 
ontraintes τij , s'expriment 
omme :

Ti = njτij = 0. (1.109)Si Σ est le plan z = 0 (i.e. ni = k̂), alors 1.109 devient tout simplement :
τiz = 0 pour i = x, y, z. (1.110)Comme il a été dit pré
édemment, il y a deux grandes familles de méthodes endi�éren
es �nies permettant de traiter le problème posé par les 
onditions de19Interfa
e entre un solide (ou un �uide) et un gaz, l'atmosphère.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesfrontière appliquées dans une interfa
e. Ainsi, les 
onditions de frontière à lasurfa
e libre 1.109 sont abordées en DF soit par des formulations homogènessoit par de formulations hétérogènes.Parmi les formulations homogènes, où l'équation du mouvement est ré-solue en appliquant expli
itement les 
onditions asso
iées aux frontières dumodèle, la méthode probablement la plus simple et la plus stable est la mé-thode des images suggérée par Levander (1988). Prenons l'exemple de lasurfa
e libre plane en z = 0 ave
 les 
onditions de frontière 1.110. L'idée
entrale de 
ette méthode repose sur un prin
ipe physique simple : le mou-vement d'une parti
ule sur Σ, n'est que la 
onséquen
e des 
ontraintes nonnulles agissant sur la parti
ule (i.e. τxx, τyy et τxy dans notre exemple). Or,si l'on 
onsidère la formulation donnée par le système d'équations élasto-dynamiques 1.81, alors, a�n d'annuler la 
ontribution des tra
tions dans lemouvement des parti
ules (i.e. dans sa vitesse vi), la méthode des imagesapplique dire
tement la 
ondition 1.110 sur les 
omposantes des tra
tionsqui 
oïn
ident ave
 Σ, d'une part, et d'autre part elle impose des valeursantisymétriques (par rapport au plan z = 0) dans les n÷uds de tra
tionsqui se trouvent au dessus de Σ. Une révision de 
ette méthode ainsi qu'uneadaptation pour le 
as général d'une topographie (surfa
e libre non-planaire)est e�e
tuée par Robertsson (1996). Depuis, de nombreux auteurs ont étudiéet utilisé la te
hnique des images (e.g., Graves, 1996, Gotts
hamer & Ol-sen, 2001, Vossen et al., 2002, Hestholm, 2003). La méthode des images enprésen
e de topographie demande entre 15 et 20 points par longueur d'ondeminimale dans le voisinage de la surfa
e libre pour atteindre une pré
isionsatisfaisante (voir par exemple Mo
zo et al., 2006).Dans les formulations en DF hétérogènes, les 
onditions de frontière sontvéri�ées impli
itement grâ
e à l'attribution pertinente des paramètres élas-tiques dans les alentours des interfa
es. Dans le 
as de la surfa
e libre, les
onditions de tra
tion nulle 1.109 peuvent être approximées ave
 la te
hniquehétérogène du � va
uum �20 suggérée par Boore (1972) et formellement jus-ti�ée (et baptisée) par Zahradník et al. (1993). L'idée de 
ette approximationest de simuler le vide au dessus de la surfa
e libre par l'assignation de valeurstrès faibles de masse volumique21 et de valeurs nulles pour les modules élas-tiques λ et µ. Plusieurs variations de 
ette méthode ont été proposées dansla littérature (e.g., Zahradník et al., 1993, Graves, 1996, Pitarka & Irikura,1996, Ohminato & Chouet, 1997). Dans le 
adre des formulations en DFhétérogènes, l'intérêt de l'appro
he se trouve dans le fait que le traitement20En anglais dit � va
uum formalism �.21La masse volumique n'est pas nulle pour éviter des division par zéro (voir équations1.82).
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales
Surface libre inclinéeSurface libre horizontale

Sismogrammes

l m= = 0

r = 10
-6

Grille de contrainte

Grille de vitesse

Surface libreFig. 1.16: � Va
uum formalism � pour la surfa
e libre en 2D dans la grillepartiellement en quin
on
e. Le passage au 3D est trivial à partir de 
etteillustration. Dans 
haque rangée verti
ale de n÷uds, la valeur soit de lamasse volumique (ρ) soit des paramètres de Lamé (λ et µ) (respe
tivementpour les n÷uds de vitesse et les n÷uds de 
ontraintes) du premier n÷ud setrouvant immédiatement au dessus de la surfa
e libre est modi�ée a�n desimuler le vide. L'implémentation montrée n'est valable que pour un sten
ilde deuxième ordre dans l'espa
e (Saenger, 2000).des 
onditions de frontière asso
iées à la surfa
e libre est le même que pourn'importe quelle autre interfa
e interne du modèle. En général, la véri�
a-tion impli
ite de 
onditions à la surfa
e libre demande un é
hantillonnage du
hamp d'onde plus important que dans la 
as des appro
hes expli
ites (e.g.méthode des images), raison pour laquelle son implémentation numériqueest plus 
oûteuse.Dans la littérature, la te
hnique du va
uum a été très souvent utiliséedans des grilles en quin
on
e standard (se
tion 1.4.1) formulée soit en vitesse-
ontrainte, soit en vitesse seulement (se
tion 1.3.3). Pourtant, l'exploratione�
a
e des propriétés de la grille partiellement en quin
on
e (se
tion 1.4.1)a montré que la formulation hétérogène du va
uum est possible et stablepour une pré
ision du deuxième ordre dans l'espa
e (Saenger, 2000, Cruz-Atienza et al., 2004b, Saenger & Bohlen, 2004, Gelis et al., 2005, Bohlen &Saenger, 2006). La Figure 1.16 montre l'implémentation d'une telle appro
hepour une surfa
e libre plane parallèle aux axes de référen
e ainsi qu'in
linée(appro
he valable pour des topographies quel
onques approximées par des
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesmar
hes d'es
alier).Saenger et al. (2004) ont testé 
ette approximation ave
 leur 
ode 3D(grille partiellement en quin
on
e) dans le 
as proposé par Ohminato &Chouet (1997) d'une topographie dé
rite par une 
olline de forme gaussienneave
 une sour
e isotrope. Leur 
omparaison a montré qu'un é
hantillonnagede 25 points par longueur d'onde minimale su�t pour reproduire 
orre
te-ment les sismogrammes publiés par Ohminato & Chouet (1997). Pourtant,le point d'observation plus lointain se trouve à environ 5 km. Ils ont don
 dé-duit que, pour modéliser 
orre
tement les ondes de Rayleigh à plus grandesdistan
es en minimisant la dispersion numérique, un ra�nement de la grilleest né
essaire.
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Fig. 1.17: Sismogrammes obtenus sur la surfa
e libre via l'appro
he hété-rogène du va
uum ave
 la méthode partiellement en quin
on
e (à gau
he) etave
 la méthode en quin
on
e standard (à droite). Les 
ourbes 
orrespondentà un é
hantillonnage de Nλ = 68 (lignes 
ontinues), Nλ = 34 (lignes dis
onti-nues) et Nλ = 17 (lignes pointillées). La solution de référen
e (ligne 
ontinueen haut) a été 
al
ulée ave
 la méthode de ré�e
tivité. Modi�ée à partir deBohlen & Saenger (2006).Très ré
emment, Bohlen & Saenger (2006) ont fait une étude plus ri-goureuse de l'approximation du va
uum dans la grille 3D partiellement en
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesquin
on
e. Pour 
ela ils ont 
omparé les implémentations du va
uum dansla grille partiellement en quin
on
e (GPQ, i.e. s
héma de la Figure 1.16ave
 moyenne arithmétique de la masse volumique) et dans la grille en quin-
on
e standard (GQS, ave
 la moyenne arithmétique de la masse volumiqueet la moyenne harmonique du module de rigidité µ) ave
 une méthode 3Dde ré�e
tivité (Wang, 1999). La moyenne des propriétés du milieu est une
ondition né
essaire pour satisfaire stri
tement les 
onditions de frontièresur les tra
tions dans des interfa
es dans des s
héma hétérogènes en di�é-ren
es �nies (Mo
zo et al., 2002). Pourtant, des nombreux tests e�e
tuésdans notre laboratoire Géos
ien
es Azur ont révélé que l'amélioration asso-
iée à la moyenne arithmétique des masses volumiques dans la GPQ pour lasurfa
e libre est négligeable en 2D et 3D (Gelis, 2003, Peyrat, 2003). La Fi-gure 1.17 montre des sismogrammes ex
ités par une for
e pon
tuelle verti
aleet 
al
ulés sur une surfa
e libre plane ave
 di�érents angles d'in
linaison parrapport à la grille numérique. Les trois 
ourbes superposées 
orrespondent àdi�érents nombres de points par longueur d'onde minimale (Nλ). Les 
ourbes
ontinues 
orrespondent au maillage plus �n (Nλ = 68). Les sismogrammesprésentés ont été tournés dans les dire
tions parallèles (radiales) à la surfa
elibre.
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Nl = 68 Nl = 17Nl = 34Fig. 1.18: Erreur 
al
ulée à partir de 
haque sismogramme de la Figure 1.17(norme L2 en pour
entage) par rapport à la solution de référen
e (méthodede ré�e
tivité), en fon
tion de l'angle d'in
linaison de la surfa
e libre parrapport aux axes de référen
e. Modi�ée de (Bohlen & Saenger, 2006).En général, les sismogrammes montrent une bonne pré
ision pour l'onde
P (premiers arrivées de faibles amplitudes) dans tous les 
as testés quelle quesoit l'in
linaison de l'interfa
e. Pourtant, dans le 
as de l'onde de Rayleigh
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies(deuxième arrivée de grande amplitude), des grandes di�éren
e apparaissent.L'e�et de la dispersion numérique est très visible, surtout dans la GQS (àdroite) pour Nλ = 17, ave
 des os
illations tardives. La Figure 1.18 montrel'erreur en pour
entage pour la norme L2 entre 
haque sismogramme DF dela Figure 1.17 et le sismogramme 
al
ulé ave
 la méthode de ré�e
tivité enfon
tion de l'in
linaison. On s'aperçoit que l'appro
he du va
uum dans lagrille partiellement en quin
on
e est plus pré
is que dans la grille en quin-
on
e standard. Pour un é
hantillonnage de 68 points par longueur d'ondeminimale, l'erreur dans la GPQ est très faible alors que dans la GQS elle at-teint 70% pour une in
linaison de 50◦. On voit une dépendan
e par rapportà l'in
linaison ave
 des maxima dans les dire
tions bisse
tri
es des se
teurs
0◦ − 45◦ et 45◦ − 90◦, prin
ipalement dans le 
as de la GPQ. La norme d'er-reur L2 est plus sensible aux temps d'arrivés qu'à l'amplitude des ondes (i.e.forme d'onde). Pour 
ela, il faut remarquer que, malgré les erreurs rappor-tées, la similitude des sismogrammes issus des DF ave
 
elui de référen
e estremarquable au moins pour Nλ ≥ 68 dans le 
as de la grille partiellement enquin
on
e (voir Figure 1.17).Bohlen & Saenger (2006) ont 
on
lu que, dans une surfa
e libre planealignée ave
 les axes de référen
e, les méthodes en DF partiellement en quin-
on
e et en quin
on
e standard sont virtuellement équivalentes. Un é
han-tillonnage de Nλ ≥ 30 su�t dans les deux 
as pour atteindre une bonne pré
i-sion. Ils ont aussi montré qu'il est don
 plus pertinent d'aborder 
e problèmeave
 la GQS en appliquant la méthode des images proposée par Robertsson(1996) (ave
 les vitesses nulles au dessus de l'interfa
e) où un é
hantillon-nage beau
oup plus grossier est su�sant (Nλ ≥ 9) au quatrième ordre dansl'espa
e. Dans le 
as de l'interfa
e plane in
linée par rapport aux axes de ré-féren
e, l'appro
he hétérogène du va
uum dans la méthode partiellement enquin
on
e est 
onsidérablement plus pré
ise que dans la méthode standard.Des bons résultats sont atteints ave
 la GPQ dans toutes les in
linaisons si
Nλ ≥ 60. Ces résultats suggèrent la né
essité d'implémenter des grilles irré-gulières (voir se
tion 1.2.6) a�n de dis
rétiser le modèle plus �nement près dela surfa
e libre et pouvoir e�e
tuer des simulations pré
ises en 3D à une plusgrande é
helle. Les résultats obtenus par Robertsson (1996) en appliquant satroisième formulation pour les 
onditions expli
ites dans des surfa
es libresin
linées montrent qu'un é
hantillonnage d'environ Nλ ≥ 15 su�t, dans laGQS, pour obtenir des bons résultats. Par 
onséquent, a�n d'augmenter lafréquen
e maximale des simulations 3D jusqu'à 10 ou 15 Hz, une voie quime semble prioritaire et qui à ma 
onnaissan
e, n'a pas été en
ore explorée(au moins dans la littérature), est l'implémentation des 
onditions expli
itesdans la grille partiellement en quin
on
e en présen
e de topographie. Une
90



1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesdeuxième voie à explorer pour l'interfa
e libre, peut être plus prometteuse,est 
elle ré
emment proposée par Piraux & Lombard (2001), 
onçue pourintroduire expli
itement22 des interfa
es dans un s
héma en DF. Des résul-tats remarquables ont déjà été obtenus en 2D pour des interfa
e solide-solideayant une géométrie arbitraire (Lombard & Piraux, 2004).

22Un débat pourrait avoir lieu autour de la question : expli
itement ou impli
itement ?De mon point de vue, il s'agit d'une méthode mixte qui tient 
ompte autant des sauts despropriétés physiques du milieu, que des valeurs numériques des 
hamps solution sans mo-di�er l'ordre du s
héma pour imposer les 
onditions de frontière dans l'interfa
e. Pourtant,les auteurs ont donnés le nom en anglais � expli
it simpli�ed interfa
e method � (ESIM)qui fait référen
e au mot � expli
ite �.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies1.5.1.2 Fra
ture Dynamique PlaneConsidérons un espa
e in�ni, homogène, élastique et isotrope dans le ré-férentiel 
artésien montré sur la Figure 1.19. Le milieu est sous la 
harged'un 
hamp de 
ontraintes 
isaillantes homogène, τ0, dont la seule 
ompo-sante non-nulle agit sur le plan z = 0. A l'instant t = 0, l'état de 
ontraintedépasse la résistan
e du matériel, τu, et une fra
ture se produit dans 
e planà l'intérieur d'une zone dé�nie par −∞ < y < ∞ et x1 < x < x2 (voir Figure1.19). Ainsi, le plan z = 0 est divisé en deux régions, 
elle à l'intérieur de lafra
ture Σ1 et 
elle à l'extérieur Σ2. La géométrie d'une telle fra
ture, in�niedans l'axe y, rend le problème bidimensionnel et don
 plus simple à analyser.
z

x

y

x2

x1

S1

S2S2

Fig. 1.19: Fra
ture située dans le plan
z = 0 (zone grise) se propageant bila-téralemment dans les dire
tions −x et
+x (grandes �è
hes) à partir des pointsde départ x1 et x2. Le plan z = 0 estainsi séparé en deux régions, 
elle à l'in-térieur de la fra
ture Σ1 et 
elle à l'ex-térieur Σ2.

Les deux extrémités de la fra
-ture (lignes dis
ontinues) 
omme-n
ent à se propager dans les dire
-tions −x et +x respe
tivement àpartir de leurs points de départ x1et x2. Si la 
omposante non-nulledu 
hamp de 
ontraintes est τxz,la fra
ture est du mode II (défor-mation � in-plane �) alors que, si
τyz est la 
omposante non-nulle, lafra
ture est du mode III (déforma-tion � anti-plane �) (voir se
tion2.3). La position du front de rup-ture (i.e. des extrémités de la fra
-ture) est une fon
tion du temps etpeut être 
onnue à travers l'étatde 
ontrainte dans les alentours dufront de rupture et d'un 
ritère derupture approprié. Pendant la propagation de la fra
ture, la 
ontrainte 
i-saillante en Σ1 
hute depuis la valeur seuil τu vers un niveau dynamiqueinférieur τs. Les points fra
turés subissent don
 une relaxation égale à la
hute dynamique de 
ontraintes ∆τ = τu − τs. Une telle 
hute provoque undépla
ement relatif entre les parties positive (z > 0) et négative (z < 0) dumilieu donnant lieu à une dis
ontinuité du 
hamp de dépla
ement en Σ1.Cette dis
ontinuité est uniquement une fon
tion de x et du temps t. Dans le
as d'une fra
ture de mode II, la dis
ontinuité des dépla
ements est la di�é-ren
e entre les 
omposantes u+

x et u−
x du ve
teur dépla
ement. Par ailleurs,la 
omposante du dépla
ement uz, ainsi que les tra
tions τxz et τzz, est 
onti-nue le long du plan z = 0. La 
ontinuité de uz et de τxz en z = 0 fait que 
es
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesdeux fon
tions sont paires par rapport à 
e plan. D'autre part, elle impliqueaussi que ux et τzz sont des fon
tions impaires par rapport au même plan(Das, 1976). Du fait de leur 
ontinuité, alors τzz = 0 dans le plan z = 0 et
ux = 0 dans Σ2.En outre, dans le 
as d'une fra
ture de mode III ayant la géométrie dela Figure 1.19, la dis
ontinuité des dépla
ements asso
iée à la 
hute de la
ontrainte 
isaillante en Σ1 est la di�éren
e entre les 
omposantes u+

y et u−
ydu ve
teur dépla
ement. Ainsi, uy est dis
ontinue à l'intérieur de la zonefra
turée Σ1 mais 
ontinue en dehors (i.e. dans Σ2). Par ailleurs, la tra
tion

τyz est 
ontinue dans le plan z = 0. De 
e fait on peut montrer que τyzest paire et que uy est impaire par rapport au plan z = 0 (Das, 1976).Finalement, puisque uy est 
ontinu en Σ2, on déduit que uy = 0 en dehorsde la fra
ture sur le plan z = 0.L'analyse bidimensionnelle présentée dans les paragraphes pré
édents des
hamps élastiques asso
iés aux fra
tures des modes 
isaillantes II et III,révèle des 
onditions mixtes appliquées aux 
hamps dans le plan z = 0.Cette analyse nous permet don
 d'établir les 
onditions de frontières mixtesappliquées dans le plan z = 0 pendant l'évolution temporelle du problèmequi, pour le mode II (in-plane), deviennent :
τxz = ∆τ sur Σ1

ux = 0 sur Σ2 (1.111a)
τzz = 0 sur Σ1 et Σ2et pour le mode III (anti-plane) :

τyz = ∆τ sur Σ1 (1.111b)
uy = 0 sur Σ2.Les 
onditions de frontières 1.111 impliquent une symétrie de la solutionpar rapport au plan z = 0. Par 
onséquent, le problème peut être résoludans le demi-espa
e in�ni z ≤ 0 en appliquant les 
onditions de frontièremixtes du tableau 1.111 dans le plan z = 0. Un des premiers travaux publiésoù l'étude de la propagation d'une fra
ture est abordée numériquement entenant 
ompte d'une telle simpli�
ation issue de la symétrie du problème,est 
elui de Kostrov (1966). Depuis, l'analyse numérique de la fra
turationa été faite de la même façon par d'autres auteurs en utilisant di�érentesappro
hes, 
omme les méthodes intégrales, les éléments �nis ou les di�éren
es�nies (e.g., Madariaga, 1976, Das & Aki, 1977b, Day, 1977, Ar
huleta &Frazier, 1978, Virieux & Madariaga, 1982, Trifu & Radulian, 1985, Chouet,1986, Madariaga et al., 1998).

93



Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies
z
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S1
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f T
i

n
iFig. 1.20: Fra
ture 
ir
ulaire situéedans le plan z = 0 (zone grise) se propa-geant radialement. Le plan z = 0 est sé-paré en deux régions, 
elle à l'intérieurde la fra
ture Σ1 et 
elle à l'extérieur

Σ2. La rupture est due à la 
hute destra
tions Ti asso
iées au ve
teur nor-mal unitaire ni à l'intérieur de Σ1.

En réalité, la propagation d'unefra
ture est un phénomène tridimen-sionnel. Considérons don
 le 
as gé-néral d'une fra
ture 
ir
ulaire (i.e.ave
 un front de rupture se pro-pageant radialement, Figure 1.20).Soit Ti = njτij le ve
teur de tra
-tion dans la fra
ture (supposé pa-rallèle au plan z = 0) et φ l'angleentre lui et l'axe x pendant sa 
hutevers la valeur dynamique τs à l'in-térieur de Σ1 (Figure 1.20). Alors,la fra
ture passe graduellement dumode II (in-plane dans la dire
tiondu ve
teur des tra
tions) au modeIII (anti-plane dans la dire
tion nor-mal à 
e ve
teur sur le plan z = 0)le long du front de rupture (lignedis
ontinue).Dans le 
as parti
ulier où le ve
teur des tra
tions 
isaillantes est parallèleà l'axe x (i.e. lorsque 
'est la 
omposante τxz qui 
hute) la fra
ture est dumode II (in-plane) dans la dire
tion de l'axe x, est du mode III (anti-plane)dans la dire
tion de l'axe y. Par 
onséquent, les 
onditions de frontière 1.111appliquées dans le plan z = 0 doivent être généralisées pour une orienta-tion quel
onque de la 
harge de 
ontrainte 
isaillante initiale et de la formedu front de rupture. Ainsi, les 
onditions de frontière pour une fra
ture degéométrie quel
onque lo
alisée dans le plan z = 0 peuvent être exprimée
omme
τxz = ∆τ · cos(φ) sur Σ1

τyz = ∆τ · sin(φ) sur Σ1 (1.112)
ux = uy = 0 sur Σ2

τzz = 0 sur Σ1 et Σ2,où φ est bien l'angle dé
rit par la proje
tion du ve
teur de tra
tion Ti surla surfa
e de rupture, et l'axe 
artésien x (Figure 1.20). Dans 
e 
as général,la dislo
ation du milieu asso
iée à la fra
ture implique la dis
ontinuité desdeux 
omposantes horizontales du dépla
ement ux et uy en Σ1. Le glissementdes parois internes de la fra
ture, Si, est don
 dé�ni 
omme le dépla
ementrelatif entre elles qui, grâ
e à la symétrie de la solution en z = 0 due ausystème 1.112, est donné par
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales
Si(x, y, t) =

√
(u+

x )2 + (u+
y )2 · 2vi

|vi|
(1.113)où vi est le ve
teur vitesse horizontal du milieu dans Σ+

1 . Le problème posépar les 
onditions 1.112 peut être vu 
omme un problème de Cau
hy dans lafrontière z = 0, tel qu'il a été dé�ni dans les premiers paragraphes de la se
-tion 1.5.1. C'est-à-dire, 
omme une 
ombinaison des 
onditions de frontièrede Diri
hlet (équations 1.107) et de Neumann (équations 1.108). Il su�t deprendre la tra
tion Ti dans Σ1 
omme le 
hamp u dans l'équation 1.107b, etle ve
teur du glissement Si dans Σ2 
omme le 
hamp u de l'équation 1.108(qui est équivalent à ∂ux/∂t = 0 et ∂uy/∂t = 0 en Σ2).Dans la littérature 
onsa
rée à la méthode en di�éren
es �nies, plusieursmanières d'implémenter numériquement les 
onditions de frontière asso
iéesà la propagation dynamique d'une fra
ture on été proposées. A ma 
onnais-san
e, dans au
un 
as, 
es 
onditions sont appliquées impli
itement (pourle 
as statique voir par exemple les travaux de Coates & S
hoenberg (1995)ou de Saenger & Shapiro (2002)). Il s'agit d'un problème di�
ile puisque lagéométrie de la limite entre les régions Σ1 et Σ2 (i.e. le front de rupture)est une fon
tion de plusieurs variables physiques qui dépendent du temps.Autrement dit, l'appli
ation 
orre
te des 
onditions de frontière 1.112 dé-pend d'une manière 
ritique de la pré
ision lo
ale des 
hamps solution dansles alentours de la fra
ture (e.g., le 
hamp de 
ontrainte et les 
hamps dedépla
ement ou des vitesses selon la formulation du problème). Comme onverra dans la deuxième partie de 
e travail, la plus grande hypothèse utiliséepour la modélisation dynamique d'une fra
ture (ou d'un séisme) est que latra
tion et le glissement dans 
haque point à l'intérieur de Σ1 sont reliés àtravers une loi 
onstitutive autre que l'équation du mouvement (i.e. un loide frottement). En général, 
ette loi est au moins une fon
tion de Si, raisonpour laquelle l'évolution des tra
tions à l'intérieur de la fra
ture dépendra,par exemple, de la pré
ision dans l'évaluation du glissement. Ainsi, la relationentre les paramètres physiques qui entrent en jeu et la propagation de la rup-ture est fortement non-linéaire (voir Madariaga & Olsen, 2000), faisant de lamodélisation de 
e phénomène un 
hallenge en
ore plus di�
ile, puisque desimpré
isions numériques relativement faibles peuvent éventuellement aboutirà des résultats très di�érents.Tel qu'il a été déjà signalé dans le paragraphe antérieur, un point 
om-mun des stratégies en di�éren
es �nies pour résoudre 
e problème est que les
onditions de frontière 1.112 sont appliquées expli
itement. Les 
onditionssont expli
ites dans le sens où l'on impose d'une façon ou d'une autre des
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesvaleurs aux 
hamps solution sur la surfa
e de rupture. En d'autres termes,les méthodes proposées sont des approximations homogènes où les s
hémasd'intégration sont souvent modi�és lo
alement au voisinage des frontières(i.e. des fra
tures). On peut pourtant 
lasser les modèles en DF pour lafra
turation dynamique en deux groupes : les appro
hes par segment et lesappro
hes par élément. L'exer
i
e de 
omparaison ré
emment proposé parHarris & Ar
huleta (2004), dans lequel les résultats issus de di�érentes mé-thodes numériques sont en 
ours de 
omparaison a révélé que, à pré
isionégale, les appro
hes en DF par segment sont plus e�
a
es que les appro
hesen DF par élément (Dalguer & Day, 2004, 2006).Ce qui 
ara
térise et distingue 
es deux familles de méthodes est la façond'in
orporer la dis
ontinuité des dépla
ements à l'intérieur de la fra
ture.Prenons l'exemple de la Figure 1.20. Dans le 
as des appro
hes par segment,
omme dans 
elle nommée � tra
tion-at-split-node � par Andrews (1999), letraitement des 
onditions aux limites en z = 0 sépare le milieu en deux ré-gions (région H+ pour z ≥ 0+ et région H− pour z ≤ 0−) ave
 des n÷udsdisjoints23 sur Σ1 . Chaque moitié de 
es n÷uds (demi-n÷uds) appartientdon
 à 
ha
une des régions H+ et H−. Ainsi, le ve
teur de dépla
ements u±
i(ou de vitesses v±i ) dans la surfa
e Σ1, étant traité séparément dans 
haquedemi-n÷ud, peut être dis
ontinu à travers la fra
ture24. Le mouvement de
haque demi-n÷ud est donné par le bilan de for
es provenant uniquementde la région H à laquelle il appartient (y 
ompris la for
e d'inertie asso
iéeà sa masse). Le 
ouplage entre les régions H+ et H− le long de Σ1 est faità travers les tra
tions déterminées par une loi 
onstitutive de frottement.Le premier travail publié appliquant 
ette appro
he pour simuler la rupturedynamique a été e�e
tué par Andrews (1976a). Parallèlement, la même mé-thode fut aussi développée et appliquée par Day (1982a,b) suite à son travail
onsa
ré à la propagation des ondes par éléments �nis (Day, 1977). En 1999,la méthode en di�éren
es �nies par segments tra
tion-at-split-node est for-mellement introduite par Andrews (1999) et utilisée en suite par plusieursauteurs (e.g., Andrews, 2005, Day et al., 2005, Bizzarri & Co

o, 2005, Dal-guer & Day, 2006). Une autre appro
he par segment basée sur la méthodedes volumes-�nis/di�éren
es-�nies en maillage non-stru
turé a été ré
em-ment proposée pour simuler la rupture de failles non-planaires (Ben-Jemaaet al., 2006). Dans 
e 
as, les équations élastodynamiques sont aussi trai-tés indépendamment de part et d'autre de la faille. L'intera
tion entre les23Des n÷uds de la grille en di�éren
es �nies où l'on trouve les trois 
omposantes duve
teur de dépla
ement ui.24Les exposants ± des ve
teurs font référen
e au demi-n÷ud en question appartenantsoit à la région H+ soit à la région H−.
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales
hamps élastiques des deux 
otés a lieu le long de la surfa
e de rupture (i.e.des segment de frontière), où les 
onditions aux limites sur les tra
tions sontformulées et véri�ées en fon
tion du �ux d'énergie (i.e. le taux d'énergie)mé
anique totale à travers la faille.Dans le 
as des appro
hes par élément, la dis
ontinuité du 
hamps dedépla
ement à travers Σ1 est une 
onséquen
e de l'évolution des tra
tionsdonnée par la loi 
onstitutive de frottement. Le saut du dépla
ement a lieudon
 entre les parties externes des éléments et non pas sur des n÷uds disjointsspé
i�ques, 
omme dans le 
as des appro
hes par segment. Autrement dis, ladislo
ation sur la surfa
e de rupture (i.e. le glissement Si ou sa dérivée) n'estjamais évaluée à l'endroit même où la rupture se produit. Ce
i signi�e que,si la 
hute des tra
tions ∆τ a lieu dans le plan z = 0, alors les dépla
ements
isaillantes u+∆
i et u−∆

i sont quanti�és respe
tivement dans les plan z = +∆et z = −∆, où ∆ représente la moitié de l'épaisseur dis
rète de la fra
turedans la grille DF. D'ailleurs, 
'est pour 
ette raison que les modèles en DF parélément sont 
onnus 
omme � modèles de zone de faille � (Madariaga et al.,1998, Dalguer & Day, 2006). A ma 
onnaissan
e, le premier modèle de 
egenre est 
elui introduit par Madariaga (1976). Ensuite, des améliorations de
e modèle ainsi que des formulations alternatives ont été proposées au 
ourdes années (e.g., Virieux & Madariaga, 1982, Chouet, 1986, Madariaga et al.,1998, Andrews, 1999, Cruz-Atienza & Virieux, 2004, Dalguer & Day, 2006).Un fa
teur 
ommun des modèles de zone de faille est que les 
onditions auxlimite asso
iées à la fra
turation sont véri�ées expli
itement puisque la valeurdes 
hamps élastiques est dire
tement imposée à l'intérieur de la sour
e.Pourtant, 
es 
onditions sont aussi véri�ées impli
itement dans le sens où les
héma d'intégration le long de la frontière (i.e. de la faille) reste le mêmequ'à l'intérieur du milieu de propagation, loin de la sour
e. C'est-à-dire, les
onditions aux limites appliquées dans les modèles de zone de faille n'ont pasbesoin d'un traitement 
omplexe qui pourrait rendre 
es méthodes lourdesdans le 
as de failles de géométrie 
ompliquées ou bien des milieux multi-fra
turés. Au 
ontraire, elles restent aussi e�
a
es même dans 
es 
onditions.Les modèles de zone de faille peuvent être également 
lassés en deuxgroupes : 
eux dont la dis
ontinuité des dépla
ements à travers Σ1 est quan-ti�ée à partir des points de l'espa
e où le ve
teur ui est dé�ni, et 
eux dontla même dis
ontinuité est quanti�ée à partir de la densité de moment sis-mique (i.e. le � stress glut �, Ba
kus & Mul
ahy, 1976) dans la zone de faille.Le modèle de rupture introduit et dis
uté dans le 
hapitre 3 appartient aupremier groupe. En revan
he, dans le 
hapitre 4, je dis
ute di�érentes formu-lations des modèles appartenant aux deux groupes. Le travail de 
ette thèse
on
erne dire
tement les modèles de zone de faille. Pour 
ette raison, une
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiesanalyse détaillée est 
onsa
rée à 
e sujet dans la deuxième partie du travail.Premièrement, pour une géométrie bidimensionnelle, l'analyse est réalisée entenant 
ompte uniquement des éléments de frontière (
ellules numériques)dis
rétisant la sour
e (
hapitre 3). Ensuite, pour la géométrie tridimension-nelle, l'analyse est réalisée en 
onsidérant autant la densité de moment sis-mique asso
ié à la sour
e (i.e. le stress-glut) que di�érents types d'élémentsde frontière (
hapitre 4).
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales1.5.2 Conditions de Radiation PMLLes 
onditions aux limites dites de radiation sont 
elles qui permettentd'absorber ou d'atténuer l'énergie qui, sous la forme des ondes, se propagedans le domaine numérique. Souvent, 
es 
onditions sont appliquées dans leslimites extérieures du milieu physique a�n d'éviter la ré�exion des ondes versl'intérieur et pouvoir ainsi simuler un espa
e in�ni. La bonne performan
ede 
es 
onditions est d'une importan
e majeur puisque 
'est grâ
e à elles quel'on peut adapter la taille de notre domaine numérique à la taille du domainephysique du problème, permettant don
 le ra�nement de la dis
rétisation dumodèle. Une famille assez populaire des méthodes d'absorption a été dé
ritepar Cerjan et al. (1985), ou bien 
elle introduite par Clayton & Engquist(1977) et améliorée par Higdon (1991) (voir aussi Peng & Toksöz, 1995),dans laquelle des extrapolations des 
hamps solution au-delà du domainenumérique sont utilisées pour atténuer les ondes sortantes. Pourtant, 
esméthodes sont peu performantes pour les in
iden
es rasantes.Une autre méthode d'absorption d'énergie très performante a été dé-veloppée pour les équations de Maxwell (i.e., ondes éle
tromagnétiques).Berenger (1994) a proposée la méthode PML � Perfe
tly Mat
hed Layer �qui 
onsidère une 
ou
he extérieure adja
ente au modèle où l'énergie, sousla forme d'ondes in
identes, est dissipée. La prin
ipale qualité de 
ette te
h-nique est que l'absorption est quasiment indépendante de la fréquen
e desondes in
identes et de leur angle d'in
iden
e. Le nom de la méthode vientdu fait qu'il existe un 
ouplage parfait entre les ondes in
identes et 
ellestransmises à l'intérieur de la 
ou
he absorbante en terme de vitesse de phaseet de dire
tion de propagation. Comme on verra dans la pro
haine se
tion,la méthode d'absorption PML est basée sur une dé
omposition du systèmed'équations di�érentielle à résoudre en fon
tion des dire
tions de dérivationspatiale. Cette dé
omposition mène à un nouveau système d'équations danslequel les termes asso
iés aux dérivées perpendi
ulaires aux fa
es externesde la 
ou
he absorbante sont amortis par une fon
tion � éponge �.Deux ans plus tard, la te
hnique PML a été adaptée par la première foisaux équations élastodynamiques de façon indépendante par Hastings et al.(1996) en 2D, et par Chew & Liu (1996) en 3D, montrant une très bonne per-forman
e dans des milieux hétérogènes. L'in
orporation de 
ette te
hniquedans la formulation vitesse-
ontrainte dans la grille en quin
on
e standard(se
tion 1.4.1) a été e�e
tuée en 2D par Collino & Tsogka (2001). Ils ontmontré que, même dans des milieux hétérogènes anisotropes, une épaisseurde 5 n÷uds pour la 
ou
he PML su�t pour obtenir des 
oe�
ients de ré-�exion d'environ 1%. Des implémentations 3D dans la grille en quin
on
estandard ont été testées dans des 
onditions réalistes (Mar
inkovi
h & Ol-
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es Finiessen, 2003, Festa & Nielsen, 2003), tenant 
ompte de la surfa
e libre (i.e., desondes inhomogènes 
omme les ondes de Rayleigh ou de Love), de 
ontrastesd'impédan
e importants, et des sour
e sismique étendues. En général, 
estravaux ont 
on
lu que la te
hnique d'absorption PML donne des résultatstrès satisfaisants. Pourtant, du fait de la dé
omposition des équations faitepar 
ette te
hnique, une mémoire supplémentaire est toujours né
essaire.Une formulation sans dé
ouplage (Wang & Tang, 2003) est don
 attra
tivesurtout pour des simulations 3D de grande dimension. Toutefois une explo-ration dans 
e sens pour les systèmes d'équations hyperboliques présentésdans la se
tion 1.3.3 dans la grille en quin
on
e standard et dans la grillepartiellement en quin
on
e reste à faire.A ma 
onnaissan
e, les premières implémentations des 
onditions d'ab-sorption PML dans la grille partiellement en quin
on
e proposée par Saengeret al. (2000) ont été fait, dans le 
adre de l'étude de la rupture dynamiquede failles, par Cruz-Atienza et al. (2002) en 2D et puis par Cruz-Atienzaet al. (2004b) en 3D. Comme on verra par la suite, la performan
e d'unetelle te
hnique est aussi bonne que dans le 
as de la grille en quin
on
e stan-dard. Puisque l'implémentation des 
onditions d'absorption PML dans mes
odes en di�éren
es �nies 2D et 3D 
onstitue une partie non négligeable demon travail do
toral, je présente premièrement les 
on
epts théoriques géné-raux asso
iés à 
ette te
hnique, ensuite une des
ription de l'implémentationinformatique ainsi que des simulations 3D montrant la performan
e de l'ab-sorption ave
 une étude paramétrique a�n d'obtenir un bon 
ompromis entrel'e�
a
ité de l'absorption et la mémoire né
essitée.1.5.2.1 Formulation et Implémentation 3DDésignons par Γ la frontière entre le domaine physique du problème, V , et la
ou
he d'absorption enveloppante, M . L'idée fondamentale de la te
hniqued'absorption PML est de 
oupler, à travers Γ, l'équation du mouvement gou-vernant la propagation des ondes dans V ave
 
elles gouvernant les ondesdans M , de telle sorte qu'il n'y aient pas de ré�exions vers V et que les ondesdé
roissent exponentiellement à l'intérieur de M . Prenons 
omme exemplepour illustrer la théorique du modèle d'absorption PML, le système d'équa-tions hyperboliques de premier ordre suivant :
∂φi

∂t
= Aφi,j (1.114)où φi(x, y, z, t) est un 
hamp ve
toriel dans l'espa
e R

3 et A est une matri
ede 3×3 éléments 
onstants. Le système 1.114 peut être dé
omposé en tenant
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initiales
ompte des sous-
omposantes φx
i , φy

i et φz
i , reliées aux trois dire
tions dedérivation spatiale de la manière suivante :

∂φx
i

∂t
= A

∂φi

∂x
(1.115a)

∂φy
i

∂t
= A

∂φi

∂y
(1.115b)

∂φz
i

∂t
= A

∂φi

∂z
, (1.115
)où les exposants x, y et z font référen
e à 
es dire
tions, de façon que

φi = φx
i + φy

i + φz
i . (1.116)Par ailleurs, on introduit la fon
tion s
alaire α(x, y, z) qui vaut zéro à l'in-térieur de V et qui est positive à l'intérieur de M . Le r�le de 
ette fon
tionest d'amortir la ou les sous-
omposantes du 
hamp φi perpendi
ulaires auxfa
es extérieurs de la 
ou
he PML. Ainsi, la fon
tion α doit être astu
ieuse-ment introduite dans le système 1.115 selon la région du domaine numériqueoù l'on se pla
e. La Figure 1.21 montre, pour un espa
e 
ubique, la 
ou
hePML séparée en trois familles de volumes. Ce qui distingue les trois famillesest le nombre de fa
es extérieurs des volumes : les 
otés du 
ube (volumesjaunes) ont une fa
e, les arêtes du 
ube (volumes bleus) ont deux fa
es etles 
oins du 
ube (volumes oranges) ont trois fa
es. Par 
onséquent, selonle volume de M dans lequel on se pla
e, le nombre de sous-
omposantesamorties sera, respe
tivement, un, deux ou trois (voir Figure 1.21). Troisnouveaux systèmes d'équations dé
ouplées doivent être don
 formulés en te-nant 
ompte de la fon
tion éponge α, un pour 
ha
une des trois dire
tionsd'absorption (i.e. de dérivation). Soit le 
hamp ve
toriel θi la solution de 
essystèmes dé
ouplés dans l'espa
e R

3. Le modèle d'absorption PML établitque le système d'équations pour l'absorption dans la dire
tion x est donnépar :
∂θ⊥

x

i

∂t
+ α(x)θ⊥

x

i − A
∂θi

∂x
= 0 (1.117a)

∂θ
‖x

i

∂t
− A

(
∂θi

∂y
+

∂θi

∂z

)
= 0 (1.117b)où α ne dépend que de la dire
tion d'amortissement, et les exposants ⊥x et ‖xindiquent les sous-
omposantes du 
hamp θi dont la ou les dérivées spatialessont, respe
tivement, perpendi
ulaires et parallèles au plan 
artésien y − z,toujours ave
 la 
ondition

θi = θ⊥
x

i + θ
‖x

i . (1.118)
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Fig. 1.21: Cou
he d'absorption PML 
lassée selon le nombre de sous-
omposantes du 
hamp θi qui sont amorties dans les di�érentes régions vo-lumiques la 
onstituant. Les indi
es à gau
he montrent la nomen
lature 
ris-tallographique pour l'allo
ation des tableaux dans l'implémentation informa-tique 3D. Le paramètre � n � est le nombre de points de la grille numériquele long des 
otés du milieu physique (
ubique), et le paramètre � nsp � estle nombre de points de la grille numérique qui détermine l'épaisseur de la
ou
he PML.De même, les systèmes d'équations pour les absorptions dans les deux autredire
tions sont donnés par :
∂θ⊥

y

i

∂t
+ α(y)θ⊥

y

i − A
∂θi

∂y
= 0 (1.119a)

∂θ
‖y

i

∂t
− A

(
∂θi

∂x
+

∂θi

∂z

)
= 0 (1.119b)dans la dire
tion y, où ⊥y et ‖y font référen
e aux sous-
omposantes dont lesdérivées sont perpendi
ulaire et parallèles au plan 
artésien x − z, et par :

∂θ⊥
z

i

∂t
+ α(z)θ⊥

z

i − A
∂θi

∂z
= 0 (1.120a)

∂θ
‖z

i

∂t
− A

(
∂θi

∂x
+

∂θi

∂y

)
= 0 (1.120b)
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesdans la dire
tion z, où ⊥z et ‖z font référen
e aux sous-
omposantes dont lesdérivées sont perpendi
ulaires et parallèles au plan 
artésien x−y. Ces deuxderniers systèmes (1.119 et 1.120) remplissent respe
tivement les 
onditions :
θi = θ⊥

y

i + θ
‖y

i et θi = θ⊥
z

i + θ
‖z

i . (1.121)En suivant 
ette logique, si l'on se pla
e par exemple à l'intérieur d'un
oin du 
ube (volumes oranges, Figure 1.21), le système d'équations devratenir 
ompte d'une absorption dans les trois dire
tions de dérivation (i.e. destrois sous-
omposantes du 
hamp θi). Ainsi, nous avons le système dé
oupléasso
ié à 
ette famille de volumes :
∂θ⊥

x

i

∂t
+ α(x, y, z)θ⊥

x

i − A
∂θi

∂x
= 0 (1.122a)

∂θ⊥
y

i

∂t
+ α(x, y, z)θ⊥

y

i − A
∂θi

∂y
= 0 (1.122b)

∂θ⊥
z

i

∂t
+ α(x, y, z)θ⊥

z

i − A
∂θi

∂z
= 0 (1.122
)ave


θi = θ⊥
x

i + θ⊥
y

i + θ⊥
z

i . (1.123)Puisque α = 0 dans V , le 
hamp θi satisfait le même système d'équation1.114 que φi à l' intérieur du modèle physique. Par ailleurs, Collino & Tsogka(2001) ont montré, pour des solutions harmoniques dans le temps, que ledé
ouplage du système d'équations asso
ié à la te
hnique PML (e.g., lessystèmes 1.117, 1.119 et 1.120) est équivalent à une simple substitution desopérateurs spatiaux dans les dire
tions amorties, issus d'un 
hangement devariable. Par exemple, dans la dire
tion x, la dérivée partielle devient :
∂

∂x
−→ jω

jω + α(x)

∂

∂x
(1.124)où j =

√
−1 et ω est la fréquen
e angulaire de la solution harmonique. Don
,si l'on 
her
he une solution au système original 1.114 pour une onde planeen terme du ve
teur nombre d'onde ki de la forme :

φi = φ0e
−j(kxx+kyy+kzz−ωt), (1.125)ainsi qu'une solution au système dé
ouplé 1.117 pour l'absorption dans ladire
tion x, de la forme :

θ⊥i = a⊥e−j(kxx̃+kyy+kzz−ωt) (1.126)
θ
‖
i = a‖e−j(kxx̃+kyy+kzz−ωt), (1.127)
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es Finiesoù le 
hamp total θi = θ⊥
x

i +θ
‖x

i et x̃(x) est un 
omplexe du au 
hangement devariable mentionné auparavant alors, en prenant a⊥ et a‖ tels que a⊥ +a‖ =
φ0, nous retrouvons que :

θi = φ0e
−j(kxx+kyy+kzz−ωt)exp

[
−kx

ω

∫ x

0
α(s)ds

]
, (1.128)où s est la variable 
omplexe. L'équation 1.128 montre que : 1) θi = φi dans

V (i.e. pour x ≤ 0), et 2) que le 
hamp θi est amorti exponentiellementà l'intérieur de la 
ou
he PML (i.e. dans M , pour x > 0) (voir Collino &Tsogka, 2001). Ce qui est aussi remarquable dans 
ette équation est que,plus l'onde est perpendi
ulaire à Γ, 
'est-à-dire, plus kx est faible, plus lefa
teur d'amortissement (exponentielle de la droite) dé
roît rapidement (i.e.plus l'onde est atténué). Bref, la formulation mathématique de la méthodePML montre, d'une part, que les ondes se propageant dans l'espa
e phy-sique V sont solution des équations élastodynamiques et d'autre part, queles ondes se propageant dans la 
ou
he d'absorption M sont exponentielle-ment atténuées. L'analyse des 
oe�
ients de ré�exion des ondes planes dansl'interfa
e Γ montre qu'au
une ré�exion ne s'y produit. Malgré tout, les 
oef-�
ients de ré�exion des ondes se propageant dans le milieu absorbant lors deleur in
iden
e dans la limite extérieure de M sont totalement 
ontr�lés parla fon
tion α. Cette fon
tion va don
 jouer un r�le fondamental dans l'amor-tissement à l'intérieur de M . Pourtant, les relations de dispersion numériquerévèlent que 
ela n'est pas vrai lorsqu'on dis
rétise le modèle PML. Malgréla dimension de M ou le 
hoix de α, des ré�exions parasites reviendront dansle modèle physique V en raison de la dispersion des ondes. Autrement dit,la dispersion numérique entraîne le fait que le milieu absorbant M n'est plusparfaitement 
ouplé ave
 le milieu physique V , 
omme le prédit la théoriedans un 
ontinuum. Les systèmes d'équations dé
ouplés pour l'absorptiondans les dire
tions 
artésiennes pour la formulation vitesse-
ontrainte (équa-tions 3.1 en 2D, et équations 1.82 en 3D) sont présentés par Collino & Tsogka(2001, équation 12) et par Mar
inkovi
h & Olsen (2003, annexe A2) respe
-tivement en 2D et 3D. Les équations en di�éren
es �nies 
orrespondantes,dis
rétisées dans la grille en quin
on
e standard, se trouvent dans 
es mêmestravaux.Un atout de mon implémentation des 
onditions de radiation PML ré-side dans l'é
onomie de mémoire. La façon la plus dire
te d'implémenter
es 
onditions dans un 
ode DF 
onsiste à réaliser le dé
ouplage du sys-tème d'équations (voir système 1.115) dans tout le domaine numérique, y
ompris l'espa
e physique du problème. Autrement dit, dé
larer un tableaude la taille de tout le domaine numérique par sous-
omposante des 
hamps
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialessolution, puis amortir les sous-
omposantes qui doivent être amorties à l'in-térieur de la 
ou
he PML. Ce pro
édé implique un gaspillage de mémoiretrès important. En e�et, je ne dé
ouple alors le système d'équations qu'àl'intérieur de la 
ou
he PML. C'est-à-dire, à l'intérieur du milieu physique,le système d'équations reste 
elui d'origine (équations 1.82) sans avoir be-soin d'un sto
kage supplémentaire de données asso
ié au dé
ouplage. Pourmieux 
omprendre le béné�
e de 
ette astu
e informatique, j'ai fait des esti-mations théoriques de mémoire ré
lamée par l'implémentation PML dire
te(où les 
hamps solution sont dé
omposés dans tout le domaine numérique) etpar l'implémentation optimisée que j'ai nommée � 
ristallographique �, grâ
eau repérage indi
iel des 
omposantes à l'intérieur de la 
ou
he absorbante(Figure 1.21).Les équations permettant d'estimer la mémoire de 
al
ul ré
lamée pour
ha
une des deux implémentations ont été établies pour le 
as spé
i�que d'unespa
e 
ubique. C'est-à-dire que les deux seuls paramètres indépendants pourune telle estimation sont � nsp �, le nombre de points de la grille numériquequi détermine l'épaisseur de la 
ou
he PML et � n �, le nombre de points quidétermine la longueur de 
haque 
�té du milieu physique (voir Figure 1.21).Voi
i les équations tenant 
ompte de l'allo
ation de mémoire des prin
ipauxtableaux utilisés pour résoudre le système d'équation 1.82 :
Mem = 124

[
n + 2(nsp)

]3 (1.129a)
Mem′ = 124

[
n + 2(nsp)

]3 − 60n3 (1.129b)où Mem et Mem′ représentent, respe
tivement, la mémoire vive en o
tetsré
lamée par le 
ode PML dire
t et par le 
ode PML 
ristallographique.La Figure 1.22 (gau
he) montre, pour une épaisseur donnée de la 
ou
hePML (i.e., nsp égal à 10 points), la 
roissan
e de mémoire vive (Gigao
tets)en fon
tion de n pour les deux 
odes. A droite, la Figure 1.22 montre lepour
entage de mémoire solli
itée par le 
ode PML 
ristallographique parrapport à 
elle du 
ode PML dire
t. Pour n plus grand que 300, l'é
onomiede mémoire est de plus de 40%. L'é
onomie de mémoire est de plus en plusimportante au fur et à mesure que n est plus grand, mais aussi dans la mesureque la 
ou
he d'absorption s'amin
it (i.e. quand nsp tend vers zéro). A lalimite, lorsque la 
ou
he PML disparaît (nsp égal à zéro, pas d'absorption)l'é
onomie de mémoire est maximale et égale à 49.4% pour tout n.1.5.2.2 Sour
e IsotropePour étudier l'e�
a
ité de l'implémentation 3D des 
onditions d'absorptionPML, j'ai 
onsidéré des ondes ex
itées par une sour
e isotrope se propageant
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Fig. 1.22: A gau
he : estimation de la mémoire vive ré
lamée (Gigao
tets)par le 
ode PML dire
t (équation 1.129a) et par le 
ode PML 
ristallogra-phique (équation 1.129b). A droite : pour
entage de mémoire vive relativedu 
ode PML optimisé (
ristallographique) par rapport au 
ode PML dire
t.Voir Figure 1.21 pour les paramètre n et nsp.à l'intérieur des milieux in�nis homogènes et hétérogènes. Dans tous les 
as,les six fa
es extérieures du milieu physique sont en 
onta
t ave
 une 
ou
hed'absorption PML. A�n d'imposer une ex
itation isotrope (i.e. explosive), lafon
tion sour
e s(x, y, z, t) a été additionnée au 
ours du temps aux 
ompo-santes normales du tenseur des 
ontraintes τxx, τyy et τzz. Le support spatialde la sour
e tridimensionnelle est donné par la fon
tion gaussienne
s(x, y, z) = e−[(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2]/σ2

s (1.130)où x0, y0 et z0 sont les 
oordonnées du 
entre de la sour
e est σs est leparamètre d'é
helle spatial qui détermine la dimension de la sour
e. σs a été
hoisi égale à 333m dans tous les 
as, valeur qui se traduit par un supportsphérique d'environ 2km de diamètre (voir Figure 1.29 dans le 
as d'un milieuhétérogène à trois 
ou
hes). Le support de la sour
e 1.130 est normalisé parrapport à sa valeur maximale (i.e. pour x = x0, y = y0 et z = z0, le 
entre dela sour
e) de telle sorte qu'il y soit égale à un. Con
ernant le volet temporelde l'ex
itation, la fon
tion sour
e est une ondelette donnée par la dérivéepremière d'une fon
tion gaussienne (Figure 1.23), 
'est-à-dire :
s(t) = −

[
2(t − t0)/σ2

t

]
e−[(t−t0)2]/σ2

t (1.131)où σt représente le paramètre d'é
helle temporel qui détermine la durée del'ex
itation. Dans toutes les simulations réalisées dans 
ette se
tion, σt a été
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialespris égale à 0.17 donnant lieu à une ex
itation d'environ 1s (Figure 1.23).Comme le montre la Figure 1.23, la valeur absolue maximale de l'ondelettea été �xée à 1Pa.1.5.2.3 Test d'Absorption : Énergie Mé
anique

Temps (s)
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o
n
tr
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n
te

 (
P

a)

Fig. 1.23: Ondelette utiliséepour l'ex
itation des sour
es iso-tropes, donnée par la dérivée pre-mière d'une fon
tion gaussienne(équation 1.131).

A�n de 
omprendre le r�le que joue l'é-paisseur de la 
ou
he PML ainsi que 
eluide la fon
tion d'amortissement α(x, y, z)(équation 1.128) et de trouver les paramèt-res d'absorption optimale, j'ai quanti�é,pour di�érents 
as, l'énergie mé
aniquerésiduelle non absorbée par les 
onditionsde radiation PML. Pour 
ela, j'ai d'abord
onsidéré un espa
e homogène, dans le-quel une onde P sphérique se propagedepuis la sour
e jusqu'à la 
ou
he d'ab-sorption et puis un modèle hétérogène,
onstitué de deux demi-espa
es, donnantlieu à des ondes P et S ainsi que desondes 
oniques également amorties dansla 
ou
he PML. Il a fallu premièrementquanti�er, dans les deux 
as, l'énergie to-tale fournie par la sour
e et deuxième-ment quanti�er, à partir de 
ette valeur, le pour
entage d'énergie non ab-sorbée par la 
ou
he PML, E
(%)
m , à un temps donné te. J'ai dé�ni l'instant

te 
omme l'instant où la dernière onde S atteint le point de la 
ou
he d'ab-sorption le plus éloigné de la sour
e.Or, si le milieu est élastique et V est le volume de l'espa
e physique, alorsl'énergie mé
anique du milieu, Em, est dé�nie 
omme l'intégrale dans V dela somme de l'énergie 
inétique, Ek, plus l'énergie élastique (ou potentielle),
Eu, 
'est-à-dire

Em

∣∣∣
V

=

∫∫∫

V
(Ek + Eu)dV. (1.132)L'énergie 
inétique d'un volume di�érentiel de masse est donnée par :

Ek

∣∣∣
dV

=
1

2
ρ
∥∥vi

∥∥2
dV (1.133)où ρ est la masse volumique du milieu et vi est le ve
teur vitesse de la masse.Par ailleurs, l'énergie élastique d'un volume di�érentiel de masse est donnée
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiespar :
Eu

∣∣∣
dV

=
1

2
τijeijdV (1.134)où τij est le tenseur de 
ontrainte et eij est le tenseur de déformation dé�nipar 1.70. Puisque le s
héma numérique résout la formulation en vitesse-
ontrainte dans la grille partiellement en quin
on
e (voir Figure 1.10 et se
-tion 1.4.3), le 
al
ul de l'énergie 
inétique est immédiat via les n÷uds devitesse où l'on 
onnaît aussi la masse volumique ρ. En revan
he, le 
al
ulde l'énergie élastique n'est pas aussi simple. Pour la 
al
uler, il est possibled'exprimer les deux tenseurs de l'équation 1.134 uniquement en terme duve
teur de dépla
ement, ui, en utilisant les expressions 1.73 et 1.70. Ainsi,pour 
onnaître Eu dans les noeuds de vitesse il faut interpoler les valeurs de

λ et µ et intégrer le ve
teur vi dans le temps. Cependant, il paraît plus senséde tout exprimer en terme des 
ontraintes et de 
al
uler l'énergie élastiquedans la grille où se trouvent à la fois les 
onstantes de Lamé et le tenseur τij .De 
ette manière on évite des interpolations et des intégrations temporelles.La loi de Hooke d'un 
ontinuum élastique et isotrope, donnée par l'ex-pression 1.73, peut être reformulée en isolant le tenseur de déformation eij .Dans 
e 
as, eij peut être exprimé en fon
tion de τij , de la relation de Poisson,
ν, et du module de Joung, E, 
omme :

exx = Aτxx − B(τyy + τzz) (1.135a)
eyy = Aτyy − B(τxx + τzz) (1.135b)
ezz = Aτzz − B(τxx + τyy) (1.135
)pour les 
omposantes normales de la déformation, où A = 1/E et B = ν/E,et 
omme :

eij = Cτij(1 − δij) (1.135d)pour les 
omposantes 
isaillantes, où C = (1 − ν)/E et δij est la delta deKrone
ker25. Si l'on développe les indi
es de l'expression 1.134 et substitueles 
omposantes du tenseur de déformation par les équations 1.135, aprèsavoir simpli�é les termes, on obtient l'expression pour l'énergie élastiqued'un point quel
onque de l'espa
e, uniquement en terme de 
ontraintes :
Eu = 0.5A(τ2

xx + τ2
yy + τ2

zz)− (1.136)
B(τxxτyy + τxxτzz + τyyτzz)+

C(τ2
xy + τ2

xz + τ2
yz).25δij = 1 pour i = j et δij = 0 pour i 6= j.
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions InitialesLes relations entre ν et E et les 
onstantes de Lamé sont données par (Fung,1977, page 217)
ν =

λ

2(λ + µ)
et E =

µ(3λ + 2µ)

λ + µ
.Les 
onstantes A, B et C peuvent don
 être exprimées en fon
tion des pa-ramètres λ et µ 
omme :

A =
λ + µ

µ(3λ + 2µ)
(1.137a)

B =
λ

µ(6λ + 4µ)
(1.137b)

C =
1

2µ
. (1.137
)En substituant 
es trois 
onstantes dans l'expression 1.136, on peut �nale-ment 
al
uler Eu à partir des quantités 
onnues dans les n÷uds de 
ontraintesde notre grille partiellement en quin
on
e.Comme l'équation 1.132 le signale, l'intégrale volumique de la sommede Ek et Eu, respe
tivement déterminées dans les grilles de vitesse et de
ontrainte, permet don
 d'estimer l'énergie totale mé
anique du système.Prenons 
omme premier 
as d'analyse la propagation d'une onde ex
itée au
entre d'un milieu 
ubique de 16km de 
oté, enveloppé par une 
ou
he d'ab-sorption ayant une épaisseur H égal à 1km. Les propriétés élastiques dumodèle sont données dans le tableau 1.2 en termes de vitesse de propagationdes ondes et de masse volumique. Les 
onstantes de Lamé, λ et µ, sont dé-terminées à partir de vp, vs et ρ à travers les relations 1.79. Les paramètresnumériques pour la dis
rétisation spatiale et temporelle du problème sont

h = 100m et ∆t = 0.01s. Dorénavant, 
es deux paramètres ne seront plusmentionnés dans 
ette se
tion puisque la même dis
rétisation a été 
onsidé-rée dans toutes les simulations présentées ultérieurement. Étant donné lesdimensions du modèle établies pré
édemment, une telle dis
rétisation im-plique que n = 161 et nsp = 10 (voir Figure 1.21).
vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)2300 4000 2500Tab. 1.2: Stru
ture de vitesses d'un milieu homogène in�ni. vp et vs sont,respe
tivement, la vitesse de propagation des ondes P et des ondes S, et ρest la masse volumique.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es FiniesSi le milieu physique V est borné dans la dire
tion x par les plans Γ =
±xΓ, alors la fon
tion d'amortissement α(x, y, z) utilisée le long de tout 
etravail est dé�nie, pour une absorption dans la dire
tion x (équation 1.117),
omme (Operto et al., 2002)

α(x) = 1 − cos

[
arccos(κ) · x′

H

] (1.138)où x′ = |x − xΓ| pour |x| ≥ |xΓ|, H est l'épaisseur de la 
ou
he PML, et
0 ≤ κ ≤ 1. Le paramètre κ va don
 
ontr�ler la 
ontra
tion du 
osinusà l'intérieur de la 
ou
he d'absorption. Si κ = 1 alors α = 0 pour tout
|x| ≥ |xΓ|, 
'est-à-dire, qu'il n'y a pas d'amortissement. Si κ < 1, alors ily a une 
roissan
e de la fon
tion α depuis la valeur α = 0 dans x = ±xΓ,jusqu'à la valeur α = κ dans les limites extérieures de la 
ou
he PML (i.e.dans x = ±[xΓ + H]). Les fon
tions d'amortissement dans les dire
tion yet z, respe
tivement α(y) (équation 1.119) et α(z) (équation 1.120), sont
onstruites de la même façon que 
elle pour la dire
tion x.La Figure 1.24 montre une su

ession d'instantanés de la 
omposanteverti
ale du 
hamp de vitesses. Les images 
orrespondent au mouvementdans le plan y = y0 qui passe à travers le 
entre de la sour
e (voir équation1.130). Le s
héma numérique utilisé est d'ordre O

[
(∆t)2, h2

] (i.e. équationsen di�éren
es 1.104), et la valeur du paramètre d'amortissement κ est égale à0.5. Puisqu'il s'agit d'une sour
e isotrope à l'intérieur d'un espa
e homogène,l'ex
itation donne uniquement lieu à une onde P sphérique qui se propageradialement ave
 une atténuation géométrique proportionnelle à 1/r, où rest la distan
e entre le front d'onde et la sour
e (
omparer l'instantané aumoment t = 1.4s ave
 
elle à l'instant t = 2.8s). A l'instant t = 2.8s l'onde
ommen
e à entrer dans la 
ou
he PML au milieu des parois du modèle.L'e�a
ement su

essif et dé�nitif de l'onde à la �n est visible dans les troisderniers instantanés à l'é
helle utilisée.L'absorption d'énergie sismique, manifeste sur la Figure 1.24, peut êtreregardée de plus près en quanti�ant l'évolution temporelle de l'énergie mé
a-nique du système (i.e., de l'espa
e physique V ayant dans 
e 
as un volumeégale à 163km3). La Figure 1.25 montre, au 
ours du temps, l'évolution del'énergie mé
anique Em ainsi que des énergies 
inétique et élastique (voiréquations 1.132, 1.133 et 1.134). A la �n de l'ex
itation, environ à l'instant
t = 1s, l'énergie mé
anique totale fournie au système peut être quanti�ée.Comme l'indique la �è
he horizontale, 
ette valeur est égale à Etot

m = 4.62J .L'énergie mé
anique ainsi que sa partition en Ek et Eu restent 
onstantesjusqu'au moment où le front d'onde atteint la frontière Γ, environ 2s aprèsl'initiation de la sour
e.
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Fig. 1.24: Instantanés dans le plan y = y0 de la 
omposante verti
ale du
hamp de vitesse (vz) ex
ité par une sour
e isotrope (voir équation 1.130et Figure 1.23) dans un milieu homogène dont les propriétés élastiques sont
elles spé
i�ées dans le tableau 1.2. S
héma numérique d'ordre (2, 2) ave

nsp = 10 (voir Figure 1.21) et κ = 0.5 (voir équation 1.138).
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Fig. 1.25: Évolution tem-porelle des énergies 
inétique(Ek), élastique (Eu) et mé
a-nique (Em = Ek + Eu) à l'in-térieur de l'espa
e physiquede la simulation montrée dansla �gure pré
édente 1.24 (voiréquation 1.132).

Notons la partition énergétique équitable da-ns 
e milieu. Puis, l'énergie du système di-minue jusqu'à un niveau très bas (Em <
6× 10−6J) à l'instant t = 4.6s, moment au-tour duquel la traînée de l'onde P atteint lepoint plus éloigné de Γ.Les os
illations que l'on trouve dans lesfon
tions énergétiques entre 0s et 1s sont
lairement reliées à la fon
tion sour
e impo-sée au milieu via les 
ontraintes normales.L'ondelette utilisée (Figure 1.23) impliqueune expansion du milieu suivie d'une 
ontra
-tion. C'est-à-dire, une a

élération positiveet puis négative des parti
ules à l'intérieurdu support sphérique de la sour
e. Cet e�etest visible dans la fon
tion Ek où le tauxd'énergie 
inétique devient négatif autourdes instants t = 0.6s et t = 0.9s. Par ailleurs,puisque l'énergie élastique du système, dé�-nie par 1.134, peut être interprétée 
ommeun travail e�e
tué sur les parti
ules du mi-lieu, lorsque la for
e appliquée 
hange designe 0.5s après l'initiation (voir Figure 1.23),la sour
e � aspire � de l'énergie à l'intérieurde son support spatial. Cet e�et, ave
 les re-bonds élastiques asso
iés, sont visibles dansl'évolution de l'énergie élastique Eu. Le bi-lan énergétique du système est don
 per-turbé pendant l'ex
itation, 
omme le montrela 
ourbe de l'énergie mé
anique Em.Pour quanti�er l'e�
a
ité de l'absorp-tion des 
onditions de radiation PML onpeut 
al
uler, à un instant donné su�sam-ment tardif, le pour
entage d'énergie mé
a-nique résiduelle, E

(%)
m , par rapport à Etot

m .Ce 
al
ul peut être e�e
tuer pour di�érentesépaisseurs de la 
ou
he PML (i.e. di�érentesvaleurs de nsp) a�n d'évaluer l'in
iden
e de 
e paramètre dans l'absorptiondes ondes. La Figure 1.26 montre, pour une valeur de κ égale à 0.5, le pour-
entage d'énergie résiduelle à l'instant t = 4.6s qui, 
omme il a été déjà men-
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialestionné, 
orrespond approximativement au moment où la traînée de l'onde Patteint le point le plus éloigné de Γ. Cet instant a lieu bien avant que lesprin
ipales ondes ré�é
hies dans la 
ou
he PML atteignent une deuxième foisla frontière Γ.
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Fig. 1.26: Pour
entage de l'énergie mé
anique résiduelle E
(%)
m non absorbéepar les 
onditions de radiation PML à l'instant t = 4.6s dans le milieuhomogène 
orrespondant au tableau 1.2, en fon
tion de l'épaisseur de la
ou
he PML donnée par nsp (voir Figure 1.21). κ est dé�ni dans l'équation1.138.Les valeurs de E

(%)
m pour des épaisseurs diveres de la 
ou
he PML depuis

200m jusqu'à 2000m (i.e. pour nsp = 2, 5, 10, 15, 20) présentent une dé
rois-san
e exponentielle. Dans le 
as où la 
ou
he ne possède que deux n÷uds,le pour
entage d'énergie résiduelle est d'environ 5%. Rapidement il dé
roîtpour atteindre des valeurs de 2 × 10−3% et 3 × 10−6% respe
tivement pour
nsp = 10 et nsp = 20. Par 
onséquent, 
e test montre que l'implémenta-tion de la te
hnique d'absorption PML rend des résultats ex
ellents dans les
onditions 
hoisies et les paramètres 
onsidérés. Cependant, on est loin d'unesituation di�
ile pour l'absorption des ondes ave
 la te
hnique PML : il s'agitd'une onde P se propageant dans un espa
e homogène ave
 un 
ontenu fré-quentiel restreint. Vis-à-vis d'autres te
hniques d'absorption, le fa
teur quirend intéressant les résultats de 
e test est la variabilité de l'angle d'in
i-den
e de l'onde sur Γ. Étant donné que le front d'onde est sphérique, 
etangle varie le long des fa
es extérieurs du modèle entre 0◦ et 45◦.Or, le problème de l'absorption en présen
e d'interfa
es entre milieuxdi�érents est 
onnu pour poser plus de problèmes (e.g., Chew & Liu, 1996,Mar
inkovi
h & Olsen, 2003, Festa & Nielsen, 2003). Pour 
ette raison j'ai
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Fig. 1.27: Instantanés sur le plan y = y0 de la 
omposante verti
al du
hamp de vitesse (vz) ex
ité par une sour
e isotrope (voir équation 1.130 etFigure 1.23) dans un milieu hétérogène 
onstitué de deux demi-espa
es dontles propriétés élastiques sont données dans le tableau 1.3. S
héma numériqued'ordre (2, 4) ave
 nsp = 10 (voir Figure 1.21) et κ = 0.5 (équation 1.138).
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesréalisé un test énergétique, similaire à 
elui dé
rit pré
édemment, en tenant
ompte d'un modèle hétérogène 
onstitué de deux demi-espa
es. La géomé-trie du problème est la même sauf pour l'interfa
e entre les deux milieux quipasse à travers la sour
e isotrope sur le plan z = z0. Les propriétés élastiquesdu demi-espa
e supérieur (D1) et du demi-espa
e inférieur (D2) sont donnéesdans le tableau 1.3.Demi-Espa
e vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)D1 2500 4330 2156D2 3500 6000 2690Tab. 1.3: Stru
ture de vitesses d'un milieu hétérogène à deux 
ou
hes. vp et
vs sont, respe
tivement, la vitesse de propagation des ondes P et des ondes
S, et ρ est la masse volumique.La Figure 1.27 montre une su

ession d'instantanés de la 
omposanteverti
ale du 
hamp de vitesses vz. Les images 
orrespondent au mouvementdans le plan y = y0 qui passe à travers le 
entre de la sour
e. L'épaisseur dela 
ou
he d'absorption est de 1km (i.e. nsp = 10) et la valeur du paramètred'amortissement κ est égale à 0.5. Contrairement à la démar
he suivie dans le
as de l'espa
e homogène, pour l'analyse dans le milieu hétérogène j'ai utiliséun s
héma numérique d'ordre supérieur. J'ai appliqué don
 les équations endi�éren
e B.1 qui possèdent une pré
ision à l'ordre O

[
(∆t)2, h4

]. Puisquela dis
rétisation spatiale et temporelle du modèle est toujours la même, le
hoix des opérateurs en di�éren
es �nies devrait améliorer l'absorption dansla mesure où ils réduisent la dispersion numérique. Bien que la sour
e soitisotrope, étant donné qu'elle s'étale le long d'environ 2km, la présen
e del'interfa
e produit des ondes réfra
tées de volume P et S sphériques ainsique des ondes S 
oniques (voir Figure 1.27). Bien entendu, l'amplitude desondes dans le demi-espa
e supérieur (D1) est beau
oup plus importante quedans la partie inférieure (D2) où les ondes se propagent plus rapidement. Lesondes 
oniques sont générées en raison de la moitié de la sour
e qui se trouveau dessus de l'interfa
e, à l'intérieur de D1. Elles ne sont que la réfra
tiondes ondes P transmises dans le milieu de grande vitesse de propagation.Autrement dit, si la sour
e se trouvait entièrement à l'intérieur du milieuD2, au
une onde 
onique n'aurait lieu. Malgré la diversité des ondes que l'ontrouve dans 
et exemple, balayant un grand nombre d'angles d'in
iden
e en
Γ, l'énergie sismique disparaît au fur et à mesure qu'elle atteint la 
ou
hePML (voir instantanés en t = 2s, t = 2.5s et t = 4s). A l'instant t = 6s,les ondes ont visiblement disparu à l'é
helle utilisée dans la �gure qui estd'ailleurs la même é
helle que 
elle de la Figure 1.24.
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Fig. 1.28: Pour
entage de l'énergie mé
anique résiduelle (E(%)
m ) non absor-bée à l'instant t = 5.5s par la 
ondition de radiation PML dans le milieuhétérogène spé
i�é dans le tableau 1.3, en fon
tion de l'épaisseur de la 
ou
hed'absorption (nsp, Figure 1.21) et du paramètre d'amortissement κ (équation1.138). Le s
héma numérique utilisé est d'ordre (2, 4).De la même façon que je l'ai fait dans le 
as homogène, il est possibled'analyser l'évolution énergétique du système à mesure que les ondes sontamorties par la 
ondition de radiation PML (Figure 1.25). Pourtant, ayant
omme but l'optimisation de la performan
e des 
onditions d'absorption, j'aiplut�t dé
idé de réaliser une exploration d'une telle performan
e en fon
tiondes deux prin
ipaux paramètres impliqués : l'épaisseur de la 
ou
he PML (i.e.

nsp) et le paramètre d'amortissement κ. Toujours pour le s
héma d'ordre
(2, 4), la Figure 1.28 présente ainsi les résultats issus de 
ette exploration enterme du pour
entage d'énergie mé
anique non absorbée à l'instant t = 5.5s.Cet instant 
orrespond approximativement au moment où la traînée de ladernière onde du demi-espa
e D1 atteint Γ (voir deux dernières instantanésde la Figure 1.27).Dans 
e 
as, l'énergie totale mé
anique Etot

m inje
tée au système est égale
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesà 2.85J . Il est intéressant de remarquer que 
ette valeur est environ 1.6fois inférieure à 
elle déterminée dans l'espa
e homogène (4.62J), alors quel'ex
itation dans les deux 
as est la même. Ce fait est une 
onséquen
e du
ontraste des propriétés élastiques entre le milieu hétérogène et le milieuhomogène dont la raideur, reliée aux vitesse de propagation des ondes àtravers les relations 1.79, est moins importante (
omparer les tableaux 1.2 et1.3). Du 
oup, l'appli
ation de la même fon
tion sour
e sur les 
ontraintesdans les deux modèles provoque des déformations et des a

élérations (etvitesses) des parti
ules plus importantes dans le 
as homogène ayant unein
iden
e dire
te dans l'énergie du système (voir équation 1.132 et 
elles quisuivent).Bien que les pour
entages a�
hés sur la Figure 1.28 soient plusieurs ordrede magnitude plus grands que 
eux déterminés dans l'espa
e homogène26(Figure 1.26), l'énergie résiduelle reste au dessous du 0.3% dans un rang devaleurs 
onsidérablement grand. Il faut noter l'insensibilité de l'absorption àdes valeurs aussi di�érentes des deux paramètres, manifestée par l'ampleurde la bande grise plus 
laire. En même temps, on voit une 
hute assez rapidede E
(%)
m au dessous du seuil de 5 pour nsp, et au dessus du seuil de 0.7 pour κ.A partir de 
e 
onstat on peut don
 
on
lure que des valeurs de nsp ≥ 5 et de

0.1 ≤ κ ≤ 0.7 devraient rendre une absorption optimale. Sans perdre de vuela performan
e informatique du 
ode 3D, dans les simulations présentées parla suite, j'ai systématiquement pris nsp = 10 et κ = 0.5 
omme le meilleur
ompromis entre la qualité de l'absorption et les ressour
es informatiques(mémoire et temps de 
al
ul) demandées par la te
hnique PML.1.5.2.4 Test d'Absorption : SismogrammesL'information rapportée dans les Figures 1.26 et 1.28 ne permet pas de visua-liser l'évolution de l'absorption au 
ours du temps. Ce point est parti
uliè-rement important 
ar les sismogrammes, matière première des sismologues,sont l'histoire temporelle du mouvement du milieu. Pour 
ette raison, dansles pro
hains paragraphes, je présente les résultats de deux tests où des sis-mogrammes ont été 
al
ulés près de la 
ou
he d'absorption. Dans le premiertest, la sour
e est pla
ée à l'intérieur du milieu homogène 
onsidéré pré
é-demment dans l'analyse énergétique (tableau 1.2). Dans le deuxième, elle setrouve dans un milieu hétérogène à trois 
ou
hes (tableau 1.4). Les dimen-sions des modèles physiques ainsi que la disposition de la sour
e par rapportaux 
apteurs dans les milieux sont exa
tement les même dans les deux tests26Les valeurs à l'intérieur de la bande grise plus 
laire (i.e. 
elles entre 0% et 0.3%) setrouvent, sans ex
eption, dans le voisinage de 0.26 ± 0.01%.
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finies(Figure 1.29). En fait, la seule 
hose qui 
hange entre eux est la stru
ture devitesse.La Figure 1.29 montre la géométrie du problème. Le 
entre de la sour
e,toujours isotrope, se trouve au milieu du modèle physique à une distan
e de
2km de la ligne de 
apteurs. Cette ligne, de 5km de longueur, possède 51
apteurs équidistants disposés verti
alement, dont 
elui 
entral est 
ontenudans le plan z = z0. La distan
e la plus 
ourte entre les 
apteurs et la 
ou
hePML est de 1km dans la dire
tion x. Dans le 
as du milieu hétérogène, lasour
e est pla
ée au 
entre de la 
ou
he C2 (tableau 1.4).
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Fig. 1.29: Vue latérale (gau
he) et vue en plan (droite) du modèle hétéro-gène à trois 
ou
hes (C1, C2 et C3). Pla
ée au 
entre, une sour
e isotropedont le support spatial est donné par une fon
tion gaussienne normalisée parrapport au sommet (dégradé 
ir
ulaire en gris). Le modèle est enveloppé parla 
ou
he d'absorption PML.Pour estimer la performan
e des 
onditions de radiation PML à partir dessismogrammes obtenus dans les 51 
apteurs, j'ai tout simplement soustraitles signaux 
al
ulés dans les même points d'observation mais dans un es-pa
e physique in�ni27. Autrement dit, si Spml représente les sismogrammesobtenus dans la ligne de 
apteurs en présen
e de la 
ou
he PML (Figure1.29), et Sinf représente les sismogrammes obtenus dans les mêmes endroitsmais dans un milieu in�ni (i.e. sans 
onditions de radiation), alors j'ai évalué27C'est-à-dire, dans un modèle où la frontière Γ est tellement loin que les éventuellesré�exions parasites dans la 
ou
he PML n'ont pas le temps d'atteindre les 
apteurs dansla durée de la simulation.
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesl'absorption au 
ours du temps à travers des sismogrammes résiduels, Sres,dé�nis 
omme
Sres = ξ (Spml − Sinf ) (1.139)où ξ n'est qu'un fa
teur d'ampli�
ation qui permettra d'estimer le pour-
entage d'erreur asso
ié à l'énergie sismique non absorbée. A�n d'avoir unautre repère de 
omparaison pour les deux tests, j'ai aussi 
al
ulé des sis-mogrammes dans la 
on�guration �nie de la Figure 1.29 pour α(x, y, z) = 0,
'est-à-dire sans amortissement (équation 1.122).En 
e qui 
on
erne le premier test, la Figure 1.30 présente ainsi les sis-mogrammes 
al
ulés sans amortissement dans le milieu homogène (tableau1.2), nommés aussi dorénavant � sismogrammes sans PML �. Juste aprèsle passage de l'onde P dire
te, environ 2s après l'initiation de la sour
e,une multitude d'ondes ré�é
hies dans la limite extérieure du modèle numé-rique arrive aux 
apteurs. Ces ondes sont polarisées de façon in
ohérente etvoyagent dans tous les sens. Une preuve est le signal aussi important dans la
omposante vy où nul mouvement devrait être enregistré. L'amplitude desondes parasites est du même ordre que 
elle de l'onde dire
te (même des foissupérieure, voir 
omposante vz à l'instant t = 2s, par exemple). En l'absen
edes 
onditions de radiation dans les limites extérieures du modèle physique,l'énergie sismique reste piégée indé�niment à l'intérieur de lui même.Si l'on applique les 
onditions d'absorption PML ave
 les paramètresoptimaux déterminés dans la se
tion pré
édente, 
'est-à-dire ave
 nsp = 10et κ = 0.5, les sismogrammes résultants sont montrés sur la Figure 1.31. Cessignaux parlent d'eux-mêmes. A l'é
helle de la �gure, qui est d'ailleurs lamême que 
elle de la Figure 1.30, on ne distingue que l'onde P dire
te dansles 
omposantes où elle induit un mouvement (i.e. dans les 
omposantes vx et

vz). Au
un signal n'est enregistré, ni dans la 
omposante vy le long de toute laligne de 
apteurs, ni dans le 
apteur 
entral de la 
omposante verti
ale vz. Ilne faut pas perdre de vue que les 
apteurs qui se trouvent vers le début et versla �n de la ligne sont plut�t sujets à la 
ondition d'absorption PML des arêtesdu modèle numérique (régions bleus, Figure 1.21), alors que les 
apteurspro
hes du 
entre sont prin
ipalement sujets à la 
ondition d'absorption PMLdes fa
es du modèle numérique (régions jaunes, Figure 1.21). Comme je l'aidéjà montré antérieurement, 
es 
onditions sont di�érentes et pourtant lesrésultats semblent ne pas en dépendre. L'absorption semble être aussi e�
a
epartout.Pour quanti�er jusqu'à quel point l'absorption est e�
a
e, la Figure 1.32montre les sismogrammes résiduels ave
 un fa
teur d'ampli�
ation ξ = 100(équation 1.139). Leur amplitude est nettement inférieure à un pour 
ent
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Fig. 1.30: Sismogrammes 
al
ulés dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 àl'intérieur d'un espa
e homogène (tableau 1.2) sans l'appli
ation des 
ondi-tions d'absorption PML. Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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Fig. 1.31: Sismogrammes 
al
ulés dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 àl'intérieur d'un espa
e homogène (tableau 1.2) ave
 l'appli
ation des 
ondi-tions d'absorption PML. Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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Fig. 1.32: Sismogrammes résiduels 
al
ulés ave
 ξ = 100 (équation 1.139)dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 à l'intérieur d'un espa
e homogène(tableau 1.2). Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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1.5. Conditions aux Limites et Conditions Initialesde l'amplitude de l'onde dire
te (�gure pré
édente), globalement autour de
0.2% (voir par exemple l'onde se propageant du bas vers le haut entre 1set 4s dans la 
omposante vx). Bien qu'il reste très a

eptable, 
e pour
en-tage est supérieur à 
elui déterminé auparavant pour nsp = 10 via l'analyseénergétique (Figure 1.26).Respe
tant la même démar
he suivie dans le 
as homogène, les Figures1.33, 1.34 et 1.35 présentent les résultats obtenus dans le deuxième test oùl'on tient 
ompte d'un milieu hétérogène 
onstitué de trois 
ou
hes (tableau1.4). Dans l'ordre d'apparition, les trois �gures montrent don
 les sismo-grammes sans PML, les sismogrammes ave
 PML, et les sismogrammes rési-duels ave
 le même fa
teur d'ampli�
ation que dans le premier test ξ = 100.A première vue, on remarque, dans les Figures 1.33 et 1.34, une 
roissan
ede l'amplitude des ondes asso
iée aux propriétés élastique des trois 
ou
hesC1, C2 et C3. Le 
hangement de pente des alignements des arrivées révèleaussi 
es variations. Dans 
e modèle multi-
ou
hes, le nombre de phasespotentiellement 
apables d'exister est plus nombreux que dans tous les 
aspré
édents. A partir d'une seule onde dire
te ex
itée (onde P sphérique),des ondes de volume P et S ré�é
hies et réfra
tées dans les trois 
ou
hes,des ondes 
oniques dans la 
ou
he C2, ainsi que des réverbération d'ondessphériques en C2 à la fois réfra
tées vers C1 et C3, sont générées. Même desondes super�
ielles de Rayleigh peuvent avoir lieu. Pour 
e
i la le
ture dessismogrammes devient di�
ile.Quasiment au
une tra
e n'est distinguée sur la Figure 1.34 grâ
e à l'ap-pli
ation des 
onditions d'absorption. Même si globalement l'amplitude dessismogrammes résiduels est légèrement supérieure à 
elle 
orrespondant au
as homogène, elle reste toujours pro
he de 0.5% de l'amplitude du signalphysique (
omparer la 
omposante vz de la Figure 1.35 ave
 la même 
om-posante de la Figure 1.34). A partir de 
es résultats on peut en 
on
lureque l'absorption de l'implémentation des 
onditions de radiation PML en3D dans la grille partiellement en quin
on
e donne des résultats très satis-faisants. Cou
he Épaisseur (m) vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)C1 ∞ 2000 3464 1878C2 2000 2500 4330 2156C3 ∞ 3500 6000 2690Tab. 1.4: Stru
ture de vitesses d'un milieu hétérogène à trois 
ou
hes. vp et
vs sont, respe
tivement, la vitesse de propagation des ondes P et des ondes
S, et ρ est la masse volumique.
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Fig. 1.33: Sismogrammes 
al
ulés dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 àl'intérieur d'un espa
e hétérogène (tableau 1.4) sans l'appli
ation des 
ondi-tions d'absorption PML. Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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Fig. 1.34: Sismogrammes 
al
ulés dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 àl'intérieur d'un espa
e hétérogène (tableau 1.4) ave
 l'appli
ation des 
ondi-tions d'absorption PML. Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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Fig. 1.35: Sismogrammes résiduels 
al
ulés ave
 ξ = 100 (équation 1.139)dans les 51 
apteurs de la Figure 1.29 à l'intérieur d'un espa
e hétérogène(tableau 1.4). Composantes du 
hamp de vitesse vx, vy et vz.
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1.6. Con
lusions1.6 Con
lusionsLa pré
ision des s
hémas en DF est 
ontr�lée par S = c∆t/∆x, le numérode Courant, et dépend prin
ipalement de l'ordre des opérateur spatiaux. Plusl'ordre est élevé, plus le s
héma est pré
is (i.e. plus la dispersion numériqueest faible). La pré
ision d'un s
héma peut être exprimée en termes du para-mètre de dispersion Nλ = λ/∆x, 
'est-à-dire en termes du nombre de pointsde la grille par longueur d'onde minimale. Plus la méthode est pré
ise, moinsde points sont né
essaires pour dis
rétiser 
orre
tement un signal. Dans les
as multi-dimensionnels, la dispersion numérique dépend aussi de la dire
tionde propagation des ondes à travers la grille. Ce phénomène est 
onnu 
ommel'anisotropie du s
héma et est déterminé par le sten
il employé par la mé-thode (i.e. par la dis
rétisation spatio-temporelle des équations). Le numérode Courant est limité vers le haut par le seuil de stabilité de la méthode. Au-delà de 
e seuil les solutions ne sont plus bornées et subissent une 
roissan
eexponentiellement au 
ours du temps. En général, le seuil de stabilité estplus restri
tif dans les s
hémas d'ordre élevé. Globalement, un bon s
hémanumérique est 
elui qui à la fois minimise la dispersion (et l'anisotropie) etrelâ
he le seuil de stabilité. Ce
i se traduit par une bonne pré
ision à plushautes fréquen
es.La méthode en DF adoptée dans 
e travail dis
rétise un système d'équa-tions hyperboliques d'ordre un formulé en vitesse-
ontrainte sur une grillepartiellement en quin
on
e (GPQ). Cette grille pla
e indépendamment leve
teur de vitesse et le tenseur des 
ontraintes en deux points de l'espa
e sé-parés d'un demi-in
rément de la grille dans les trois dire
tions 
artésiennesainsi que dans le temps. Les opérateurs di�érentiels sont 
al
ulés à partirde la 
ombinaison linéaire de quatre opérateurs appliqués dans les quatredire
tions bisse
tri
es des axes 
artésiens. L'analyse de von Neumann pourle s
héma partiellement en quin
on
e à l'ordre (2, 2) en 3D indique que leseuil de stabilité dans 
e 
as est donné par le pas magique de dis
rétisation
∆x = vp∆t (i.e. même valeur que pour l'équation d'onde unidimensionnelle).Dans le 
as 3D, une analyse similaire à l'ordre (2, 4) montre que, au seuil destabilité, S = 0.86. Comparée à la valeur 
orrespondante pour la grille enquin
on
e standard introduite par Madariaga (1976) (GQS), elle est 1.7 foisplus élevée. Par ailleurs elle dépend uniquement des pas de dis
rétisation ∆xet ∆t, alors que dans la GQS elle dé
roît aussi d'un fa
teur 1/

√
m ave
 lenombre des dimensions m du problème.Con
ernant la dispersion du s
héma, les dire
tions d'erreur de vitessede phase maximales 
oïn
ident ave
 les dire
tions de dérivation diagonalesdes opérateurs spatiaux. Dans le 
as bidimensionnel, tournés de 45◦ l'un
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Chapitre 1. Propagation des Ondes en Di�éren
es Finiespar rapport à l'autre, les diagrammes d'anisotropie des GPQ et GQS sontexa
tement les mêmes hormis un fa
teur d'é
helle. Si l'in
rément spatial dela grille partiellement en quin
on
e est 
elui de la grille standard divisé par√
2 (i.e. la distan
e unitaire diagonale entre deux points de la grille 2D),alors 
e fa
teur est égal à un. Dans le 
as tridimensionnel, les diagrammesd'anisotropie de deux grilles ont une topologie très di�érente. Si l'in
rémentspatial de la grille partiellement en quin
on
e est 
elui de la grille standarddivisé par √3 (i.e. la distan
e unitaire diagonale entre deux points de la grille3D), alors l'erreur de vitesse de phase maximale dans la GPQ est d'environ30% inférieure à 
elle de la méthode standard. Globalement, la GPQ est don
toujours moins pré
ise que la GQS. Cependant, sa pré
ision 
omparée à 
ellede la grille standard dépend du nombre de dimensions du problème, et s'enappro
he le plus si le nombre de dimensions est égal à trois. Par exemple,à l'ordre quatre dans l'espa
e, la GPQ né
essite un paramètre de dispersion

Nλ & 7 en 2D et Nλ & 6 en 3D pour atteindre une bonne pré
ision, alorsque dans la GQS la 
ondition su�sante devient Nλ & 5 indépendamment dela dimension du problème.Les 
onditions de frontière sur la surfa
e libre en appliquant le forma-lisme hétérogène du va
uum dans la GPQ sont stables uniquement à l'ordredeux dans l'espa
e. Dans une surfa
e libre plane alignée ave
 les axes deréféren
e, les méthodes GPQ et GQS sont virtuellement équivalentes. Uné
hantillonnage d'environ Nλ ≥ 30 su�t dans les deux 
as pour atteindreune bonne pré
ision. Dans le 
as d'une interfa
e plane in
linée par rapportaux axes de référen
e, l'appro
he du va
uum dans la grille partiellement enquin
on
e est 
onsidérablement plus pré
ise que dans la grille en quin
on
estandard. Des bons résultats sont atteints ave
 la GPQ dans toutes les in
li-naisons si Nλ ≥ 60. Ces résultats suggèrent la né
essité d'implémenter desgrilles irrégulières près de la surfa
e libre et ou bien d'explorer l'adaptationde l'appro
he expli
ite des images a�n d'améliorer la pré
ision numérique.Les 
onditions de frontière mixtes (i.e. de Cau
hy) asso
iées à la rupturedynamique plane ont été établies pour les 
as des modes de déformation II(in-plane) et III (anti-plane), ainsi que pour le 
as général de déformation� multi-modale � (i.e. fra
ture 
ir
ulaire). Les appro
hes en di�éren
es �nies
réées pour modéliser la propagation dynamique d'une faille ont été 
lasséesen deux groupes selon la manière où les 
onditions de frontière sont véri�éessur la faille : les appro
hes par segment et les appro
hes par élément. Dansles appro
hes par segment le traitement des 
ondition aux limites sépare lemilieu en deux régions (e.g. à travers de n÷uds disjoints), une de 
haque
oté de la faille. Le mouvement des parti
ules dans 
haque région est donnéepar l'équation élastodynamique, résolue de façon indépendante dans 
haque
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1.6. Con
lusionsrégion. L'intera
tion entre les deux régions se produit de telle sorte queles 
onditions de frontière, établies par la loi 
onstitutive de frottement,soient véri�ées sur la faille. Autrement dis, dans les méthodes par segment,le s
héma d'intégration 
hange le long de la surfa
e de rupture. En revan
he,dans les appro
hes par élément, le s
héma d'intégration dans la zone de faillereste le même que dans le milieu de propagation, loin de la sour
e. C'est-à-dire, les 
onditions aux limites appliquées dans les modèles de zone defaille n'ont pas besoin d'un traitement 
omplexe. Au 
ontraire, elles restente�
a
es même dans le 
as de failles de géométries 
ompliquées ou bien desmilieux multi-fra
turés. Les appro
hes développées dans les 
hapitres 3 et 4font partie de 
ette famille de modèles.La mise au point des 
onditions aux limites de radiation � Perfe
tly Mat-
hed Layer � (PML) dans la grille partiellement en quin
on
e 3D a été réa-lisée (aussi en 2D, voir 
hapitre 3). L'implémentation de 
es 
onditions esttelle que les 
hamps sont uniquement dé
ouplés à l'intérieur de la 
ou
heextérieur d'absorption, raison pour laquelle une é
onomie de mémoire im-portante a été fait par rapport à l'implémentation dire
te ave
 dé
ouplagepartout. Des expressions 
on
rètes pour l'énergie mé
anique dans le GPQont été déduites et utilisées pour l'évaluation de l'absorption des 
onditionsPML. Les tests d'absorption en fon
tion de l'épaisseur de la 
ou
he dansun espa
e homogène ont révélés une 
roissan
e exponentielle de l'absorptionave
 une telle épaisseur. Un bon 
ompromis entre l'e�
a
ité d'absorption etla mémoire né
essité a été déterminé dans un espa
e hétérogène : dix pointde la grille d'épaisseur. Des tests à partir de sismogrammes résiduels à l'inté-rieur d'un milieu multi-
ou
hes ont montré que l'amplitude du signal ré�é
hipar la 
ou
he PML est inférieur à 1% de l'amplidude du signal in
ident.
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lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168L 'un des premiers 
onstats que l'on fait lors de l'inspe
tion d'une failleaprès l'o

urren
e d'un séisme est la grande déformation dans son voisi-nage. Si l'on quanti�e la déformation entre deux points se trouvant de partet d'autres de la surfa
e de rupture, on 
onstatera qu'une telle mesure estloin d'être 
elle d'un milieu linéairement élastique soumis aux variations des
ontraintes asso
iés à la rupture. Comme on a vu dans la se
tion 1.5.1.2, 
etterelaxation des 
ontraintes est une 
onséquen
e de la rupture du milieu don-nant lieu à la dis
ontinuité du 
hamp de dépla
ement sur la faille. Pourtant,à l'intérieur d'une zone enveloppant la surfa
e de rupture, on 
onstatera aussila présen
e d'un réseau de mi
ro fra
tures ainsi que des éventuelles �uagesde la ro
he. Dans 
ette zone d'endommagement, même si les dépla
ementssont 
ontinues par mor
eaux, ils dé
rivent souvent une déformation irréver-sible (i.e. plastique) (e.g., Re
hes & Lo
kner, 1994, Moore & Lo
kner, 1995,Dalguer et al., 2003a,b, Andrews, 2005). Globalement, tous 
es phénomènesfont que le milieu dans le voisinage des failles ne se 
omporte pas 
ommele stipule la loi de Hooke (équation 1.71). Autrement dit, la déterminationdu mouvement (i.e. de la déformation) près de la faille à partir de l'état des
ontraintes dévient un problème de 
omportement non-linéaire. En revan
he,le mouvement induit par la rupture (soit permanent soit transitoire) en de-hors de 
ette zone est prin
ipalement gouverné par la relation ρüi = τij,j(équation 1.78) entre l'a

élération et le gradient des 
ontraintes, ainsi quepar la relation linéaire entre les déformations et les 
ontraintes 
ara
térisantun matérielle élastique.
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture DynamiqueNégligeons l'e�et inélastique de la zone d'endommagement près de lafaille et réduisons la zone de rupture à une surfa
e Σ in�niment �ne où lestra
tions sont gouvernées par une loi 
onstitutive de frottement. La ré
ipro-
ité entre deux 
hamps de dépla
ement ui et wi (solutions de l'équation dumouvement) donnée par le théorème de Betti (Aki & Ri
hards, 2002, équa-tion 2.34) permet d'établir une relation entre un de 
es 
hamps, par exemplele 
hamp ui, et le ve
teur des tra
tions Ti appliqué sur 
ette surfa
e Σ. Enprenant le 
hamps wi = Gin(x, t; ξ, δ), où Gin sont les i 
omposantes dudépla
ement dans le point x de l'espa
e à l'instant t dues à l'appli
ationd'une for
e impulsive spatio-temporelle de dire
tion n dans le point ξ del'espa
e à l'instant δ (i.e. la fon
tion de Green) alors, en négligeant les for
esde volume, on obtient
ui(x, t) =

∫ t

0
dt

∫∫

Σ
Gin(x, t; ξ, δ)Tn(ξ, δ)dΣ. (2.1)Le 
hamp de dépla
ement ui peut également être exprimer suivant la fon
tionspatio-temporelle du glissement sur la surfa
e Σ : 
e sont les représentations
inématiques de la sour
e sismique. Cependant, l'expression 2.1 a l'avantagede faire le lien entre ui et les tra
tions Ti. C'est-à-dire que, grâ
e à l'équationintégrale 2.1, on a une des
ription physique (dynamique) du mouvementdu milieu. Or, si l'on 
onsidère un milieu homogène in�ni, des expressionsanalytiques exa
tes existent pour la fon
tion de Green. Par 
onséquen
e, lestra
tions ainsi que les dépla
ements peuvent être 
onnus les uns en fon
tiondes autres dans des points appartenant, par exemple, à la surfa
e Σ. Si lasurfa
e Σ représente une faille, alors on peut 
al
uler les dépla
ements (oule glissement) sur la faille asso
iés à une relaxation de 
ontraintes ∆τ ouvise versa. Bien que l'équation intégrale 2.1 (ou des variations d'elle-même)présente des hypersingularités lorsque ξ → x et δ → t, plusieurs méthodes derégularisation menant à l'obtention de noyaux non-singuliers ont permis dela résoudre pour simuler la rupture dynamique des séismes (e.g., Burridge,1969, Das & Aki, 1977b, Andrews, 1985, Das & Kostrov, 1987, Co
hard &Madariaga, 1994, Fukuyama & Madariaga, 1995, Tada & Yamashita, 1997,Kame & Yamashita, 1999, Ao
hi et al., 2000b, Lapusta et al., 2000).L'hypothèse la plus fondamentale de la modélisation dynamique des séismesest que les tra
tions et le glissement (ou sa dérivée) à l'intérieur de la zonerompue de la faille (région Σ1, Figure 1.19 page 92) sont reliés non pas par lethéorème de représentation 2.1 (i.e. l'équation du mouvement) mais par uneloi 
onstitutive de frottement. Ce
i signi�e que, pendant la rupture, l'évolu-tion des tra
tions sur le plan de faille dans Σ1, mais aussi partout ailleurs(Figure 1.19), dépend dire
tement de 
ette loi de frottement : les 
hamps
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2.1. Dynamique Ma
ros
opiqueévoluent autour de Σ1 en tenant 
ompte de la rhéologie linéaire du milieu etdu prin
ipe inertiel. Par 
onséquent, l'histoire de la rupture est déterminéeprin
ipalement par trois paramètre physiques : l'état de 
ontraintes initialesautour de la faille, les valeur des paramètres 
onstitutifs de la loi de frotte-ment sur la surfa
e 
assée et les propriétés physiques du milieu en dehors de
ette surfa
e.2.1 Dynamique Ma
ros
opiqueUn séisme n'est que l'instabilité d'un système physique le long d'une zonede faiblesse (i.e. une faille géologique). Lorsque le frottement (i.e. les tra
-tions Ti) sur le plan de faille éprouve des variations pendant le glissement,une instabilité peut se produire. Durant 
ette instabilité, une relaxation ra-pide des 
ontraintes a don
 lieu a

ompagnée d'un glissement soudain im-portant. Après la relaxation, une période de stabilité existe pendant laquellela faille subit un nouveau 
hargement de 
ontraintes avant d'expérimenterune nouvelle instabilité. Ce mé
anisme 
y
lique, où le frottement joue unr�le fondamental, est 
onnu sous le nom de � sti
k slip �. La 
ondition d'in-stabilité d'une faille peut être fa
ilement illustrée si l'on 
onsidère l'exempledessiné à gau
he sur la Figure 2.1. Un blo
, posé sur la surfa
e Σ, est tirépar une for
e F au travers d'un ressort de raideur K. La 
onstante K repré-sente les propriétés élastiques du milieu où se trouve la faille et F la for
edu frottement donnée par les tra
tions sur Σ. La for
e normale N est égaleau poids du blo
. L'évolution de F en fon
tion du dépla
ement du blo
 estreprésentée à droite de la Figure 2.1. Si 
ette évolution est telle que sa va-riation par rapport au dépla
ement (i.e. glissement, S) est supérieur à 
ellede la for
e opposée par le ressort (ligne droite de pente K), 
'est-à-dire si
∣∣∣∣
∂F

∂S

∣∣∣∣ > K, (2.2)alors une instabilité aura lieu puisque, étant di�érent de zéro, le bilan defor
es provoque une a

élération du blo
 (épisode entre les points A et B).Le blo
 retrouvera son état statique lorsqu'une a

élération de signe opposéesera présente (épisode entre B et C). Par 
onséquent, la 
ondition d'insta-bilité du système 2.2 dépend à la fois du frottement sur la surfa
e Σ et despropriétés élastiques de l'environnement (i.e. le ressort) qu'exer
e une 
hargesur le blo
 (i.e. sur la faille). En réalité, le frottement F sur Σ est fortementrelié à N à travers un 
oe�
ient µ dit de fri
tion. Or, 
e 
oe�
ient dépendà la fois de plusieurs variables 
omme le temps, le glissement, sa dérivéetemporelle ou bien des variables d'état (se
tion 2.2). Le frottement évolue
137



Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamique
A

B

C

Pente K

Force F

Glissement ( )S

F
o
rc

e

N

F

K

Fig. 2.1: Conditions d'instabilité dynamique d'un blo
 soumis à la for
ed'un ressort de raideur K. Phase d'a

élération du blo
 entre les points A etB (voir équation 2.2). Modi�é de (S
holz, 2002).don
 sur les failles permettant aux séismes de se produire dans des 
onditionsdivers.Bien que l'évolution des tra
tions sur la faille pendant un séisme peutêtre très 
omplexe, 
ertains e�ets ma
ros
opiques peuvent être dé
rits dela manière suivante. Prenons une faille 
ir
ulaire statique similaire à 
elledé
rite par la surfa
e Σ1 montrée sur la Figure 1.20 de la se
tion 1.5.1.2 (page92). Avant la rupture, la faille est soumise à une 
harge te
tonique τxz = τ0. Al'instant t initial, toute la faille se rompe brutalement en éprouvant une 
hutede la 
ontrainte instantanée ∆τ = τ0 − τs, où τs est le niveau de frottementdynamique. Selon Brune (1970), puisque la variation des 
ontraintes près du
entre de la faille ∆τ = ∆τxz = µ (∂ux/∂z), alors le dépla
ement dans unpoint lo
alisé sur l'axe z juste à 
oté de Σ1 est donné par ux = (∆τ/µ)βt.Dans un milieu homogène in�ni, 
ette valeur représente le glissement S sur lafaille divisé par deux. Cette expression du dépla
ement, dérivée par rapportau temps, dévient le 
hamp de vitesse
vx =

∆τ

µ
β (2.3)qui est 
onstant. Ce
i veut dire que le mouvement initial près du 
entre dela faille est 
elui d'une faille in�niment grande. Au bout d'un moment, lese�ets des bords de la faille (pulses di�ra
tés d'arrêt) se font sentir au 
entreet la vitesse est brutalement diminuée. Considérons une faille 
ir
ulaire derayon égal 2.5km dans un milieu poissonien (i.e. où α =

√
3β) ave
 unemasse volumique ρ = 1000kg/m3 et une vitesse β de propagation des ondes Ségale à 103m/s. Cela implique que les 
onstantes de Lamé λ = µ = 109Pa. Al'instant t = 0, la faille éprouve une 
hute des 
ontraintes ∆τ = 105Pa (pour
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2.1. Dynamique Ma
ros
opiquetout temps positif). La Figure 2.2b montre la vitesse du glissement, Ṡ, dans lepoint 
entral de la faille 
al
ulée numériquement ave
 un des modèles de zonede faille en di�éren
es �nies dé
rits dans le 
hapitre 4 (ave
 une dis
rétisationspatiale et temporelle, respe
tivement, de ∆x = 50m et ∆t = 0.02s). Au
uneamortissement ou �ltrage a été réalisé dans la simulation. Comme prédit parl'équation 2.3 une fois multipliée par deux, Ṡ est égale à 0.2m/s durant lespremiers ∼ 1.4s. Ensuite, le premier pulse d'arrêt 
orrespondant à l'onde Pdi�ra
tée sur les bords de la faille, provoque une première 
hute de vitesse.Approximativement 2.5s après l'initiation, le pulse d'arrêt 
orrespondant àl'onde S arrive pour arrêter 
omplètement le mouvement. Ces deux arrivéespeuvent être aussi identi�ées dans la fon
tion glissement montrée sur la même�gure (
oté gau
he) 
omme des 
hangements de pente de la 
ourbe. Unrebond élastique provoque une inversion du sens du glissement (i.e. Ṡ < 0)pour retrouver au fur et à mesure un état �nal d'équilibre statique, environ
12s après l'initiation de la rupture.

Fig. 2.2: Solution numérique (a) pour le glissement S, et (b) pour la vitessedu glissement Ṡ, dans le point 
entral d'une faille 
ir
ulaire statique de rayonégal à 2.5km après une 
hute des 
ontraintes brutale ∆τ = 105Pa à l'instantinitial (voir texte).La solutions statique S(x, y) exa
te à 
e problème a été 
onstruite parEshelby (1957). Elle permet de 
onnaître le glissement �nal sur le plan defaille en fon
tion de la position (x, y). Alors, pour un rayon r de la faille,nous avons
S(x, y) =

24

7π

∆τ

µ

[
r2 −

(
x2 + y2

) ] 1

2

. (2.4)Une fois substituées les valeurs 
hoisies dans notre exemple, on retrouve
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamiqueune valeur théorique pour le glissement �nal au 
entre de la faille (i.e. pour
x = y = 0) de S = 0.27m qui est exa
tement la même obtenu numériquementà l'instant t = 12s. Il est important de souligner que, si l'inversion du sens dumouvement sur la faille avait été interdite en soudant la faille lorsque Ṡ = 0par exemple, 
'est-à-dire si l'e�et du rebond élastique avait était bloqué,alors notre solution statique aurait été surestimée d'environ 40% ave
 unglissement �nal de ∼ 0.4m.En réalité, la rupture d'une faille n'est pas instantanée. Bien au 
ontraire,elle se propage ave
 une vitesse vr qui dépend de plusieurs fa
teurs physiques,
omme les 
ontraintes initiales τ0 et la loi de frottement (voir se
tion 2.4).Une 
onséquen
e générale de 
ette propagation est la diminution de Ṡ sur leplan de faille par rapport au 
as pré
édent où la rupture ne se propage pas.D'après Ida & Aki (1972), si la rupture est supersonique1 (i.e. si vr > β), lavitesse du glissement Ṡ est aussi 
onstante mais inférieure à 
elle d'une faillestatique (équation 2.3) d'un fa
teur égal à √1 − (β/vr)2. En revan
he, si
vr < β, 
'est-à-dire si la rupture est subsonique2, alors Ṡ n'est pas 
onstante.Autrement dit, le glissement n'est plus dé
rit par une rampe linéaire (Ida& Aki, 1972, équation 57). Cependant, le 
omportement ma
ros
opique dumouvement près de la faille peut être dé
rit tenant 
ompte de la solution pourune faille statique (équation 2.3) multipliée par un fa
teur de dé
élérationpro
he de 2 (Kanamori, 1994). De 
ette façon, la vitesse de parti
ule ‖v‖dans les alentours de la faille peut être approximée par

‖v‖ =
β

cµ
∆τ (2.5)où la valeur c est pro
he de deux. Ces résultats sont en a

ord ave
 desestimations théoriques du mouvement dans le 
hamp pro
he produit parla propagation des ruptures 
ir
ulaires à une vitesse donnée vr (Ri
hards,1976, Madariaga, 1976). Globalement, 
e que l'équation 2.5 nous dit est quele 
hamps d'ondes radié par la sour
e est dire
tement relié à la variationdes 
ontraintes sur le plan de faille. Comme on le verra dans les pro
hainesse
tions, l'évolution lo
ale de 
ette variation sur la surfa
e joue un r�le fon-damental dans la propagation de la rupture des séismes et, par 
onséquent,aussi dans le 
hamp d'onde radié.1En anglais appelé rupture � supershear �.2En anglais appelé rupture � subshear �.
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2.2. Frottement2.2 FrottementJusqu'à la deuxième moitié du siè
le dernier, les 
on
epts de fragilité et derésistan
e des ro
hes dominaient la 
ompréhension de l'origine des séismes.La théorie de la formation des failles d'Anderson (1905), basée sur l'orien-tation des 
ontraintes prin
ipales dans la 
roûte terrestre, manquait d'un
ara
tère prédi
tif lorsque les séismes avaient lieu le long de zones préféren-tielles qui ne 
oïn
idaient pas for
ement ave
 les orientations du 
hargementdes 
ontraintes prédit par 
ette théorie. Les observations te
toniques réa-lisées sur le terrain révélaient que les séismes se produisaient rarement àl'intérieur de massifs ro
heux inta
ts, fra
turés don
 par la 
réation de nou-velles failles. En revan
he, les séismes avaient lieu à l'intérieur de surfa
espréexistantes où des épisodes brutaux de glissement se produisaient de fa-çon 
y
lique. Après un séisme, une période de 
alme intersismique prévalaitavant le pro
hain événement. C'est grâ
e à Bra
e & Byerlee (1966) que 
etensemble d'observations se stru
ture et devient le mé
anisme sismogénique,nommé mé
anisme de � sti
k-slip �.2.2.1 InitiationLe mé
anisme de sti
k-slip est basé sur le 
ritère de Coulomb qui établitque le mouvement sur le plan de faille 
ommen
e lorsque le rapport entre les
ontraintes 
isaillantes (τ) et normales (σ) à la faille est égal au 
oe�
ientde frottement statique µs. Cette 
ondition n'est pas stationnaire puisque µsaugmente dou
ement ave
 le temps de 
onta
t entre les deux parois de lafaille (Dieteri
h, 1978, Ao
hi & Matsu'ura, 2002). Une fois véri�é le 
ritèrede Coulomb, la 
ontrainte τ reste proportionnelle à la 
ontrainte σ via un 
o-e�
ient de frottement. Or, pendant l'initiation du glissement sur la faille, µsévolue vers une valeur dynamique inférieure µd. Si l'on suppose σ 
onstant,
e
i implique que τ évolue de la même façon. Cette situation, où la for
ede frottement 
hute ave
 µ, peut produire une instabilité du même type que
elle dé
rite dans la se
tion 2.1 (voir Figure 2.1), donnant lieu à une propaga-tion rapide du glissement sur la faille. L'épisode juste avant l'instabilité, i.e.l'initiation lente du glissement3, est l'objet de grands débats. Contient-il del'information 
on
ernant l'évolution future immédiate du séisme, notammentsa taille (Iio, 1992, Ellsworth & Beroza, 1995, Iio, 1995, Beroza & Ellsworth,1996) ? Puisque le frottement est l'ingrédient prin
ipal pendant 
ette phaseinitiale de la rupture, de nombreux travaux ont été 
onsa
rés à l'étude et la
ompréhension de son in�uen
e (e.g., Dieteri
h, 1992, Campillo & Iones
u,3En anglais 
ette phase est 
onnu ave
 le nom de � slow initial phase, SIP �.
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamique1997, Iones
u & Campillo, 1999, Ampuero & Vilotte, 2002, Voisin et al.,2002, Voisin, 2002).2.2.2 Phase InstableDe la même façon que, pendant l'initiation de la rupture, l'évolution dufrottement dans la phase instable joue aussi un r�le primordiale. Des nom-breuses expérien
es de laboratoire ont permis de 
erner le 
omportement dufrottement durant le glissement entre deux blo
s via une fra
ture. Les obser-vations faites ont révélé qu'en présen
e d'un 
hangement brusque de la vitessede glissement, le frottement évolue vers un état stationnaire le long d'une dis-tan
e 
ara
téristique. En revan
he, il est fondamentalement dépendant de lavitesse de glissement, une fois l'état stationnaire atteint (S
holz, 1998). Deslois 
onstitutives de frottement ont été formulées a�n d'expliquer 
e 
onstat.Aujourd'hui, la loi de frottement � rate- and state-dependent � est su�santepour rendre 
ompte de l'ensemble des observations (Dieteri
h, 1979, Ruina,1983, Okubo, 1989, Dieteri
h, 1992). Une diversité importante des donnéesmettant en éviden
e la 
omplexité des séismes, 
omme par exemple la 
y-
li
ité de la sismi
ité ou les pulses d'auto-arrêt de glissement4 entre autres,a été expliquée par 
e genre de relations 
onstitutives (e.g., Ri
e, 1993, Co-
hard & Madariaga, 1996, Zheng & Ri
e, 1998, Nielsen et al., 2000, Lapustaet al., 2000, Bizzarri et al., 2001, Tinti et al., 2005b, Bizzarri & Co

o, 2005).Des simulations numériques de la propagation dynamique d'un séismeen adoptant la loi rate- and state-dependent ont montré que le 
omporte-ment global de 
ette loi est 
ara
térisé par une distan
e d'a�aiblissementéquivalente à 
elle du modèle � slip-weakening � (Co

o & Bizzarri, 2002,Bizzarri & Co

o, 2003), dis
uté plus tard dans les se
tions 2.3.2 et 2.3.3.Des expérien
es de laboratoire dans des � gouges � 
isaillés montrent que
ette distan
e d'a�aiblissement est typiquement de l'ordre de 10−6 − 10−4mà l'é
helle des é
hantillons testés (Ohnaka, 1992, Ohnaka & Shen, 1999). Enrevan
he, les déterminations faites dans la modélisation des séismes os
il-lent entre 10−2 − 100m (Guatteri & Spudi
h, 2000, Mikumo et al., 2003,Mikumo & Yagi, 2003). Cet é
art aussi grand peut s'expliquer en introdui-sant des fa
teurs d'é
helle (Marone & Kilgore, 1993, Shibazaki & Matsu'ura,1998, Ohnaka & Shen, 1999). Pourtant, des études ré
entes ont fourni desarguments permettant de l'expliquer à travers des mé
anismes physiques.Des expérien
es de laboratoire ave
 di�érentes épaisseurs de gouge ont révé-lées que la distan
e d'a�aiblissement est très sensible à l'épaisseur du gouge,pouvant atteindre des valeurs similaires à 
elles des séismes (Chambon &4En anglais nommé � self-healing pulses �.
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aleS
hmittbuhl, 2002). D'autre part, elles ont aussi montré que les variationsdu frottement τ pendant l'instabilité sont prin
ipalement liées au glissementet non pas à son taux de 
hangement ou à des variables d'état. L'in�uen
ede la zone inélastique d'endommagement joue don
 un r�le très importantdans l'a�aiblissement instable des failles ainsi que dans le bilan énergétiquede la rupture (Andrews, 2005). Par ailleurs, la présen
e de �uides à l'inté-rieur de 
ette zone semble aussi être un élément 
lé. Des observations faitesà partir de 
arottes prélevées au voisinage d'une faille, ainsi que des simula-tions numériques, ont montré que la 
haleur dégagée durant la phase rapidede l'instabilité peut induire une 
hute 
onsidérable de la 
ontrainte normale�e
tive à la surfa
e de rupture et don
 du frottement (Wibberley & Shi-mamoto, 2005). Selon l'épaisseur et la perméabilité de la zone de faille, ladistan
e 
ara
téristique d'a�aiblissement peut ainsi varier 
onsidérablement(0.03−0.5m). Plus l'épaisseur et la porosité sont faibles, plus l'a�aiblissementthermique dû à la dilatation des pores saturés d'eau est important, donnantlieu à des 
hutes de 
ontraintes plus importantes et don
 à des aspéritésdynamiques sur la surfa
e de rupture.Bien que l'ensemble des observations n'est pas expliqué par un modèleaussi simple que 
elui du � slip-weakening � que j'introduirai dans la se
tion2.3.2, l'a�aiblissement dynamique des failles semble être fortement relié àune longueur 
ara
téristique de glissement. Pour 
ette raison, dans toutes lessimulations et développements numériques réalisés dans 
e travail (
hapitres3 et 4), j'ai adopté une loi 
onstitutive de frottement linéairement dépendantedu glissement.2.3 Elastodynamique Lo
aleBien que la dynamique de la rupture des séismes est un phénomène parti-
ulièrement 
omplexe, la théorie de la fra
turation des ro
hes peut servir debase pour 
omprendre la nature des 
hamps élastiques lors de l'o

urren
ed'un séisme. Le 
hamp de déformation asso
ié à la fra
turation du milieupeut être vu 
omme la 
ombinaison linéaire des trois modes prin
ipaux dedéformation présentés sur la Figure 2.3 : mode I (ouverture), mode II (� in-plane �) et mode III (� anti-plane �). Étant donné qu'à l'intérieur de la Terre
e sont les 
ontraintes de 
on�nement qui président l'état pre-sismique desfailles, les modes de déformation plus vraisemblables pendant la rupture sontles mode II et III : 
'est-à-dire les deux modes asso
iées aux déformationsde 
isaillement où il n'y a pas d'ouverture des parois internes des fra
tures.Dans les trois 
as, la déformation produit une 
on
entration de 
ontraintesdans le voisinage de la limite de la fra
ture, à l'extrémité de la faille, appe-
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anique de la Rupture Dynamiquelée aussi le � 
ra
k-tip �5. Comme on verra dans les pro
hains paragraphes,selon la nature de la 
hute des 
ontraintes à l'intérieur de la fra
ture, onpeut montrer théoriquement qu'une telle 
on
entration peut être in�nimentgrande produisant une singularité des 
ontraintes devant le front de rupture.
Mode I Mode II Mode III

Fig. 2.3: Modes prin
ipaux de déformation asso
iés à la fra
turation d'unmilieu : mode I (ouverture), mode II (in-plane) et mode III (anti-plane).Pour les points les plus pro
hes de la fra
ture, les 
hamps lo
aux ontun 
omportement essentiellement bidimensionnel. Ce
i peut être vu si l'on
onsidère le gradient du 
hamp des 
ontraintes près du front de rupture. Entermes qualitatifs, le gradient dans la dire
tion tangentielle à 
e front estinsensible à la singularité des 
ontraintes tandis que, dans la dire
tion per-pendi
ulaire, le gradient est plus singulier que le 
hamp de 
ontrainte même.Ainsi, la fon
tion spatio-temporelle du tenseur de 
ontraintes à proximitéd'une fra
ture a une stru
ture universelle indépendante du mode de fra
tu-ration. En négligeant les termes d'ordre inférieur (Freund, 1990, pages 57-59),le 
hamp de 
ontraints a des 
omposantes de la forme
τij =

K(t)√
2πx' · Θij(θ) (2.6)où x' = x − vrt. vr est la vitesse de propagation d'une fra
ture in�nie en yse propageant dans la dire
tion x dans le plan z = 0 d'un référentiel 
arté-sien. Dans 
ette équation, le terme Θij(θ) est une fon
tion adimensionnellequi represente la variation angulaire de 
haque 
omposante du tenseur de
ontraintes autour de l'extrémité de la faille en 
oordonnées polaires (r, θ)lorsque r → 0, dans tous les plans parallèle à y = 0. Cette fon
tion est nor-malisée pour satisfaire Θij(0) = 1 (i.e. pas d'in�uen
e sur le plan z = 0).Les expressions exa
tes pour les trois modes de fra
turation I, II et III sontdonnées par Freund (1990, respe
tivement équations 2.1.3, 2.1.4 et 2.1.5). La5L'appellation anglaise 
ra
k pour désigner une fra
ture, étant si employée dans lalittérature, sera aussi utilisée le long de 
e travail. De même pour le mot anglais tip quidésigne la limite de la fra
ture, soit le front de rupture.
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2.3. Elastodynamique Lo
alefon
tion temporelle K(t), de dimensions Nw/m3/2, est le fa
teur d'intensitéde la 
ontrainte asso
ié à 
ha
un des trois modes de déformation. Le terme
1/
√

x' est universel et domine la 
onvergen
e asymptotique de τij lorsque
x' → 0 dans l'équation 2.6. Le seul fa
teur qui tient 
ompte de l'in�uen
ede la géométrie et des propriétés du milieu ainsi que des détails de l'état de
ontrainte pendant la propagation d'une fra
ture est K, le fa
teur d'intensitéde 
ontrainte dynamique. Par 
onséquent, sa détermination est 
ritique pourles spé
ialistes dans le domaine de la mé
anique des fra
tures, en parti
ulieren 
as de rupture statique.Bien entendu, la singularité des 
ontraintes à l'extrémité de la faille estune idéalisation mathématique. Au
un matériel réel ne peut résister à unetelle distribution de 
ontraintes. L'étude de la fra
turation dans des maté-riaux réels a abouti au 
on
ept d'une � résistan
e lo
ale à petite é
helle6 �.Ce
i signi�e qu'à l'intérieur d'une zone voisine à la fra
ture, les 
ontraintespotentiellement in�nies sont dissipées grâ
e à un �uage plastique ou à desmi
ro-fra
turations ou par tout pro
essus inélastique (voir Ben-Zion & Sam-mis, 2003, pour la stru
ture d'une zone de faille). En général, 
ette zone ades dimensions latérales petites par rapport à la dimension de la fra
ture.Dans 
es 
onditions, la distribution des 
ontraintes dans le milieu élastiquequi enveloppe la zone inélastique est 
orre
tement dé
rite par le terme limitede la solution 2.6 au problème purement élastique. Le 
hamp de 
ontrainteautour de l'extrémité de la faille est don
 
omplètement déterminé par le fa
-teur d'intensité de 
ontrainte. Ce fa
teur 
ara
térise la nature du 
hargementappliqué à la zone inélastique près de la fra
ture.2.3.1 Champs SinguliersLa formalisation mathématique des 
hamps élastiques liés à la propaga-tion d'une dislo
ation (e.g. S, Ṡ ou τij) à partir des 
onsidérations unique-ment 
inématiques peut 
omporter la violation de 
ertaines lois physiquesdu phénomène. Par exemple, si l'on résout l'équation d'onde ave
 la 
ondi-tion de dis
ontinuité du 
hamp de dépla
ement sur la faille (se
tion 1.5.1.2)
S = H(−x') où H est la fon
tion unitaire heaviside, alors la 
ontrainte 
i-saillante dans la fra
ture pour x' < 0 (i.e. à l'intérieur de la zone 
asée) tendvers l'in�ni au voisinage de l'extrémité de la faille alors qu'elle ne devraitjamais être supérieure à la valeur liée au frottement.Considérons maintenant une fon
tion glissement plus réaliste. Elle vautzéro en x' = 0 et 
roit ave
 le logarithme de |−x'| grâ
e à la superposition desfon
tions heaviside H(ξ − x') dé
alées su

essivement d'un ∆ξ. La fra
ture,6En anglais, � small s
ale-yielding �.
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Rupture
0 x’ = x - v tr

z

Fracture

iS&
izt

Fig. 2.4: Singularités des 
hamps de 
ontraintes (ligne 
ontinue) et de lavitesse du glissement (ligne dis
ontinue) asso
iées à la propagation d'unefra
ture soit de mode II (pour i = x) soit de mode III (pour i = y). Lefront de rupture se trouve en x' = 0 où vr est la vitesse de propagation dela fra
ture.
ontenue dans le plan z = 0 pour x' < 0, se propage à une vitesse vr dans ladire
tion x' (�gure 2.4). La 
hute des 
ontraintes ∆τ asso
iée à la rupturepeut avoir lieu soit sur la 
ontrainte τxz (mode II) soit sur la 
ontrainte
τyz (mode III). On peut don
 montrer que la relation entre la 
ontrainte
isaillante τiz et la vitesse du glissement Ṡi en z = 0 est donnée par (Aki &Ri
hards, 2002) :

τiz = Φ

∫ 0

−∞

Ṡi

ξ − x'dξ, (2.7)où Φ est une 
onstante qui dépend uniquement de µ, vr et β et α (si i = x)ou de β (si i = y). Cette équation montre que la 
ontrainte 
isaillante sur lasurfa
e de rupture est égale à Φ fois la transformée de Hilbert de la vitesse duglissement. Ce
i implique que τiz et Ṡi ont une forme similaire mais déphaséesde π/2. Tout de même, si l'on suppose une relaxation totale à l'intérieur du
ra
k, alors la 
ontrainte doit valoir zéro pour x' < 0 de la même façon que Ṡià l'extérieur (i.e. pour x' > 0) (voir équations 1.111, page 93). Les fon
tionspour la 
ontrainte et pour la vitesse du glissement qui satisfont l'équation2.7 ainsi que les 
onditions de frontière mentionnées sur les plan z = 0 sont
τiz =

Km

√
2πx'H(x') et Ṡi =

Amvr

2
√
−x'H(−x'), (2.8a)
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2.3. Elastodynamique Lo
alepour la distribution de glissement suivante :
Si = Am

√
−x'H(−x'), (2.8b)où Km et Am sont, respe
tivement, le fa
teur d'intensité de 
ontrainte etune 
onstante, dé�nies pour le mode in-plane (m=II) et le mode anti-plane(m=III) (voir Aki & Ri
hards, 2002, équations 11.6 et 11.7). Par 
onsé-quent le problème mé
anique de la propagation d'une fra
ture pour une 
hutebrutale de 
ontraintes ∆τ ave
 les 
onditions de frontière asso
iées à 
ettepropagation (équation 1.111) est satisfait par une singularité de 
ontraintedevant le front de rupture ainsi que par une autre singularité de la vitessedu glissement derrière le front de rupture, 
omme le montre la �gure 2.4.Freund (1979) a étudié le 
as de la propagation unilatérale stationnaire(i.e. vitesse 
onstante égale à vr) d'une fra
ture anti-plane de longueur 2a(
entrée par rapport à l'axe z) sur le plan z = 0 du référentielle de la Figure1.19 (se
tion 1.5.1.2). La fra
ture est don
 soumis à une 
harge homogène

τyz = τ0 avant la rupture. Dans son analyse il a supposé une 
hute ins-tantanée de la 
ontrainte 
isaillante ∆τ = τ0 − τs (où τs est le frottementdynamique) à t = 0 et une distribution du glissement tel que 
elui-
i tendedou
ement vers zéro à l'extrémité gau
he de la fra
ture. Reformulés parKanamori (1994), ses résultats montrent les deux mêmes singularités sur lefront de rupture du 
hamp de 
ontrainte
τyz = ∆τ

[√
x + a

x − a
− 1

]
+ τ0 sur x > a, (2.9a)et de la vitesse du glissement

vy = ∆τ
vr

µ

√
a + x

a − x
sur − a < x < a, (2.9b)introduites pré
édemment (Figure 2.4) mais en fon
tion de la longueur ade la sour
e. Dans l'équation 2.9b, vy représente la vitesse de la parti
ulesur le plan z = 0. D'un point de vue sismologique, souvent, 
e sont desparamètres physiques moyens auxquels on a a

ès lorsque qu'on emploiedes sismogrammes pour interpréter le phénomène de rupture. A partir del'expression 2.9b on peut don
 
al
uler la vitesse moyenne de la parti
ule

‖v‖ due à la dislo
ation sur la surfa
e de rupture 
omme (Kanamori, 1994) :
‖v‖ =

1

2a

∫ +a

−a
vydx =

πvr

2µ
∆τ (2.10)
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anique de la Rupture Dynamiqued'où on déduit que
∆τ =

2µ

πvr
‖v‖ ≈ µ

β
‖v‖ (2.11)pour une vitesse de propagation de la rupture supposée pro
he de β (e.g.

vr = 0.7β). L'approximation 2.11 est en a

ord ave
 l'équation 2.5 à unfa
teur 0.5 près. Cette in
ertitude est du même ordre de grandeur de 
ellesdues à la mé
onnaissan
e des propriétés du milieu.2.3.2 For
es de CohésionBien que l'analyse réalisée dans la se
tion 2.3.1 nous a permis de 
om-prendre la nature des 
hamps élastiques autour d'une fra
ture, les prin
ipales
on
lusions tirées ne véri�ent pas 
ertains prin
ipes physiques : les singulari-tés des 
ontraintes et de la vitesse du glissement sont inadmissibles à l'inté-rieur des matériaux réels. Au voisinage de la fra
ture, il existe une zone où laréponse du milieu n'est pas linéaire. L'existen
e de 
ette zone d'endommage-ment permet au moins d'avan
er 
ertaines 
onsidérations physiques omisesdans l'analyse pré
édent qui auraient permis la dissipation des 
ontraintessous la forme d'une déformation inélastique. Les solutions singulières ont étéobtenues en supposant une relaxation totale et instantanée des 
ontraintessur la surfa
e de rupture et un 
omportement élastique linéaire près de l'ex-trémité de la faille. Pourtant, Barenblatt (1959b,a) a montré que le travailréalisé par des for
es de 
ohésion à l'intérieur de la faille fait disparaître lessingularités des 
hamps élastiques. En 
her
hant à apporter un sens phy-sique à 
e travail, Ida (1972) et Palmer & Ri
e (1973) ont repris l'idée desfor
es de 
ohésion sous la forme de fon
tions dépendantes de la dis
ontinuitédes dépla
ements sur la fra
ture. Leurs développements théoriques visaientà établir les bases mathématiques d'un mé
anisme d'a�aiblissement 
onnu
omme le modèle du � slip-weakening �, modèle qui explique un ensembleimportant d'observations faites dans de nombreuses expérien
es de labora-toire (se
tion 2.2). Des travaux ré
ents ont montré que 
e mé
anisme peutjouer un r�le fondamental dans la formation de la zone d'endommagementinélastique. Dans 
ertains 
as, il peut être équivalent, d'un point de vu 
i-nématique de la rupture, à une réponse plastique du milieu dans 
ette zone(Andrews, 2005, Ri
e et al., 2005).La for
e de 
ohésion est distribuée à l'intérieur de la fra
ture dans unezone �nie près du front de rupture. Dans 
ette zone, 
onnue 
omme la zonede 
ohésion, une for
e (i.e. une tra
tion) inférieure à la résistan
e du maté-riel et supérieure au niveau dynamique de frottement s'oppose à la 
hargeextérieur qui mène à la rupture. Les 
ontraintes 
isaillantes τ le long de la
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alefra
ture peuvent don
 être exprimées 
omme la superposition de la 
ontrainterésiduelle due au frottement τs et de la distribution spatiale de la for
e de 
o-hésion σc que l'on suppose désormais dépendante uniquement du glissement
S dans 
haque point de la fra
ture :

τ(x', t) = τs + σc[S(x', t)]. (2.12)
ts

S

t

dc

ts+sc

Fig. 2.5: Bilan dé
rit par l'équa-tion 2.12 entre la for
e de 
ohé-sion σc et le frottement dynami

τs (supposé 
onstant) en fon
-tion du glissement S. Bilan pour
σc(S) = 0 (ligne dis
ontinue) etpour σc(S) ave
 une dé
roissan
elinéaire selon le glissement (ligne
ontinue). δc le glissement 
ara
-téristique d'a�aiblissement.

La solution à 
e problème pour la-quelle la singularité de 
ontraintes dis-paraît en x' = x − vrt = 0 (i.e. frontde rupture) se trouve dans le 
hoix de lafon
tion σc. La for
e de 
ohésion doit êtretelle que le fa
teur d'intensité de 
on-traintes soit de signe opposé à 
elui as-so
ié au 
as singulier. Ave
 
e 
hoix, les
ontraintes τ sont �nies et 
ontinues danstout le plan où la fra
ture est 
ontenue.Puisque la vitesse du glissement Ṡ estproportionnelle à la transformée de Hil-bert de la 
ontrainte 
isaillante (équation2.7) alors la singularité dans 
e 
hamp estaussi éliminée.La distribution du glissement à l'inté-rieur de la fra
ture 
orrespondante à unedistribution donnée de la for
e de 
ohé-sion σc, ne peut être 
al
ulée que numé-riquement via un pro
essus itérative. Ida(1972) a obtenu ainsi la solution au pro-blème pour di�érents distributions spa-tiales de σc, soit pour di�érentes fon
-tions de S (Ida, 1972, Table et Figure 1). Parmi les di�érentes solutions,se trouve 
elle où la for
e de 
ohésion dé
roît linéairement ave
 S (Figure2.5). Ses résultats, résumés dans les �gures 2 − 4 de son travail, 
on�rmentl'e�a
ement de la singularité des 
ontraintes dans tous les 
as. Ils montrentaussi que S devient dérivable en x' = 0. Plus la dérivée de σc par rapportà S est faible, plus le dé
roissement de S(x') est lisse lorsque x' tend vers
0 par la gau
he. La solution analytique non-singulière pour la 
ontrainte τparallèle au front de rupture 
orrespondante à une for
e de 
ohésion dé
ritepar la fon
tion

σ(S) =

{
σ0 pour 0 ≤ S ≤ δc

0 pour S > δc,
(2.13)
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Rupture x

milieu fracturé

x’ = 0

t

milieu non-fracturé

singulier

non-singuliertu

t0

ts

cL

Dt

Fig. 2.6: Contrainte 
isaillante τ le long d'un plan où une fra
ture se pro-page dans la dire
tion x. Ave
 une longueur Λc, la zone de 
ohésion s'étaledepuis le front de rupture (x' = x − vrt = 0) vers l'intérieur de la zone
asée (région gris). τu et τs sont respe
tivement les résistan
es statique etdynamique de la fra
ture dues au frottement (se
tion 2.2), τ0 la 
ontrainteinitiale et ∆τ = τ0 − τs la 
hute de 
ontraintes statique.où σ0 est une 
onstante et pour τs = 0, est donnée expli
itement pour le
as bidimensionnelle d'une fra
ture de mode anti-plane 
omme (Ida, 1972,équation 25) :
τ(x') =

2σ0

π
arctan

(
4δc

x' ) 1

2 pour x' > 0. (2.14)Andrews a réalisé les premières simulation numériques de la propagationd'une fra
ture présidé par l'e�et d'une for
e de 
ohésion linéairement dépen-dante du glissement. Ce modèle de fra
turation, dès lors appelé le modèleslip-weakening, a été appliqué pour les 
as d'une déformation de mode III(Andrews, 1976a) et de mode II (Andrews, 1976b). Il fut utilisé par la suitepar des nombreux auteurs (e.g., Burridge et al., 1979, Day, 1982b, Olsenet al., 1997).Pour illustrer 
e
i graphiquement, la Figure 2.5 montre deux fon
tionsdi�érentes pour la for
e de 
ohésion. Celle asso
iée au 
as singulier où σc(S) =
0 est en ligne dis
ontinue et 
elle mentionnée auparavant où σc dé
roît linéai-rement ave
 le glissement est en ligne 
ontinue. Les valeurs de la 
ontrainte
isaillante τ le long du plan où la fra
ture se trouve, pour 
es deux 
as, ests
hématisée sur Figure 2.6. Selon 
omment la for
e de 
ohésion est dé�nie, la
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Rupture x

milieu fracturé

x’ = 0

S

milieu non-fracturé

singulier

non-singulier
cL

dc

Fig. 2.7: S
héma du glissement S le long d'un plan où une fra
ture sepropage dans la dire
tion x ave
 (ligne 
ontinue) et sans (ligne dis
ontinue)for
e de 
ohésion. Comparer ave
 la Figure 2.6.
ontrainte 
isaillante peut être singulière en x' = 0 ou bien 
ontinue. Alorsque dans le 
as 
orrespondant à une 
hute brutale (ligne dis
ontinue) onretrouve la singularité, dans le 
as où la for
e de 
ohésion est di�érente dezéro (ligne 
ontinue) la 
ontrainte 
isaillante est 
ontinue. Étant donné que,pendant la rupture, la for
e de 
ohésion est une fon
tion impli
ite du temps,derrière le front de rupture il y a une zone de 
ohésion dans laquelle τ évoluedepuis une valeur statique τu jusqu'une valeur dynamique τs déterminées parla loi de frottement. La dimension de 
ette zone, Λc, est dire
tement reliéeà la nature de la fon
tion σc(S). Comme on peut le voir sur 
ette �gure, ladistribution spatial de τ dans −Λc < x' < 0 n'est pas linéaire même si σc(S)l'est (ligne 
ontinue, Figure 2.5). Bien entendu, plus le glissement 
ara
téris-tique δc est petit (Figure 2.6) plus la distribution des 
ontraintes tend vers
elle du 
as singulier.Les solutions pour le glissement 
orrespondants aux mêmes deux 
assont présentées sur la Figure 2.7. La ligne dis
ontinue montre la fon
tion deglissement asso
iée à la 
hute instantanée des 
ontraintes ∆τ . La dérivée parrapport à x de 
ette fon
tion, S' = ∂S/∂x, est dis
ontinue en x' = 0 puisquesa pente en 
et endroit est verti
ale. Si σc est non-nulle, 
ette solution estmodi�ée à l'intérieur de la zone où S ≤ δc (ligne 
ontinue), 
'est-à-dire àl'intérieur de la zone de 
ohésion. Par 
onséquent, la dérivée S' existe surle front de rupture. Si la taille de la zone de 
ohésion est négligeable parrapport à la taille de la fra
ture alors, pour des valeurs de x' < −Λc, la
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anique de la Rupture Dynamiquesolution modi�ée possède la même stru
ture que 
elle du problème singulier(i.e. elles sont proportionnelles). Si xc est la 
oordonnée de l'extrémité dela zone de 
ohésion donnée par x − vrt − Λc, alors on peut montrer que ladimension de la zone de 
ohésion est (Ida, 1972)
Λc =

−kδc

S'(xc)
, (2.15)où k ≈ 2 pour le 
as d'une for
e de 
ohésion linéaire en fon
tion du glisse-ment (Figure 2.5). Or, d'après le pro
édé suivi par Andrews (2004), si ∆τest uniforme pendant la propagation d'une fra
ture, alors la dérivée du glis-sement en xc pour le 
as d'une rupture bilatérale en 2D ou bien en 3D avantd'atteindre les bords de la fra
ture, peut s'exprimer 
omme :

S'(xc) =
−L

δc

(
C∆τ

µ

)2 (2.16)où L est la distan
e entre le front de rupture et le 
entre de la fra
ture et Cest une 
onstante toujours d'ordre un. En substituant 2.16 en 2.15 on obtientque
Λc =

kδ2
c

L

(
µ

C∆τ

)2

. (2.17)Cette équation montre que, pour ∆τ et δc 
onstants, la dimension de lazone de 
ohésion éprouve une 
ontra
tion inversement proportionnelle à ladistan
e de propagation L. Une analyse plus détaillé sur la taille de la zonede 
ohésion à partir des 
onsidération énergétiques a été réalisée par Dayet al. (2005). Leur démar
he théorique a montrée que Λc dépend du mode
isaillant de fra
turation, soit in-plane soit anti-plane, étant dans les deux
as une fon
tion de la 
hute dynamique de 
ontraintes τu − τs, de δc et dela vitesse de fra
turation vr. Dans 
e 
ontexte, la zone de 
ohésion éprouveaussi une 
ontra
tion dite de Lorentz dans les dire
tions perpendi
ulaires aufront de rupture.2.3.3 Bilan ÉnergétiqueDu point de vue énergétique, un séisme n'est que la libération brutalede l'énergie mé
anique a

umulée avant la rupture. Or, 
ette libération alieu à travers un pro
essus de partition d'énergie 
omplexe. Soit Ω∞ unespa
e in�ni 
ontenant la surfa
e Σ où la dis
ontinuité de dépla
ements alieu pendant la rupture (i.e. le glissement Si), et τ0
ij l'état de 
ontraintestatique initial dans le milieu. Puisque le milieu est au repos à l'instant
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2.3. Elastodynamique Lo
ale
t = 0, l'énergie total du système E, potentiellement à l'origine d'un séisme,est égale à l'énergie potentielle élastique E0

u (équation 1.132, se
tion 1.5.2.3).L'énergie potentielle gravitationnelle sera négligée 
ar sa variation pendantla rupture est relativement faible.Soit τ1
ij l'état de 
ontrainte statique �nal après le séisme lorsque t tendvers l'in�ni. Don
, le 
hangement de l'énergie total (i.e. de l'énergie poten-tielle élastique) dans l'espa
e Ω∞, ∆E, est égal au travail réalisé par lestra
tions sur Σ pendant le glissement Si. Il est donné par la relation deVolterra (e.g., Kostrov, 1974, Dalhen, 1977) qui établie que

∆E = −1

2

∫

Σ
Si

(
τ0
ij + τ1

ij

)
njdΣ. (2.18)

∆E représente ainsi l'énergie mé
anique totale libérée par le séisme dont leve
teur normal à la surfa
e de rupture est égal à nj . Soient τ0 et τ1 respe
ti-vement les 
ontraintes 
isaillantes initial et �nal sur Σ. Don
, l'énergie totalelibérée peut être visualisée dans la Figure 2.8 
omme l'aire du trapèze ab
dintégrée le long de Σ, où S̄ est le glissement �nal dans 
haque point de lafra
ture. Par ailleur, les for
es du système qui a

élèrent le milieu pendantla rupture font fa
e à la for
e de fri
tion qui s'oppose au mouvement le longde Σ. Ce
i implique qu'une partie de ∆E est irréversiblement transforméeen 
haleur (Figure 2.8, re
tangle gris) :
Eh =

∫

Σ
τ1S̄dΣ, (2.19)où τ1 est supposée égal à la valeur du frottement dynamique τs (se
tion 2.2).La di�éren
e entre ∆E et Eh (surfa
e quadrillée, Figure 2.8) est don
 égale àl'énergie disponible pour provoquer la rupture W . Or, durant la dislo
ation,
ette énergie éprouve une transformation (i.e. une partition). Si l'on assumeque la surfa
e de rupture est parfaitement lisse, 
'est-à-dire qu'il n'y a pasde frottement sur Σ (i.e. τs = 0), alors il paraîtrait qu'au
un travail n'a lieusur Σ 
ar les tra
tions sont nulles. Pourtant, une quantité �nie de travail estréalisée dans les frontières de Σ (i.e. front de rupture) par unité de distan
epar
ourue par l'extrémité de la faille due à la formation d'un in
rémentunitaire de surfa
e fra
turée (voir Freund, 1972, Husseini et al., 1975). Cetteénergie reçoit le nom d'énergie de fra
turation Eγ . Dans le 
as où il existe unefor
e de 
ohésion σc dans la zone voisine au front de rupture (se
tion 2.3.2)alors 
ette énergie, déterminée par Ida (1972) et interprétée par Andrews(1976a), est égale à

Eγ =

∫

Σ
ΠdΣ où Π =

∫ δc

0

[
τ(S) − τ1

]
dS, (2.20)
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamique
t t1= s
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dc
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Fig. 2.8: Bilan énergétique dans un point d'une fra
ture ave
 for
e de 
o-hésion. Eγ est l'énergie de fra
turation, Eh est l'énergie dissipée en 
haleur,
∆E −Eh est égale à l'énergie disponible W . Voir l'expli
ation dans le texte.où τ(S) est la valeur de la 
ontrainte 
isaillante en fon
tion du glissement et
δc est la distan
e 
ritique d'a�aiblisement, 
omme l'énon
e la loi de frotte-ment slip-weakening (se
tion 2.2) étudiée dans la se
tion pré
édente. L'équa-tion 2.20 montre que Eγ , aussi désigné par la lettre G, est le travail réalisésur Σ en ex
ès de la 
haleur produite pendant le glissement. Si l'on supposeune dépendan
e linéaire de τ par rapport à S (Figure 2.8, ligne 
ontinue),alors l'énergie de fra
turation devient tout simplement (Andrews, 1976a,b) :

G =
1

2
(τu − τs)δc (2.21)où τu représente la résistan
e du milieu qui détermine le seuil de rupturedans 
haque point de Σ (voir se
tion 2.2).Le reste de l'énergie disponible est partitionnée entre l'énergie 
inétique,

Ek, et l'énergie élastique, Eu, dont la dé�nition a été donnée dans la se
tion1.5.2.3 et qu'on ré
rit 
omme :
Ek =

1

2

∫∫∫

V
ρ
∥∥vi

∥∥2
dV et Eu =

1

2

∫∫∫

V
τijui,jdV,où V et le volume de l'espa
e Ω∞. Ainsi, le bilan énergétique de la propaga-tion d'une fra
ture est donné par le prin
ipe de 
onservation d'énergie :

∆E − Eh = Ek + Eu︸ ︷︷ ︸
Em

+Eγ . (2.22)
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2.4. Propagation de la RuptureLes membres à gau
he et à droite représentent l'énergie disponible pourpropager la fra
ture, W . Selon la démar
he suivie par Husseini (1977), entransformant l'expression mathématique de Eu, et en substituant les termes
orrespondants dans l'équation 2.22, on peut déduire que :
1

2

∫

Σ
S̄(τ0 − τ1)dΣ =

1

2

∫

V
ρ(u̇iu̇i − üiu̇i)dV + Eγ . (2.23)Étant donné que le membre de la gau
he est égale à W (surfa
e quadrillée,Figure 2.8), si l'on dé�nit l'énergie radiée 
omme

Er =
1

2

∫

V
ρ(u̇iu̇i − üiu̇i)dV, (2.24)alors

W = Er + Eγ . (2.25)Si l'on 
ompare 2.25 ave
 2.22 on déduit que l'énergie radiée, dé�nie de 
ettemanière, est égale à l'énergie mé
anique Em. Par ailleurs, l'équation 2.25 nousdit également que la partie de l'énergie totale qui n'est pas dissipée en 
haleurest partitionnée en deux 
omposantes ; 
elle né
essaire pour faire avan
erla fra
ture et 
elle radiée sous la forme d'ondes sismiques. On peut don
introduire le 
oe�
ient d'e�
a
ité de radiation7, ηr, dé�ni par le rapportsuivant :
ηr =

Er

W
. (2.26)Bien que ηr est fondamentalement insensible au mode de fra
turation,il dépend de la vitesse de propagation de la rupture (Husseini & Randall,1976, Husseini, 1977). Plus vr tend vers β ou vers VR (vitesse des ondesde Rayleigh), respe
tivement pour les mode III et II de fra
turation, plusl'énergie radiée est importante (i.e. ηr → 1). Une révision mathématique
laire des 
ertains 
on
epts traités dans 
ette se
tion, notamment 
elui del'énergie radiée, est faite pat Rivera & Kanamori (2005).2.4 Propagation de la Rupture2.4.1 Critère de RuptureLes théories modernes sur la fra
turation ont éva
uée l'hypothèse d'unerésistan
e 
onstante et unique 
ara
térisant 
haque matériel. Aujourd'hui7En anglais � radiation e�
ien
y �.
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamiqueon sais que les matériaux 
ontiennent des imperfe
tions (i.e. des hétérogé-néités) qui, provoquant des 
on
entrations lo
ales de 
ontraintes, font quela fra
turation a lieu à des niveaux de 
harges bien inférieurs à 
elles pré-dites par les théories an
iennes. Puisque'au
un matérielle n'est 
apable derésister à des 
ontraintes in�nies, l'idée d'un seuil de fra
turation donné parune 
ontrainte maximale semble pertinente. Cependant, Gri�th (1920) aétabli des 
onditions su�santes pour la propagation des fra
tures suivantune analyse énergétique. Il a 
onsidéré la propagation d'une fra
ture 
ommeun système thermodynamique en équilibre, 
'est-à-dire, 
omme un systèmedans lequel le bilan entre l'énergie totale disponible (équation 2.22) donnéepar l'énergie mé
anique Em fournie par le milieu, et l'énergie de fra
turation
Eγ dépensée pour 
asser le milieu, ne varie pas lorsq'un in
rément di�éren-tiel de fra
ture se produit. Cette 
onsidération énergétique, se traduit par la
ondition suivante :

∂(Em + Eγ)

∂l
= 0, (2.27)où l est la longueur de la fra
ture. Elle établit don
 un état 
ritique permet-tant la fra
ture de se propager. En d'autres termes, l'équilibre entre l'énergiemé
anique du milieu et l'énergie de surfa
e requise pour faire avan
e la fra
-ture mène à l'obtention d'une longueur 
ritique minimale de la fra
ture, Lc,permettant sa propagation (voir Andrews, 1976a,b, Freund, 1990). Si l'on
onsidère la fon
tion glissement d'une fra
ture 
ir
ulaire statique (équation2.4), on peut montrer que 
ette longueur 
ritique, exprimée en termes durayon de la fra
ture, rc, est égal à (Day, 1982b) :

rc =
7π

24

[
µ
(
S + 1

)
δc

∆τ

]
, (2.28)où ∆τ = τ0 − τs est la 
hute de 
ontraintes statique, δc est le glissement
ara
téristique d'a�aiblissement (Figure 2.8), et le paramètre adimensionnel

S, introduit par Andrews (1976b), est dé�ni 
omme :
S =

τu − τ0

τ0 − τs
, (2.29)où τu et τs sont respe
tivement le frottement statique et dynamique donnéspar la loi 
onstitutive de frottement, et τ0 est la 
ontrainte 
isaillante initialsur la surfa
e de rupture (voir Figure 2.8).Le 
ritère énergétique de Gri�th a été utilisé par Kostrov (1966) a�n dedéterminer analytiquement le mouvement d'une fra
ture pour une propaga-tion prédé�nie à vitesse variable. Puis, l'étude de la propagation spontanée
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2.4. Propagation de la Ruptured'une fra
ture présidée par 
e 
ritère a été réalisée par d'autres auteurs (e.g.,Andrews, 1976b, Das & Aki, 1977b). Néanmoins, la théorie a
tuelle de lafra
turation d'un 
ontinuum a suivi une autre voie lorsque Irwin (1957) àintroduit le fa
teur d'intensité de 
ontraintes (K, se
tion 2.3) 
omme le para-mètre 
ara
térisant le 
hamp de 
ontraintes dans le voisinage des extrémitésd'une fra
ture. Cette idée a établit un 
adre alternatif pour la dis
ussionsur la résistan
e à la fra
turation des solides élastiques. Irwin a proposéque la propagation d'une fra
ture aura lieu lorsque le fa
teur d'intensité de
ontraintes atteint une valeur 
ritique, Kc. Il est important de souligner que,dans l'énon
é de 
e 
ritère de fra
turation, la quantité Kc représente unepropriété du milieu alors que K est un paramètre 
ara
térisant l'état instan-tané du 
hamp de 
ontraintes. On peut montrer que, dans le 
as statique oùle fa
teur d'intensité de 
ontraintes est univoquement relié au �ux d'éner-gie par unité d'extension de la fra
ture, 
e 
ritère est équivalent à 
elui deGri�th (Irwin, 1957, 1960). Une 
omparaison de l'évolution d'une fra
turede mode III ave
 les deux 
ritères en fon
tion du paramètre S (équation2.29) a été réalisée par Das & Aki (1977b, Figure 13). Cette 
omparaisonmontre que, globalement, la fra
ture se propage plus rapidement ave
 le 
ri-tère de Gri�th. Pourtant, elle montre aussi que 
et é
art diminue lorsque Sest grand.Au
un des 
ritères de rupture pré
édemment dé
rits peut être dire
te-ment adapté pour un traitement numérique. Hamano (1974) a proposé un
ritère de rupture dis
ret dès lors très répandu. Dans son appro
he, la sur-fa
e de rupture est dis
rétisée en segments équidimensionnels de longueur ddans lesquels la valeur des 
hamps élastiques est supposée égale à leur valeurmoyenne le long des segments (Figure 2.9). Or, la valeur de la 
ontrainte
isaillant à l'intérieur de la fra
ture est égale à τs, tandis que 
elle à l'exté-rieur est égale τ + τ0, où τ représente l'in
rément des 
ontraintes induit parla rupture à l'extérieur de la fra
ture (Figure 2.9). Ainsi, le 
ritère introduitpar Hamano établit que le front de rupture avan
era d'un segment lorsquela 
ondition
τ + τ0 ≥ τu (2.30)est véri�ée dans le segment en question. Puisque τ0 est indépendant de larupture, 
e
i dit tout simplement que la fra
ture avan
era du moment où la
ontrainte moyenne τ à l'intérieur du segment dépasse le seuil �xé par τu.Or, le 
hamp de 
ontraintes à l'extérieur de la fra
ture peut être approximé,grâ
e à l'équation 2.6, 
omme (
urbe 
ontinue, Figure 2.9) :

τ =
K√
2πx'H(x'), (2.31)
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamiqueoù H(·) est la fon
tion heavyside et x' = x−vrt. Don
, la 
ontrainte moyennele long d'un segment de longueur d est donnée par
τ =

1

d

∫ d

0

K√
2πx'dx' =

2K√
2πd

. (2.32)L'hypothèse derrière le 
ritère de Hamano est que la 
ontrainte τ ' dans lespoints de la grille numérique qui se trouvent au 
entre de 
haque segment(
er
le blan
s) est approximativement égale à la valeur moyenne τ le longdes segments, i.e.
τ ' ≈ τ (2.33)(Figure 2.9). Par 
onséquent, la relation entre le fa
teur d'intensité de 
ontrai-ntes, K, et la 
ontrainte 
isaillante τ ' dans le seuil de rupture peut êtreexprimée 
omme :

Kc ≈ cτu

√
d (2.34)où Kc représente la valeur 
ritique du fa
teur d'intensité de 
ontraintes 
onsi-dérée par Irwin. Das & Aki (1977b) ont implémenté le 
ritère de rupture deHamano dans une formulation intégrale de frontière des problèmes de la pro-pagation spontanée des fra
tures de modes II et III. Leurs résultats numé-riques pour le 
as anti-plane montrent une grande similitude ave
 la solutionanalytique obtenue ave
 le 
ritère de Irwin. Ils ont trouvé des valeurs opti-males pour c en fon
tion de S d'environ 0.5. Dans le 
as d'une déformationin-plane, Das & Aki ont argumenté que, puisque τu tend vers l'in�ni lorsque

d tend vers zéro (approximation 2.34), alors la rupture supersonique ne peutpas avoir lieu dans la simulation numérique d'une fra
ture sans for
es de 
o-hésion. Comme on verra dans la se
tion suivante 
ette 
on
lusion est faussepuisque τu est une propriété du milieu qui ne dépend pas du 
hoix d'unparamètre numérique. Cependant, l'équation 2.32 montre que la 
ontraintemoyenne à l'intérieur du segment 
ontigu au front de rupture est fortementdépendante de sa taille d. Ce fait est une 
onséquen
e dire
te de la singu-larité de 
ontrainte asso
iée à la 
hute brutale des 
ontraintes à l'intérieurde la fra
ture. S'il y avait une for
e de 
ohésion près du front de rupture(Andrews, 1976a) (se
tion 2.3.2), la singularité de 
ontraintes disparaîtraiten réduisant de manière importante le gradient de τ près de x' = 0 (Figure2.6). Dans 
e 
ontexte, l'approximation 2.33 dévient don
 plus juste du faitque la valeur dis
rète, τ ', est plus représentative de la valeur moyenne, τ ,près du front de rupture indépendamment de d (i.e. de la dis
rétisation dela fra
ture).
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2.4. Propagation de la Rupture

Rupture
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Fig. 2.9: S
héma qui dé
rit le 
ritère de rupture dis
ret de Hamano (1974).Le 
hamp de 
ontraintes τ (ligne 
ourbe) près du front de rupture (x' =
0) est approximé par l'équation 2.31. La valeur moyenne τ̄ à l'intérieur de
haque élément de la fra
ture de longueur d est donnée par les sommets desre
tangles gris (équation 2.32). τ ' est la valeur de la 
ontrainte au 
entre deséléments (
er
les blan
s). Modi�é à partir de Das & Aki (1977b).Le 
ritère de rupture de Hamano (1974) a été implémenté dans tous lesmodèles numérique en 2D et 3D présentes dans le reste de 
e do
ument.Comme on verra dans le 
hapitre 4, la zone de 
ohésion asso
iée au mé-
anisme d'a�aiblissement slip-weakening joue un r�le fondamentale dans la
onvergen
e numérique. Un minimum d'éléments de la grille numérique àl'intérieur de 
ette zone doit exister pour étaler su�samment la singularitéde 
ontraintes à l'extérieur de la fra
ture et assure 
ette 
onvergen
e mal-gré l'approximation impli
ite dans le 
ritère de Hamano. Par 
onséquent, leglissement 
ara
téristique d'a�aiblissement δc, qui détermine la taille de lazone de 
ohésion (se
tion 2.3.2), est une longueur physique qui permet derégulariser le problème pour le rendre indépendant de sa dis
rétisation (i.e.du 
hoix de d).2.4.2 Rupture SpontanéeLe mouvement rapide des parti
ules dans le voisinage des extrémités dela surfa
e de rupture 
ontribue à l'ex
itation de hautes fréquen
es dans le
hamp d'ondes radié. Pourtant le mé
anisme 
on
erné dans 
e pro
essus resteun problème ouvert. Les hautes fréquen
es sont générées par des 
hangements
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Chapitre 2. Mé
anique de la Rupture Dynamiquede la vitesse de rupture, dès l'initiation jusqu'à l'arrêt, provoqués par desvariations abruptes des propriétés du milieu ou des paramètres 
onstitutifsde frottement (e.g., Madariaga, 1976, Ri
hards, 1976, Aki, 1979, Yamashita,1983, Chen et al., 1987). La vitesse de propagation des fra
tures a été ungrand sujet de débat théorique pendant les années 70. L'idée d'une vitessede rupture maximale inférieur ou égale à 
elle des ondes S pour les modesII et III de déformation a été pendant longtemps soutenue sur des basesthéoriques (voir Husseini & Randall, 1976, et référen
es in
lues).L'analyse énergétique de la propagation d'une fra
ture sans for
e de 
o-hésion montre que le �ux d'énergie vers le front de rupture est une fon
tionqui dé
roît exponentiellement ave
 la vitesse de propagation de la fra
ture,
vr. Lorsque vIIr = vR dans le mode II de déformation (où vR est la vitessedes ondes de Rayleigh) et lorsque vIIIr = β dans le mode III déformation,
ette fon
tion disparaît puisque les fa
teurs d'intensité de 
ontraintes, et par
onséquent les singularités des 
ontraintes aussi (voir équation 2.8a), sontnuls (Aki & Ri
hards, 2002, équations 11.6 et 11.7). Ce
i signi�e que dans
es régimes de propagation, l'énergie né
essaire pour 
réer une nouvelle sur-fa
e fra
turée ne peut pas être fournie. Dans 
e sens, elles représentent lesvitesses terminales pour 
ha
un de 
es modes de fra
turation. Cette 
on
lu-sion est valable pour la vitesse terminale du mode anti-plane (i.e. vIIIr = β),même en présen
e des for
es de 
ohésion. Pourtant, Burridge (1973) a mon-tré que, lorsqu'une fra
ture de mode in-plane sans 
ohésion se propage àune vitesse vr = vR, la 
ontraintes induite par l'onde S devant le front derupture peut atteindre la valeur seuil de frottement statique si le paramètre
S < 1.63 (équation 2.29). Dans 
e 
as, la fra
ture peut se propager à lavitesse des ondes P (i.e. vIIr = α). Par ailleurs, il a aussi montré que l'in-tervalle de vitesse vR < vIIr < β est inadmissible. La Figure 2.10 illustre
e point ave
 des résultats issus d'une simulation numérique en di�éren
es�nies8. Peu de temps après la nu
léation, le front de rupture atteint la vi-tesse vR (front F1). Au bout d'un moment, l'onde S dé
len
he une rupture8Les résultats des Figures 2.10 et 2.11 ont été obtenus dans un modèle inédit de zone defaille (se
tion 4.1) dans la grille en quin
on
e standard introduite par Madariaga (1976),en appliquant les opérateurs spatiaux A.1 de pré
ision d'ordre quatre. L'implémentationnumérique de 
e modèle de rupture 2D ressemble à 
elles proposées par Madariaga (1976)et par Virieux & Madariaga (1982). C'est-à-dire, la faille est dé
rite par un seul plan(ligne) de n÷uds où une des deux 
omposantes de 
ontraintes 
isaillantes 
hute vers lavaleur dynamique de frottement (i.e. τxz, voir Figure 4.1 à gau
he, page 209). La di�éren
efondamentale par rapport à 
es modèles est que la rupture se développe au milieu d'unespa
e in�ni sans tenir 
ompte de la symétrie du problème par rapport au plan où setrouve la fra
ture. En d'autres termes, les 
onditions de frontière appliquées ne sont pasmixtes mais uniquement 
elles 
on
ernant la surfa
e Σ1 dans le problème posé par leséquations 1.111a (sauf 
elle appliquée à la 
ontrainte normale τzz, page 93).
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2.4. Propagation de la Rupture
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Fig. 2.10: Contraintes 
isaillante sur le plan de faille à l'extérieur de lazone de nu
léation en fon
tion de la position et du temps. Transition abrupted'une fra
ture de mode in-plane sans for
es de 
ohésion depuis un régimesubsonique (i.e. vr < vR) vers un régime supersonique (i.e. vr > β). Lorsquela transition a lieu, trois front de rupture 
oexistent, F1, F2 et F3, dont un (lefront F2) se propage dans le sens 
ontraire au front prin
ipal F1. Le 
ritère derupture proposé par Hamano (1974) (se
tion 2.4.1) a été implémenté dans lagrille en quin
on
e standard bidimensionnel (Figure 3.1, voir note 8). L'étatde 
ontraintes est égal à zéro dans tout le milieu à l'instant t = 0. La ruptureest initiée par une 
hute brutale des 
ontraintes 
isaillantes ∆τ = 1.65barsdans une zone de nu
léation de 1000m (ex
lue de la �gure). La valeur defrottement statique le long de la faille, τu, est égale à 2bars alors que 
ellede frottement dynamique, τs, est de −1.65bars (i.e. S = 1.21, équation2.29). Les propriétés du milieu élastique sont les suivantes : β = 2000m/s,
α = 3464m/s et ρ = 2000kg/m3. Les paramètres numériques utilisés pour
ette simulation sont h = 15m et ∆t = 0.001s.
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omposée de deux fronts, F2 et F3, se propageant à la vitesse desondes P (i.e. α). Puisqu'il n'y a pas de 
ohésion dans la surfa
e de rupture,lorsque vIIr = vR alors KII = 0 (front F1), faisant disparaître la singularité de
ontraintes asso
ié au front. La même situation est présente dans les frontsse
ondaires F2 et F3 où au
un signal est visible avant leur arrivée (dans 
e
as vIIr = α). Comme prédit par Burridge, les seules deux vitesses de ruptureadmises (stables) sont ainsi vR et α. La Figure 2.11 montre une série d'ins-tantanées de la 
omposante τxz du tenseur des 
ontraintes dans le milieu,asso
iées à la simulation montrée dans la �gure pré
édente. Dans 
es imageson peut appré
ier les ondes générées quelques instants après la transition(Figure 2.11b) du régime subsonique (Figure 2.11a) au régime supersonique(Figure 2.11
). Les ondes de volume dire
tes P et S, l'onde 
onique asso
iéeà la propagation supersonique (onde de 
ho
), ainsi que les pulses d'arrêt(ondes di�ra
tées) générées dans l'extrémité de la fra
ture sont toutes fa
ile-ment identi�ables dans la séquen
e. Une des
ription plus détaillée se trouvedans la légende de la �gure.Au
un matériel réel ne peut supporter des 
ontraintes in�nies. Par 
onsé-quent, d'une manière ou d'une autre, de l'énergie doit être absorbée sur lefront de rupture. Le mé
anisme probablement le plus judi
ieux est que l'ab-sorption aie lieu au travers d'un pro
essus inélastique dans la région voisinede la fra
ture. Si la déformation dans 
ette région est irréversible, l'entropieaugmente et l'énergie mé
anique est dissipée dans le matériel. Un mé
anismealternatif est que 
ette dissipation se produise au travers le travail réalisépar la 
hute des 
ontraintes au fur et à mesure que le glissement sur la failleaugmente. Comme dis
uté dans les se
tions 2.2.2 et 2.3.2, 
e mé
anisme deslip-weakening a été identi�é 
omme l'un parmi les plus importants pendantla phase instable de la rupture. Si une fra
ture se propage à une vitesse infé-rieur à 
elle des ondes de Rayleigh, une portion de l'énergie radiée peut êtrefo
alisée sur un point, le front de rupture, pour y être absorbée. En revan
he,si la fra
ture se propage à une vitesse supérieur à 
elle des onde S, 
ette dissi-pation n'est pas possible sur un point mais uniquement le long d'un front derupture étalé dans l'espa
e (i.e. zone de 
ohésion). Dans le mode de déforma-tion in-plane ave
 des for
es de 
ohésion (modèle slip-weakening), Andrews(1976b) a montré que la rupture se déroule en plusieurs étapes. Après l'ini-tiation, la rupture a

élère pour s'appro
her de la vitesse vR. Dans 
ertains
as, avant d'atteindre 
ette vitesse, un deuxième front de rupture est dé
len-
hé devant la fra
ture prin
ipale. Cette nouvelle dislo
ation est unilatéraleet présente une évolution plus 
omplexe que 
elle de la fra
ture sans 
ohé-sion (Figures 2.10 et 2.11). Elle éprouve une a

élération progressive versla vitesse des ondes P à partir d'une vitesse vr =
√

2β (Andrews, 1976b,
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1000m

a b

c d

z

x

Fig. 2.11: Instantanés de la 
omposante τxz du tenseur des 
ontraintes pen-dant la propagation d'une fra
ture unilatérale de mode II (in-plane) sansfor
es de 
ohésion. Même simulation que 
elle de la Figure 2.10. (a) La rup-ture se propage initialement ave
 une vitesse subsonique égale à 
elle desondes de Rayleigh. (b) Puisque S = 1.21, la rupture subit une transitionde vitesse vers un régime supersonique (Figure 2.12). Un nouveau front derupture F3 plus rapide (Figure 2.10) émerge devant l'an
ien en générant uneonde S 
onique (onde de 
ho
) ainsi qu'une onde P dont le front d'onde sphé-rique dé�nie, dans son 
entre, l'endroit pré
is où la transition s'est produit.L'hémisphère gau
he de 
e front d'onde est généré par le front de ruptureretro-propagé F2 avant son e�a
ement dû à la ren
ontre ave
 le front primaire
F1. (c) La rupture, en régime supersonique stable, 
ontinue à se propager enlaissant derrière l'onde S très énergétique qui a provoque la transition. (d)La fra
ture atteint une barrière in�nie (i.e. τu = ∞) et s'arrête brutalementen générant deux di�ra
tions sphériques P et S (pulses d'arrêt) ainsi qu'unenouvelle onde 
onique qui rejoint les fronts des deux di�ra
tions.
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Rupture

subsonique

Rupture
supersonique

L
c
/ 

L

)(/)( 00 su tttt --Fig. 2.12: Domaine de la vitesse de rupture d'une fra
ture de mode II enfon
tion du rapport entre la longueur 
ritique Lc (se
tion 2.4.1) et la longueurde la fra
ture L, et du paramètre S = (τu − τ0)/(τ0 − τs) . D'après Andrews(1976b).Figure 3). Ainsi il a 
on
lu que la vitesse de rupture d'une fra
ture de modeII en présen
e de for
es de 
ohésion est 
on�née au domaine vIIr < vR et√
2β < vIIr < α. Quelques années plus tard, Burridge et al. (1979) ont 
or-roboré analytiquement 
es résultats en pré
isant 
ertains points 
on
ernantla stabilité des di�érentes phases de la rupture. Par exemple, tandis que An-drews ex
lut toute propagation dans l'intervalle vR < vIIr <

√
2β, Burridgeet al. pré
isent que, pour 
e qui 
on
erne le sub-intervalle vR < vIIr < β,au
une solution stable n'est possible. Pourtant, dans les intervalles vIIr < vRet β < vIIr <

√
2β, des solutions instables ont été déterminé du fait que la
harge motri
e dé
roît à mesure que vIIr augmente dans 
es régimes. Finale-ment ils ont aussi montré que dans le domaine supérieur √2β < vIIr < α, unrégime typiquement stable de propagation existe puisque la 
harge motri
eaugmente ave
 la vitesse de rupture.Andrews (1976b) a réalisé une série de simulations numériques pour étu-dier l'initiation et l'arrêt de la transition de vitesse vers le régime superso-nique. Pour di�érent valeurs du paramètre S (équation 2.29), il a quanti�é lalongueur de la fra
ture à l'instant où la transition 
ommen
e et puis à l'ins-tant où elle �nit. Ses résultats sont représentés dans la Figure 2.12 ave
 despoints noirs. L'axe verti
al représente le rapport entre la longueur 
ritique

Lc (voir se
tion pré
édente) et la longueur de la fra
ture L. Il est simple demontrer que 
e rapport est égal au rapport entre l'énergie de surfa
e 
onsom-
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2.4. Propagation de la Rupturemée pour faire avan
er la fra
ture, Eγ (équation 2.20), et l'énergie disponiblelibérée, W (équation 2.25) (voir Andrews, 1976b). La zone ha
hurée montrele domaine de transition de vitesse. Plus la valeur de S diminue plus la rup-ture doit se propager a�n d'attendre la transition. Le point où les deux lignes
ontinues 
onvergent sur l'axe horizontal 
orrespond à la valeur de S = 1.63trouvée par Burridge (1973) à partir de laquelle la transition de vitesse versle régime supersonique est inadmissible.Madariaga & Olsen (2000) ont élargi l'analyse de la propagation de larupture des séismes en introduisant une longueur physique supplémentaire.L'in�uen
e du rapport Lc/L dans la Figure 2.12 révèle que la transition devitesse est dire
tement reliée au bilan énergétique dans le front de rupture.Comme Day (1982b) l'a montré, la distan
e 
ara
téristique d'a�aiblissement
δc du modèle slip-weakening joue don
 un r�le fondamental, puisqu'elle déter-mine l'énergie de fra
turation (voir équation 2.21). Ainsi, Madariaga & Olsenont étudié les paramètres qui interviennent dans 
e bilan énergétique pourintroduire 
e qu'ils ont appélé la � 
riti
alité � de la rupture, notion qui faitréféren
e aux états énergétiques où l'évolution du phénomène éprouve desbifur
ations. Par exemple, l'existen
e d'une longueur 
ara
téristique Lc pourla zone de nu
léation (e.g., Andrews, 1976a,b, Freund, 1990), exprimée parle rayon d'un 
er
le (rc) dans une géométrie 3D par Day (1982b) (équation2.28), révèle une première bifur
ation du phénomène : la rupture se propageou non selon si la longueur de la zone de nu
léation est, respe
tivement,supérieure ou inférieure à la valeur 
ara
téristique donnée par la 
onditionénergétique mentionnée dans les premiers paragraphes de la se
tion 2.4.1.Une deuxième bifur
ation peut avoir lieu si les 
onditions énergétiques pen-dant la propagation dynamique font que la rupture éprouve ou non la transi-tion vers le régime supersonique. A partir de 
e 
onstat, Madariaga & Olsen(2000, équation 4) ont introduit un nombre adimensionnel qui, en terme duparamètre S (équation 2.29) et de la 
hute de 
ontraintes ∆τ = τ0 − τs,devient :

κ =
∆τ

µ(S + 1)

[
L

δc

] (2.35)(
omparer ave
 l'expression 2.28). Le terme entre 
ro
hets 
ontient les seulsdeux longueurs physiques 
ara
térisant le problème. Le paramètre L repré-sente un aspe
t de la géométrie de la faille, par exemple, sa largeur. L'autreterme 
on
erne le rapport entre l'état de 
ontrainte initial et le paramètres
onstitutifs de frottement. En prenant rc (dé�ni par l'expression 2.28, page156) 
omme la longueur L dans 
ette équation, alors nous trouvons une va-leur 
ritique théorique κc = 7π/24 pour l'initiation de la rupture. Au dessus
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ette valeur approximative, la rupture peut se propager alors que, endessous, elle ne peut pas (i.e. première bifur
ation). La valeur de κ 
orres-pondante aux résultats rapportés par Madariaga et al. (1998) est environ
30% inférieur à la valeur théorique. Cependant, une analyse expérimentaleplus détaillée leur a permit de déterminer une valeur plus robuste égale à
κc = 0.8. Des estimations de κ pour le séisme de Landers en 1992 (MW = 7.3)(Madariaga & Olsen, 2000, Peyrat et al., 2001) ont révélés qu'elle est trèspro
he de la valeur 
ritique. Si le nombre κ prend des valeurs super
ritiques(i.e. κ >> κc) alors la rupture éprouve la transition de vitesse vers le régimesupersonique (i.e. deuxième bifur
ation). Des valeurs super
ritiques ont étédéterminées dans une faille re
tangulaire. Pour un modèle de barrière, leseuil de � super
ritiqualité � se trouve autour de κ ≈ 1.2 tandis que, pourun modèle d'aspérité, le seuil se trouve autour de la valeur κ ≈ 1.0. Glo-balement, plus le glissement 
ara
téristique δc est grand, plus la 
ontraintete
tonique initiale doit être pro
he du seuil de rupture τu pour que la rupturepuisse se propager, mais aussi pour qu'elle puisse éventuellement éprouverla transition super
ritique (voir Madariaga & Olsen, 2000, Figure 5).Les arguments théoriques présentés dans les paragraphes pré
édents per-mettent de 
on
lure que l'histoire de la rupture dépend fortement de l'étatde 
ontrainte sur la surfa
e de rupture et des paramètres 
onstitutifs de la loide frottement. Des simulations numériques ont montrées que les 
onditionsinitiales le long des failles possédant des barrières9 et des aspérités10 ontune grande in�uen
e dans l'évolution de la rupture ainsi que dans le 
hampd'ondes radié (e.g., Das & Aki, 1977a, Mikumo & Miyatake, 1979, Miyatake,1980, Day, 1982b, Aagaard et al., 2001, Fukuyama & Olsen, 2002, Dunhamet al., 2003). L'e�et de la géométrie de la surfa
e de rupture (Ao
hi et al.,2002, Kame et al., 2003, Oglesby et al., 2003, Cruz-Atienza et al., 2004a, Ao-
hi & Olsen, 2004), ou bien de l'intera
tion entre la surfa
e libre et le 
hampd'ondes pendant la propagation dynamique (Nielsen, 1998, Oglesby et al.,1998, 2000), peut être aussi très important dans la vitesse de rupture et dansles a

élérations du 
hamp pro
he. En outre, 
omme le montrent les Figures3.15 et 3.16 du pro
hain 
hapitre (page 200), les propriétés du milieu danslequel la rupture se produit peuvent avoir des 
onséquen
es majeurs (Cruz-Atienza & Virieux, 2004). Si la rupture a lieu le long d'une interfa
e entredeux matériaux des propriétés élastiques di�érentes, alors la rupture peutdevenir asymétrique en atteignant des vitesses supersoniques dans une des9Une barrière est une région de la faille dans laquelle le frottement statique est supérieurà 
elui de l'entourage.10Une aspérité est une région de la faille dans laquelle la 
ontraintes 
isaillante initialeest supérieure à 
elle de son entourage.
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2.4. Propagation de la Rupture
Rupture Numérique Rupture Analogique

1000mFig. 2.13: Comparaison des instantanées de la propagation spontanée d'unerupture issus d'une expérien
e numérique (Figure 2.11
) (à gau
he) et d'unedes expérien
es analogiques réalisées par Xia et al. (2004, Figure 2b) (àdroite).dire
tions de propagation (Andrews & Ben-Zion, 1997, Harris & Day, 1997,Ben-Zion & Huang, 2002, Weertman, 2002, Ben-Zion & Sammis, 2003).Tous les travaux mentionnés 
i-dessus appartiennent en
ore au domainede la théorie. Les 
onditions expérimentales né
essaires pour véri�er toutes
es prédi
tions restent, en
ore aujourd'hui, très souvent in
onnues sur le ter-rain. Des travaux pionniers ont suggérés l'existen
e d'épisodes supersoniquesdans l'évolution de la rupture des séismes 
aliforniens de la Vallée Impérialeen 1979 (ML = 6.6) (Ar
huleta, 1984) et de Landers en 1992 (MW = 7.3)(Olsen et al., 1997). Cependant, 
e n'est qu'en 1999 que les premières ob-servations dire
tes de la propagation supersonique d'une fra
ture de modeII (in-plane) ont pu être réalisées (Rosakis et al., 1999). Ces observations,e�e
tuées en laboratoire sous des 
onditions extrêmement 
ontr�lées, ontpermit d'étudier le phénomène en détail dans les modes I et II de fra
tura-tion (Coker & Rosakis, 2001). D'intérêt parti
ulier pour les sismologues sontles travaux plus ré
ents, publiés toujours par la même équipe (Xia et al.,2004, 2005), dans lesquels des séismes à petite é
helle ont été soigneusementphotographiés pendant la propagation de la rupture. La similitude ave
 desvrais séismes est remarquable puisqu'ils n'ont pas fra
turé un milieu sain,mais dé
len
hé un glissement instable le long d'une surfa
e préexistante sou-mise à une 
harge initial lointaine. Leurs expérien
es ont révélés en
ore unefois une transition de la rupture vers un régime supersonique ave
 les même
ara
téristiques dé
rites dans les Figures 2.10 et 2.11. La Figure 2.13 montre
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omparaison entre deux instantanées issus d'une expérien
e numérique(à gau
he) et d'une des expérien
es analogiques (à droite) publiées par Xiaet al. (2004, Figure 2b). La ressemblan
e est surprenante ! Même l'asymé-trie de la rupture due au 
ontraste des propriétés entre les deux blo
s de lafaille prédite indépendamment par Harris & Day (1997) et par Andrews &Ben-Zion (1997) a été identi�ée en laboratoire (Xia et al., 2005). Don
, lestravaux sismologiques réalisés dans le dernier lustre où la rupture superso-nique des plusieurs séismes a été rapportée (e.g., le séisme de Izmit en 1999(MW = 7.4) par Bou
hon et al. (2001), le séisme de Kunlunshan en 2001(MS = 8.1) par Bou
hon & Vallée (2003) et le séisme de Denali en 2002(MW = 7.9) par Dunham & Ar
huleta (2004)), possèdent désormais unejusti�
ation qui repose sur un 
onstat physique.2.5 Con
lusionsLe long de 
e 
hapitre, j'ai exploré di�érents aspe
ts essentiels 
on
ernantla mé
anique des séismes. La rupture d'un séisme est un phénomène parti-
ulièrement 
omplexe 
ar il dépend d'une physique lo
ale au voisinage dela faille qui interagit ave
 une physique globale à travers la propagation desondes. Or les propriétés mé
aniques près de la faille peuvent être 
ompliquéeset très variées, reliées à la fois à la nature du frottement sur la surfa
e de rup-ture et aux phénomènes non-linéaire de �uage, mi
ro-fra
turation ou thermo-pressurisation. En dehors de 
ette zone d'endommagement, la perturbationdes 
hamps élastiques est fondamentalement déterminée par l'évolution des
ontraintes sur la faille. Ainsi, malgré la mé
onnaissan
e des pro
essus à l'in-térieur de 
ette zone, le 
hamp d'onde radié peut être ma
ros
opiquementdé
rit grâ
e à l'adoption des lois 
onstitutives de frottement sur le plan defaille. Autrement dit, la dissipation d'énergie asso
iée à la fra
turation etaux phénomènes inélastiques dans la zone de faille est souvent ramenée à lasurfa
e de rupture au travers des paramètres 
onstitutifs qui 
ontr�lent larelaxation des 
ontraintes.L'énergie mé
anique totale libérée pendant un séisme dépend fondamen-talement de trois fa
teurs : la 
hute des 
ontraintes statique, le niveau absoludes pré-
ontraintes et le glissement �nal sur la faille. La partition de 
etteénergie en 
haleur, énergie de fra
turation et énergie radiée durant la ruptureest dire
tement reliée aux paramètres 
onstitutifs de frottement mais aussià l'état initial de 
ontraintes sur la surfa
e de rupture. Une 
onnaissan
e sur
et état est don
 né
essaire a�n de modéliser le phénomène. L'état de pré-
ontraintes est le résultat de la superposition d'un 
hamp résiduel, asso
iéaux déformations lo
ales dues aux séismes pré
édents, et un 
hamp te
to-
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2.5. Con
lusionsnique régional, souvent 
onsidéré homogène autour de la faille. La proje
tionde 
e dernier sur la surfa
e de rupture dépend naturellement de l'orientationde la faille. Si 
ette orientation 
hange dans l'espa
e, alors les 
onditionsénergétiques de la rupture 
hangent aussi, ayant une in
iden
e dire
te sur lapartition lo
al de l'énergie. Par ailleurs, lorsque le front de rupture ren
ontredes variations d'orientation relativement abruptes, des di�ra
tions haute fré-quen
e sont émises en diminuant ainsi l'énergie disponible pour 
ontinuer larupture (Madariaga, 2005, Vilotte et al., 2005, Madariaga & Ampuero, 2005).Par 
onséquent, la géométrie des failles est un fa
teur déterminant dans lapropagation des séismes. Ne pas tenir 
ompte de 
e fa
teur dans l'étude dyna-mique des vrais séismes peut 
onduire à des 
on
lusions fausses par rapportà la physique des pro
essus qui ont eu lieu pendant leur rupture. Pour 
ela,dans les 
hapitres 3 et 4, j'aborde 
ette problématique en 
onstruisant unnouveau modèle numérique permettant de simuler la rupture de séismes lelong des failles de géométrie non-planaire.
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al A

ura
y . . . . . . . . . . . . . . . . . 1863.5.2 Self-Similar Constant Velo
ity Cra
k . . . . . . . . 1893.5.3 Constitutive Fri
tion Law . . . . . . . . . . . . . . 1903.5.4 Spontaneous Rupture Propagation . . . . . . . . . 1943.6 Nonplanar Sour
es in Heterogeneous Media . . 1963.6.1 A Realisti
 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . 1983.7 Dis
ussion and Con
lusions . . . . . . . . . . . . 201T his 
hapter treats the two-dimensional (2D) problem of the dynami
 rup-ture of earthquakes using a re
ent partly-staggered grid �nite-di�eren
eformulation (see se
tion 1.4.1.2). Rupture boundary 
onditions are only ap-plied inside the 
ra
k, without assuming any symmetry with respe
t to therupture surfa
e. By a simple rotation of the stress tensor, the lo
al orien-tation of the 
ra
k is taken into a

ount at ea
h stress point. The grid sizeis 
ontrolled by the sour
e dis
retization. The greater the number of gridnodes dis
retizing the �nite sour
e, the lower the grid size 
ould be. Belowthe lower bound value asso
iated with a given dis
retization, numeri
al ar-tifa
ts are not negligible with respe
t to the spatial frequen
y 
ontent of thedynami
 solution. Solutions 
onverge for both point and �nite sour
es bydensifying the number of stress points in the sour
e. Numeri
al s
aling ofboundary 
onditions is an important element of this 
onvergen
e and allowsthe removal of high-frequen
y spurious e�e
ts of dynami
 rupture 
onditions.For the self-similar 
ra
k, the 
omparison with the Kostrov's analyti
al so-lution shows that a

urate stress singularities are obtained for various 
ra
korientations with respe
t to the numeri
al grid. For spontaneous rupturemodeling assuming a slip-weakening 
onstitutive law, similar solutions arefound for both rupture kinemati
s and ex
ited wave�eld in planar faults withany orientation. Finally, based on these results, rupture propagation over anarbitrary nonplanar fault is justi�ed and then performed in the presen
e ofheterogeneous medium.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire3.1 Introdu
tionDynami
 modeling of seismi
 rupture has been performed applying dif-ferent numeri
al tools su
h as �nite di�eren
e (FD) methods (Madariaga,1976), �nite element (FE) methods (Day, 1977, Ar
huleta & Frazier, 1978)and boundary integral equation (BIE) methods (Das & Aki, 1977b, An-drews, 1985). The last approa
h seems the most appropriate for solving theboundary problem of seismi
 sour
e dynami
s be
ause integral equationsdis
retize only boundary stru
tures. The stress �eld must be spe
i�ed ona given dis
retized surfa
e at time t. Nevertheless, the analyti
al 
onstru
-tion of Green fun
tions is required representing an important limitation ofthese methods : it is not possible to embed the dynami
 sour
e in a hete-rogeneous media. In spite of this limitation, the BIE methodology has beensu

essfully used to simulate nonplanar seismi
 sour
es showing how impor-tant it is for rupture history to 
onsider realisti
 sour
e geometries (Ao
hi& Fukuyama, 2002). Moreover, appli
ation of FE methods has shown thatrupture dynami
s is largely in�uen
ed in dipping faults by the intera
tionwith the free surfa
e and by the two-way intera
tion between nonparallelfault segments (Oglesby et al., 2000, 2003). Thus, 
omplex sour
e geometryseems to be determinant in rupture evolution. On the other hand, simu-lations with FD approa
hes have revealed that heterogeneous surroundingmedia 
an also strongly a�e
t the sour
e dynami
s. For instan
e, the pre-sen
e of low-velo
ity zones dire
tly a
ts on both rupture front velo
ity andfault slip (Mikumo et al., 1987, Harris & Day, 1997). If rupture governedby Coulomb fri
tion propagates within a 
ompliant fault zone, the strengthand shape of the slip pulse will strongly depend on the elasti
 propertiesand geometry of su
h a zone (Ben-Zion & Huang, 2002). Even more, ob-servational eviden
e of ground motion in some remarkable 
ases 
an onlybe explained if realisti
 heterogeneous stru
tures are taken into a

ount du-ring simulations (e.g., Olsen, 2000, Shapiro et al., 2000). However, until nowonly planar sour
e boundary 
onditions have been applied in FD methodsto keep numeri
al errors under 
ontrol. This 
onstraint has pre
luded su
happroa
hes from 
onsidering di�erent fault geometries. Is it possible to im-plement intri
ate sour
e geometries in a FD approa
h ? If so, we 
ontributetoward �nding more realisti
 simulations by 
onsidering arbitrary heteroge-neous media, 
omposite fri
tion laws, and 
omplex sour
e geometries.We present a new approa
h to model dynami
 faulting with any pre-established sour
e geometry based in a FD formulation. We 
onsider a newspatial sten
il proposed by Saenger et al. (2000). Stress boundary 
onditionswith numeri
al s
aling features represent the sour
e inside the numeri
al
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3.2. Elastodynami
 Equations for an Arbitrary Cra
k
h

a x

z h

b x

z

mtxz

mltt zzxx

rvx

rvz

mlttt xzzzxx

rvv zxFig. 3.1: Staggered-grid numeri
al sten
ils for a) the standard FD approa
h(Madariaga, 1976), and for b) the new FD approa
h (Saenger et al., 2000)used in this work. h is the grid size, (τxx, τzz, τxz) is the se
ond order stresstensor, (vx, vz) is the parti
le velo
ity ve
tor, λ and µ are the Lamé 
oe�-
ients, and ρ is the density.grid. This is our original 
ontribution. A

urate estimations of elasti
 �eldsare observed near the 
ra
k tip. We �rst introdu
e the elastodynami
 equa-tions for in-plane 
ra
ks in two dimensions, as well as the FD te
hnique weuse. Afterwards, boundary 
onditions are dis
ussed in a separate paragraph.We show how rupture simulations of planar sour
es allow us to validate andestimate the a

ura
y of seismi
 sour
e and wave modeling. Finally, we dis-
uss the 
ase of a simple s
enario that in
ludes a nonplanar sour
e traversinga single heterogeneity in the elasti
 medium, mainly for illustration of ournew approa
h.3.2 Elastodynami
 Equations for an Arbitrary Cra
kLet us 
onsider the following two-dimensional (2D) velo
ity-stress formu-lation of elastodynami
 equations
ρ
∂vx

∂t
=

∂τxx

∂x
+

∂τxz

∂z

ρ
∂vz

∂t
=

∂τxz

∂x
+

∂τzz

∂z
∂τxx

∂t
= (λ + 2 µ)

∂vx

∂x
+ λ

∂vz

∂z
(3.1)
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∂τzz

∂t
= λ

∂vx

∂x
+ (λ + 2 µ)

∂vz

∂z
∂τxz

∂t
= µ

(
∂vz

∂x
+

∂vx

∂z

)for modeling P -SV wave propagation (Virieux, 1986). We assume a 2D me-dium with Cartesian 
oordinate axes x and z pointing rightward and down-ward respe
tively. The medium is linearly elasti
 and isotropi
 : it is fullydes
ribed by λ and µ, the Lamé 
oe�
ients, and ρ, the density. The parti
levelo
ity ve
tor is denoted by (vx, vz), while the se
ond-order stress tensor isdenoted by (τxx, τzz, τxz). The velo
ity-stress system (3.1) 
an be dis
reti-zed by using a staggered grid in order to 
al
ulate spatial derivatives half-way between two grid points. Madariaga (1976) has proposed an elementarystru
ture for su
h a grid (Fig. 3.1a) that has be
ome a standard pro
edurein elasti
 wave propagation. The sten
il stru
ture is uniquely determined bythe de�nition of the spatial di�erential operators. Authors have developedvarious s
hemes following the same staggered-grid strategy in order to im-prove the a

ura
y of numeri
al simulations in elasti
 wave propagation (seeVirieux, 1986, Levander, 1988, among others). Furthermore, many peoplehave su

essfully used this numeri
al approa
h for modeling dynami
 propa-gation of planar 
ra
ks (e.g., Virieux & Madariaga, 1982, Olsen et al., 1997,Madariaga et al., 1998, Peyrat et al., 2001).However, the sten
il asso
iated with this formulation has one strong di-sadvantage : neither normal and tangential stresses nor the two velo
ity
omponents are de�ned in the same grid node (Fig. 3.1a). This limitationhas prevented authors from applying boundary 
onditions to an arbitraryoriented 
ra
k. In order to avoid this problem, the sten
il should be 
on
ei-ved in a di�erent way. We de�ne the partial di�erential operators Dx, along
oordinate x, and Dz, along 
oordinate z, as follows
Dx(fij) = 1

2h

(
fi+ 1

2
,j+ 1

2

− fi− 1

2
,j− 1

2

+ fi+ 1

2
,j− 1

2

− fi− 1

2
,j+ 1

2

)

Dz(fij) = 1
2h

(
fi+ 1

2
,j+ 1

2

− fi− 1

2
,j− 1

2

− fi+ 1

2
,j− 1

2

+ fi− 1

2
,j+ 1

2

)
(3.2)

whi
h 
orrespond to the same sten
il as the one introdu
ed by Saenger et al.(2000) (see appendix A). The asso
iated staggered grid is unique (Fig. 3.1b)and de�nes the stress 
omponents at a single grid node. Similarly, velo
ity
omponents are de�ned at a single node shifted half-way in both x and z
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3.3. Cra
k Boundary Conditionsdire
tions. In the present work we have applied fourth-order a

urate ope-rators in spa
e in
rement (appendix A), and se
ond-order a

urate in timein
rement, as the best 
ompromise between a

ura
y of wave�elds and me-mory requirement to solve the system (3.1). We emphasize that this new�nite di�eren
e approa
h retains the a

ura
y of the staggered grid : onemust estimate stress derivatives at velo
ity grid points and, 
onversely, velo-
ity derivatives at stress lo
ations. On the whole, the three main advantagesof the new approa
h with respe
t to the standard one are : the redu
tionof numeri
al-grid dispersion along preferred dire
tions, a less restri
tive nu-meri
al stability 
riterion (Saenger et al., 2000), and de�nition of the stressand velo
ity �elds separately in only two staggered grids. Thanks to thisparti
ular wave�eld dis
retization, we are able to apply boundary 
onditionsfor any 
ra
k orientation in spe
i�
 nodes. The way we impose su
h boun-dary 
onditions will be des
ribed in the next se
tion. In order to simulatean unbounded spa
e, we have implemented the standard Perfe
tly Mat
hedLayer (PML) absorbing boundary 
onditions in the external edges of the
omputational domain (Berenger, 1994, Hastings et al., 1996).3.3 Cra
k Boundary ConditionsConsidering planar 
ra
k geometries may redu
e the 
omputational ef-fort by a fa
tor of two when the problem is symmetri
. This is the 
asewhen modeling a half-spa
e bounded by the plane 
ontaining the 
ra
k (e.g.,Madariaga, 1976, Das & Aki, 1977b). This fa
t has led authors to introdu
eCau
hy mixed boundary 
onditions that guarantee su
h symmetry : depen-ding on the fra
ture mode, some stress 
omponents are dropped inside the
ra
k on the 
ra
k plane, while 
ertain velo
ity 
omponents are equal tozero outside the 
ra
k on the 
ra
k plane (see se
tion 1.5.1.2). Be
ause weshould take into 
onsideration 
omplex 
ra
k geometries, we should not takeadvantage of su
h a symmetry even for the 
ase of planar 
ra
ks. Therefore,we only impose stress boundary 
onditions inside the 
ra
k, and dedu
e wa-ve�elds anywhere else by solving the partial di�erential equations (3.1). Wehave veri�ed that velo
ities outside a horizontal 
ra
k, on the 
ra
k plane,are automati
ally equal to zero in a homogeneous medium, thanks to thesymmetry of the spatial �nite-di�eren
e sten
il. Authors su
h as Olsen et al.(1997) and Madariaga et al. (1998) have used fourth-order spatial operatorsfor mixed boundary 
onditions within a fault zone dis
retized by two planesof grid points. As a 
onsequen
e, they improved the pre
ision of wave�elds(espe
ially the high frequen
y 
ontent) near the 
ra
k tip 
ompared withprevious results (Madariaga, 1976, Virieux & Madariaga, 1982). An alterna-
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanairetive methodology for mixed boundary 
onditions has also been proposed byNielsen & Olsen (1998) redu
ing spurious os
illations by spatially mat
hingthe fri
tion and the slip on the same grid nodes. In the present work, be-
ause stress 
omponents are de�ned at the same grid points, we pro
eed inthe following way for setting lo
al boundary 
onditions.
s t

q

z

z'

x

x'

dS

Fig. 3.2: Shear (τ) and normal (σ)stresses a
ting on a 
ra
k surfa
e(dS) tilted at an angle θ with respe
tto the Cartesian frame of referen
e
x−z. The referen
e frame x'−z' al-ways mat
hes the 
ra
k orientation.

Let us 
onsider a lo
al Cartesianreferen
e frame, x'− z', that mat
hesthe 
ra
k orientation at a given stress-grid point of the new staggered grid(Fig. 3.2). The 
ra
k orientation anglewith respe
t to the absolute Cartesian
oordinate system, x−z, is denoted by
θ. Thus, applying a se
ond order inva-riant transformation, we may expressthe stress tensor in the new rotatedframe of referen
e x'− z', in terms ofthe non-rotated stress 
omponents τij ,as follows :

τmn = τijβmiβnj (3.3)where βkl are the dire
tor 
osines ofthe rotation matrix asso
iated with therotation of axes. The 
omponents τx'z'and τz'z' in equation (3.3), from nowon respe
tively denoted by τ and σ,
orrespond to the tangential and normal stresses to the 
ra
k point (see Fig.3.2). For in-plane 
onditions, one has to spe
ify the shear stress τ , whi
h ingeneral is assumed to drop down to its dynami
 fri
tion level as a fun
tionof the normal stress σ and the fri
tion 
oe�
ient. On
e the shear stress isimposed at a given 
ra
k point, we transform the stress tensor τmn ba
kto the original 
oordinate system, x − z, by applying the following inversetransformation :
τij = τmnβimβjnwhere βlk are the dire
tor 
osines of the transposed matrixes used in equation(3.3). Finally, we perform a new time extrapolation of the velo
ity �eld bythe �nite-di�eren
e expli
it se
ond-order extrapolation in time. The abovepro
edure shows the general way we apply the 
ra
k boundary 
onditions ina single stress-grid point inside the 
ra
k. For a numeri
al analysis of thisnew strategy for setting lo
al boundary 
onditions, we shall �rst 
onsider a
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3.4. Point Sour
e Analysis
ra
k des
ribed by a single point sour
e before handling more 
omplex 
ra
kgeometries.3.4 Point Sour
e AnalysisThe numeri
al s
aling between the grid spatial size and the physi
aldimension of a given seismi
 sour
e allows one to dis
retize su
h a sour
e bya di�erent amount of stress-grid points. This is done by adapting the gridsize a

ordingly. As the amount of points des
ribing the sour
e in
reases, wemight expe
t the a

ura
y of the solution to in
rease. The velo
ity grid isstill shifted by half the grid step on both 
artesian dire
tions. The slip at apoint sour
e 
an be estimated from the parti
le displa
ement values aroundthe point sour
e. Sin
e the slip enters in the rupture failure 
riterion, ana

urate s
heme is required. Let fo
us our attention on the dis
retization ofa point sour
e before analyzing the slip estimation at su
h a point sour
e.3.4.1 Point Sour
e Dis
retizationLet us �rst 
onsider a point sour
e whi
h emits the same wave�eld for anyfault orientation. Numeri
ally, several 
on�gurations of 
lusters of stress-gridnodes will satisfy su
h invarian
e with respe
t to the fault orientation. Forinstan
e, the simplest 
on�guration is the one-point numeri
al 
ell whi
h willnot be 
onsidered be
ause it provides ina

urate results. The next one is thefour-point numeri
al 
ell. It 
onsists of four stress-grid points des
ribing onesquare (bla
k points, Fig. 3.3a). Similarly, all other 
ells, nine-point (bla
kpoints, Fig. 3.3b), sixteen-point, twenty-�ve-point and so on, will also providethe same wave�eld for any sour
e orientation. Inside a numeri
al 
ell, as anindependent unity, the same boundary 
ondition is applied to ea
h stress-grid point. The boundary 
ondition is applied as des
ribed in the previousse
tion. Therefore, an oriented seismi
 point sour
e is represented by onenumeri
al 
ell, and we expe
t a better azimuthal behavior as the number ofstress-grid points in
reases.In order to verify the azimuthal invarian
e of our point sour
e dis
reti-zation model, we 
ompare velo
ity seismograms around one four-point nu-meri
al 
ell for six di�erent fault in
lination angles. Results (Fig. 3.4) showthat the point sour
e model satis�es the wave�eld expe
tation : no signi�-
ant variations were found for di�erent fault orientations. Seismograms were
omputed in the same seven observational positions (bla
k 
ir
les) with res-pe
t to the point sour
e (white square) orientation θ. Thanks to the newsten
il whi
h regroups the two velo
ity 
omponents in the same grid nodes
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mlttt xzzzxx

rvv zx

a b

h = h1.5 94 h9Fig. 3.3: Two equivalent numeri
al 
ells : a) four- and b) nine-point 
ellswith equal spatial support Ω (shaded areas). They obey the s
aling relation
hn

√
n =

√
Ω, where hn is the grid size asso
iated with a given numeri
al 
ell
ontaining n stress-grid points.(Fig. 3.1b), the velo
ity �eld was rotated at ea
h observational point intothe parallel (vx') and normal (vz') dire
tions to the fault plane. To keep highfrequen
y 
ontents of wave�eld under 
ontrol, we implemented a linear time-weakening 
onstitutive relation. A time lag of 0.1 s was taken for the stressto drop from its initial zero value down to the dynami
 level of −30 bar.Noti
e the good agreement between the six superposed tra
es in ea
h oneof the seven observational points of Fig. 3.4. Even the double-
ouple radiationpatterns of the P - and S-wave 
an be 
learly identi�ed. If we analyze thesignals in the two observational points that are aligned with the fault plane,we see no ground motion in the parallel 
omponent vx'. In 
ontrast, we �ndin the normal 
omponent vz' the near-�eld term deformation with no P -wave signature followed by the energeti
 S-wave amplitude. Likewise, similarobservations 
an be made at the middle point that lies perpendi
ular to thefault plane.A point sour
e always has a �nite support, espe
ially in �nite di�eren
eformulations when sour
e dis
retization is performed as shown in Fig. 3.3.Dis
retizing su
h a sour
e by an in
reasing number of nodes should leadto similar results if we respe
t its physi
al support. This 
onsideration istranslated into the following s
aling rule for a 2D geometry :

hn =

√
Ω

n
, (3.4)where the surfa
e Ω is the physi
al support of the point sour
e (shaded areas,
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q = 27
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q = 36
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q = 45
o

vx’ vz’

0.01 m/sFig. 3.4: Velo
ity seismograms (time window 2.4 s) around one point sour
e(white square) for six di�erent fault in
lination angles θ 
omputed in sevenequidistant positions (bla
k points) with respe
t to the sour
e. To allow 
om-parison, velo
ity 
omponents were rotated for every θ into the tangential vx'and normal vz' dire
tions to the fault plane, and superposed (white panels).
2000 m

20
o

x’

z’

0.01 m/s

vx’ vz’

25p

16p

9p

4p

Fig. 3.5: Velo
ity seismograms (time window 2.4 s) 
omputed around a 20◦tilted point sour
e (white square) represented by : four-, nine-, sixteen- andtwenty-�ve-point equivalent numeri
al 
ells.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique NonplanaireFig. 3.3), and hn is the grid size related to a given numeri
al 
ell 
ontaining
n stress-grid points. So, the same wave�eld will be ex
ited by any numeri
al
ell we pla
e inside the surfa
e Ω if the same boundary 
ondition is appliedin every node. In other words, whatever the number of stress-grid pointswith equal stress drop put inside Ω, the wave�eld generated by this seismi
sour
e remains identi
al. To illustrate the s
aling relationship (3.4), we 
om-pared seismograms generated with several equivalent numeri
al 
ells (Fig.3.5). This 
omparison was 
arried out for many di�erent fault orientationsobtaining basi
ally the same results. However, we found that the 
ontent ofnumeri
al noise varies with the fault angle, with the maximum level aroundthe middle dire
tion between 0 ◦ and 45 ◦. We point out that these two di-re
tions are privileged by the spatial di�erential operators (see equation 3.2and appendix A). Fig. 3.5 presents results that 
orrespond to a rather noisy
ase of a 20 ◦ tilted sour
e for four-, nine-, sixteen-, and twenty-�ve-pointequivalent numeri
al 
ells with a physi
al support Ω equal to 3600 m2. Simi-larly to the simulations of Fig. 3.4, the same linear time-weakening 
onstitu-tive law was used to 
ompute seismograms in the same seven observationalpoints (bla
k 
ir
les). We observed a good agreement between signals. Boththe waveform and the true amplitude of all tra
es are quite similar to ea
hother. However, a strong redu
tion of numeri
al noise should be noted when
onsidering sour
es with more than four stress-grid nodes. Exa
tly the samebehavior was found in the other six observational points not shown in this�gure. In a

ordan
e with our expe
tations regarding the numeri
al s
aling,as the order of the numeri
al 
ell in
reases, the numeri
al noise de
reases.3.4.2 Slip and Slip-Rate EstimationThe se
ond point we address in order to 
ompletely des
ribe our pointsour
e model is the slip and slip-rate estimation. The slip fun
tion S on thefault plane is the relative displa
ement between the positive (D+) and thenegative (D−) fault blo
ks as assumed in this equation :

S(t, Φ) = D+(t, Φ) − D−(t, Φ) (3.5)where the time is denoted by t and the 
onstitutive law by the lo
al set ofparameters Φ. We shall assume that the slip will keep the same sign duringthe rupture pro
ess. The fault plane always passes through the 
enter of thenumeri
al 
ell (Fig. 3.6). Thus, velo
ity-grid points i around the 
ell belongeither to the positive (p nodes, white squares) or the negative (q nodes, graysquares) fault blo
k. The parti
le displa
ement 
omponents ui parallel tothe broken surfa
e at these points 
an be 
omputed by a straightforward
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3.4. Point Sour
e Analysisintegration of the proje
ted velo
ity �eld. Hen
e, for a given set of 
onsti-tutive parameters Φ, we de�ne the positive fault blo
k displa
ement D+ asthe average fun
tion of the p weighted parti
le displa
ements, ũi, asso
iatedwith the p velo
ity-grid points embedded within the blo
k :
D+(t) =

√∑p
i=1 ũ2

i (t)

p
(3.6)where the weighted displa
ement fun
tions are

ũi(t) = ui(t, θ)Hi(θ). (3.7)The weight fun
tions Hi should be de�ned so that ũi do not depend on θ.In other words, we look for a fa
tor that yields the blo
k displa
ement D+independent of fault orientation. The way the displa
ements ui depend on
θ 
an be easily understood as follows. For any time t, the fun
tion ui in agiven velo
ity-grid point i will be at its maximum if a perpendi
ular line tothe fault plane passing through the 
enter of the 
ell 
oin
ides with su
h apoint. Conversely, ui will be at its minimum (i.e., equal to zero) if the faultplane 
oin
ides with the point. From this we assume that, for any time t,the maximum value of ui with respe
t to θ at a given point i

(
maxθ

{
ui

})
orresponds to the reliable displa
ement value for the slip estimate. Sin
e ingeneral no velo
ity-grid point ne
essarily 
oin
ides with the perpendi
ularline to the fault plane for a given fault orientation θ, the weight fun
tions
Hi must operate over the displa
ements ui to yield the maximum values
maxθ

{
ui

} at every point i. As a result, we 
ould determine the positiveblo
k displa
ement D+ through equation 3.6 independently of θ.At �xed fault orientation θ, the ratio between maxθ

{
ui

} and ui remainsinvariable for any time t in every velo
ity-grid point i. Consequently, wede�ne the weight fun
tions as follows :
Hi(θ) =

maxθ

{
ui(t, θ)

}

ui(t, θ)
(3.8)and found they are time independent. These fun
tions, input into equation(3.7), gives the reliable displa
ement value for slip estimate maxθ

{
ui

} atevery velo
ity-grid point i. Fun
tions Hi are 
onstru
ted as a fun
tion of θfor a given numeri
al sten
il and for a given kind of numeri
al 
ell. Be
ausethese fun
tions are normalized with respe
t to the maximal displa
ementvalue, they do not depend on the elasti
 properties of the media inside whi
hthey were 
onstru
ted. In fa
t, they represent the radiation pattern of the
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q

g

Fault Plane

-

iu

+

iuFig. 3.6: Sixteen-point numeri
al 
ell. Both stress- (bla
k points) andvelo
ity-grid (squares) points are separated in two groups by the fault plane(bla
k diagonal line) tilted by an angle θ. The angle γ de�nes the angularse
tor (shaded areas) needed to 
ompute the fault slip S (equation 3.5) fromindividual displa
ement 
omponents ui (see text).displa
ement 
omponent parallel to the fault plane seen from every point iaround the 
ell. That is the reason why they do not depend on time. So,on
e they are 
omputed, they 
ould be stored for future use for boundariesof any shape and propagating media.Be
ause the parti
le displa
ement ui at a given velo
ity-grid point i tendsto zero as the fault plane approa
hes it, if the fault plane 
oin
ides with thispoint the quotient in equation (3.8) be
omes in�nite. Consequently, thereexists an angular vi
inity γ around the fault plane (Fig. 3.6) in whi
h thequotient 
an not be a

urately determined be
ause parti
le displa
ement istoo small. For that reason, to 
ompute the fault blo
k displa
ement usingequation (3.6) we always negle
t the velo
ity-grid points lying inside thisvi
inity (white areas, Fig. 3.6). We have found suitable values for γ around
20 ◦ for point sour
es. However, as we shall see in the next se
tion, su
han angular vi
inity will depend on the order of numeri
al 
ells when theyintera
t dynami
ally between ea
h other. In all 
ases, we also negle
t the fourvelo
ity-grid points lo
ated at the 
ell 
orners. There, the displa
ements areunderestimated sin
e they see both sides of the 
ell.To determine the negative fault blo
k displa
ement D−, we performthe same pro
edure des
ribed in the equations above but 
onsidering the
q velo
ity-grid nodes. Finally, one may dedu
e the slip over the fault planeusing equation (3.5). The slip-rate is determined in exa
tly the same waybut without integrating the velo
ity �eld in the p and q velo
ity-grid nodes.
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TimeFig. 3.7: Slip fun
tions (equation 3.5) 
omputed in the same point sour
ewith ten di�erent orientations. The sour
e is represented by a sixteen-pointnumeri
al 
ell (�gure 3.6). The slip estimate is independent of fault orienta-tion.Note that normalized fun
tions Hi are valid also for the velo
ity �eld.Fig. 3.7 shows the slip fun
tion evolution on one point sour
e for di�erentfault orientations. For these simulations we 
hoose a sixteen-point numeri
al
ell like the one in Fig. 3.6. We 
onsidered the same time-weakening 
onstitu-tive relation we used before, 
ondensed into Φ. The only variable parameterbetween simulations is the point sour
e orientation. We see that slip fun
-tions are not dependent on the sour
e orientation. These results 
orrespondto a parti
ular set of Φ. However, in order to verify that weight fun
tions Hiare also independent of the 
onstitutive fri
tion parameters, we have perfor-med many tests for di�erent 
hoi
es of Φ and found the 
onstitutive law tohave no in�uen
e. Of 
ourse, we also veri�ed the general validity of our slipestimation pro
edure. It works in the same way for any kind of numeri
al
ell we 
onsider.The a

urate estimations of the slip or the slip-rate over the fault planeare key elements for fri
tion behavior. Rupture simulations with 
omplexfri
tion laws, the slip-weakening one among others, 
ould now be implemen-ted in our numeri
al model.
185



Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire3.5 Planar Finite Sour
eA �nite sour
e may be thought of as a set of grid points whi
h intera
t dy-nami
ally with ea
h other during rupture evolution. This is by no means anaddition of single point sour
e solutions. As a matter of fa
t, su
h intera
tionis the 
riti
al issue of our rupture model and we should study how dis
reti-zation a�e
ts numeri
al solutions. The validation of our �nite sour
e modelwill allow us to simulate the spontaneous rupture propagation of sour
esgoverned by sophisti
ated 
onstitutive relations in a rather a

urate way.3.5.1 Numeri
al A

ura
yNumeri
ally, a �nite sour
e will be a set of neighboring 
ells pla
ed along-side ea
h other without sharing any stress-grid point (see Fig. 3.8). In otherterms, ea
h stress-grid point of the sour
e belongs to a single numeri
al 
ell.The set of 
ells should mimi
 the physi
al geometry of the fault (solid lines,Fig. 3.8). Fig. 3.8 shows how the greater the number of nodes within ea
h
ell, the smoother the dis
rete fault geometry (dotted lines). Thus, the faultgeometry will be fairly well dis
retized as one in
reases the order of 
ells(e.g., Figs 3.8
 and d). The zigzag dis
rete shape asso
iated with low ordernumeri
al 
ells (e.g., Figs 3.8a and b) has undesired impli
ations in wave-�eld and fault slip estimation. Depending on the �nite sour
e orientationangle θ, solutions may degrade and hen
e di�er from ea
h other. This isa 
onsequen
e of destru
tive dynami
 intera
tions of 
ells. We apply lo
alboundary 
onditions in ea
h numeri
al 
ell. This means that the individualpoint sour
e orientation θi in a given 
ell (see Fig. 3.8) is the tangent angleto the dis
rete fault geometry (dotted lines). Consequently, as the numberof points within the 
ells is higher, every θi tends to θ thus the destru
tiveinterferen
es tend to disappear, i.e., the degradation of solutions. Generallyspeaking, the higher the order of 
ells, the smaller the tra
e of sour
e dis
re-tization in numeri
al solutions.A minimal grid size should be 
onsidered be
ause of the intera
tion bet-ween boundary nodes. As the grid size is smaller, the dynami
 intera
tionbetween numeri
al 
ells is stronger. For this reason, the smoothness of faultdis
retization be
omes 
riti
al when s
aling down the mesh spa
ing. For agiven order of 
ells, there exists a minimal grid size beyond whi
h the inter-feren
e between 
ells is destru
tive enough to perturb solutions. So, in orderto solve high-frequen
y 
ontent during rupture modeling by s
aling down the�nite di�eren
e spa
e in
rement, we must 
onsider high-order numeri
al 
ellsto dis
retize the fault. Fig. 3.9 illustrates the 
riterion for numeri
al a

u-ra
y of boundary 
onditions we have determined for our �nite sour
e model.
186



3.5. Planar Finite Sour
e
dcba

qqiFig. 3.8: Several dis
retizations of the same planar �nite sour
e (diagonalsolid lines) for a) four-, b) nine-, 
) sixteen- and d) twenty-�ve-point nu-meri
al 
ells. Small 
ir
les represent the stress nodes. Individual boundary
ondition is applied on ea
h 
ell following the lo
al fault orientation angle
θi whi
h 
orresponds to the tangent angle to the dis
rete sour
e geometry(dotted lines).This 
riterion has been determined experimentally by numeri
al investiga-tion over a wide range of values for n and hn. The shaded area represents thenumeri
al domain in whi
h our method yields a

urate solutions. It meansthat, inside this region, solutions are not degraded by destru
tive interfe-ren
e. Nevertheless, despite the weighting pro
edure introdu
ed in se
tion4.2 we found that, in the 
ase of �nite sour
es, the averaged slip S (equation3.5) over the rupture surfa
e exhibits a paraboli
 in
rease from the referen
ein
lination value at 0 ◦ up to a maximum overestimation of 170% at 45 ◦.This angular modulation of the slip amplitude is periodi
 every 90 ◦ and re-mains the same for any kind of numeri
al 
ells we use to dis
retize the sour
ewithin the shaded area of Fig. 3.9. Numeri
al simulations have shown thatneither the rupture evolution nor the exited wave�eld are a�e
ted by su
hslip variations when rupture is governed by the slip-weakening fri
tion law.However, we may 
orre
t the slip fun
tion (equation 3.5) for any orientation
θ in order to yield its value to the referen
e one for θ = 0 ◦ by a normalizedfa
tor f(θ) = Aθ2 + Bθ + C, where A = 0.0002, B = −0.0168 and C = 1.0.This fa
tor was also determined numeri
ally, and it yields the slip and slip-rate fun
tions no longer dependent on fault orientation. The dashed line ofFig. 3.9 represents the numeri
al boundary over whi
h solutions are pertur-bed by a fa
tor smaller than 2 with respe
t to the horizontal referen
e 
ase.In the region delimited by su
h a line and the dashed region, destru
tiveintera
tions are important enough to prevent a simple 
orre
tion su
h as theone mentioned before whi
h is only valid inside the shaded area.As we mentioned in the last se
tion, the angular vi
inity γ (Fig. 3.6)
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire

n

hn

Fig. 3.9: A

ura
y 
riterion that relates the grid size, hn (in m), to thenumber of stress-grid points per numeri
al 
ell, n, in a given �nite sour
e.Shaded area shows the domain inside whi
h numeri
al solutions are robustfor any kind of sour
e geometry. Surprisingly, in order to in
rease numeri
alresolution, it is not enough to redu
e hn : we also need to adapt the sour
eboundary 
onditions adding stress-grid points. Within the region delimitedby the dashed line and the shaded area, solutions may disagree up to afa
tor of two as a fun
tion of fault in
lination. No paraboli
 
orre
tion 
anbe applied there (see text).required to evaluate the fault slip, depends on the order of 
ells when theyintera
t dynami
ally. So as to minimize undesired perturbations in the slipfun
tion (equation 3.5) due to the sour
e dis
retization, we found that thevelo
ity-grid nodes (squares, Fig. 3.6) whi
h should be taken into a

ount inequation (3.6) are those lo
ated as far as possible from the 
onta
t zones ofthe two neighboring 
ells. In other words, those points lying in the vi
inityof the normal to the lo
al fault plane that 
rosses the 
enter of the 
ell(inside the shaded areas of Fig. 3.6). Therefore, we have dedu
ed a formula todetermine γ that optimizes the slip evaluation in �nite sour
es taking a

ountof the aforementioned 
onsideration. This formula is de�ned in terms of n,the number of stress-grid points per 
ell, and states that γ = arctan(
√

n−1).Geometri
al 
onsiderations lead us to dedu
e this equation that guarantees,for any kind of numeri
al 
ells, at least one, and maximum two velo
ity nodesinside the shaded area of ea
h fault blo
k.The s
aling relationship that assures the equivalen
e between di�erentpoint sour
es (equation 3.4) is still stri
tly valid for �nite sour
e modeling.However, �nite sour
es present a length L that is usually mu
h greater than
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3.5. Planar Finite Sour
ethe numeri
al sour
e thi
kness T . On that a

ount we should expe
t somethreshold value for the aspe
t ratio beyond whi
h solutions for di�erentsour
e dis
retizations are similar (i.e., di�erent thi
knesses or kinds of nu-meri
al 
ells). Numeri
al tests for di�erent 
ombinations of L and T have
on�rmed this hypothesis revealing su
h a geometri
al 
ondition. It tells usthat the fault aspe
t ratio must be smaller than approximately 0.033. Inother terms :
L & 30.0 hn

√
n (3.9)where hn

√
n is equal to T , and hn is the grid spa
e in
rement related toa given order of numeri
al 
ell 
ontaining n stress-grid points. Equation 3.9represents an e�
ient 
riterion to guarantee the low-frequen
y equivalen
ebetween di�erent �nite sour
e dis
retizations. One straightforward 
onse-quen
e of this 
ondition is that we are not obliged to 
onsider a �ne meshin large s
ale simulations to maintain the same numeri
al a

ura
y. Thismeans that a 
onsiderable 
oarse mesh would be enough to obtain similarlow-frequen
y results. Of 
ourse, if we are looking for high-resolution mode-ling, then we should redu
e the spatial grid size hn being always aware ofthe a

ura
y 
riterion showed in Fig. 3.9.3.5.2 Self-Similar Constant Velo
ity Cra
kKostrov (1964) has 
onstru
ted a 
losed-form solution for a self-similar
ra
k propagating at a 
onstant velo
ity. This analyti
al example may beused to validate numeri
al solutions. Yet, dynami
al 
ra
k growth alwaysexhibits numeri
al instabilities that are 
aused by the dis
rete grid-step ad-van
e of the fra
ture edge. Previous works have found ina

urate numeri-
al solutions for the self-similar 
ase, espe
ially when evaluating the shearstress 
on
entration due to the S-wave traveling ahead of the rupture front(Virieux & Madariaga, 1982, Trifu & Radulian, 1985). This problem mainlyarises from the appli
ation of low-order spatial di�erential operators. Morere
ent FD investigations have redu
ed this problem by in
reasing the spa-tial support of derivatives and by improving the sour
e boundary 
onditions(Madariaga et al., 1998). On the other hand, the spurious os
illations asso
ia-ted with rupture growth 
an be 
ontrolled if dissipation terms are introdu
edin the formulation of the problem (Knopo� & Ni, 2001). These kinds of ar-tifa
ts indeed help us to 
lean up numeri
al solutions. Nevertheless, theywill not ne
essarily improve the a

ura
y of the stress �eld determination(Kame & Yamashita, 1999) for instan
e. Thus, to validate our �nite sour
edis
retization model introdu
ed in the last se
tion, we have performed self-
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanairesimilar 
ra
k simulations without any kind of dissipation terms for di�erent
ra
k in
lination angles with respe
t to the FD grid. Taking a

ount of theseartifa
ts may redu
e our requirements allowing faster simulations.The Kostrov solution 
orresponds to a planar sour
e geometry. So, inorder to well dis
retize su
h geometry for any 
ra
k orientation θ, we haveused high-order numeri
al 
ells (one-hundred-point 
ells). As a result, forevery orientation θ, the dis
rete fault tra
es are smooth enough to fairlyrepresent the straight 
ra
k shape. The rupture is bilaterally symmetri
 andpropagates in a Poissonian medium at 0.5α, the P -wave velo
ity. The valueof the shear stress τ drops abruptly from the pre-stress level to some lowerlevel, say τf , the dynami
 fri
tional stress. All stresses were normalized bythe stress drop τo−τf , where τo is the initial state of stress, so that all resultspresented here are for a dimensionless stress drop equal to unity.Figs 3.10a and 3.10b show, respe
tively, the slip and the shear stressevaluation in four equidistant points pla
ed along the 
ra
k plane for sixdi�erent in
lination angles with respe
t to the horizontal Cartesian axis. Al-though os
illations 
ould be observed, the overall estimation is a

urate and�ts quite well the analyti
al predi
tions. We have performed the same testdis
retizing the sour
e with numeri
al 
ells of smaller order �nding less a
-
urate results. As we explained in the last subse
tion, there is a geometri
alreason behind this problem that determines the way the 
ells intera
t. Be-
ause the analyti
al solution 
orresponds to a straight rupture surfa
e, wemust 
onsider high-order numeri
al 
ells (see Fig. 3.8) in order to reasonablymimi
 this spe
i�
 sour
e geometry and hen
e to a
hieve high resolution si-mulations without undesired 
ell intera
tion. On the whole, we may 
on
ludethat numeri
al shear stress and slip 
omputation for any fault angle is a

u-rate enough for dynami
 rupture modeling with slip or slip-rate dependentfri
tion behaviour. Solutions do not depend on fault orientation. Further-more, we have 
he
ked that, as we in
rease the order of numeri
al 
ells, notonly are the elasti
 �elds better determined, but also the observed spuriousos
illations de
rease.3.5.3 Constitutive Fri
tion LawAt the present time, many questions about earthquake me
hani
s havebeen answered thanks to 
omplex fri
tional models whi
h have emerged fromlaboratory experiments (see S
holz, 1998, and referen
es therein). The mainroot of these quite predi
table models lies in the te
toni
 observation thatearthquakes happen almost always on pre-existent fault surfa
es or at te
-toni
 plate boundaries. This means that both rupture initiation and pro-
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Fig. 3.10: Comparison between analyti
al (Kostrov, 1964, solid lines) andnumeri
al (this work, 
ir
les) solutions for a) fault slip and b) shear stressat four equidistant points of a self-similar 
ra
k propagating at 0.5α, the
P -wave velo
ity. Ea
h panel 
orresponds to a given 
ra
k in
lination θ withrespe
t to the numeri
al FD grid. Results should be the same for every θ,only slight os
illations are observed.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire
vp(m/s) vs(m/s) ρ(kg/m3)Medium 4000 2300 2500Cir
ular LVZ 2200 1300 1400Tab. 3.1: Velo
ity stru
ture of the elasti
 medium used in Fig. 3.15. vp and

vs are, respe
tively, the S- and P -wave velo
ities, and ρ is the density.pagation are fri
tional rather than fra
ture phenomena. However, we havenot yet studied the aforesaid 
omplex 
onstitutive relations in our numeri
almodeling. Instead, we have 
hosen the widely a

epted slip-weakening (SW)fri
tion law (Ida, 1972, Andrews, 1976a) for our �rst investigation of ruptureproperties. The whole seismi
 
y
le as a 
onsequen
e of a regular sti
k-slipfri
tional instability as well as rupture pulse 
hara
terization, for instan
e,
an be explored in future works with our new approa
h if 
onstitutive rela-tions depending on slip-rate, time, or state variables are taken into a

ount(e.g., Ruina, 1983, Nielsen & Carlson, 2000).The SW fri
tion law we have tested depends on the initial shear stress onthe fault surfa
e, τo, and the three 
onstitutive parameters 
ohesion strength,
τu, dynami
 shear stress level, τs, and 
hara
teristi
 weakening length, δc(Andrews, 1976a). Mathemati
ally, the way the shear stress τ depends onthe slip S is expressed by the following equation :

τ =

{
τu − (τu − τs)

S
δc

; 0 ≤ S ≤ δc

τs ; S > δc.
(3.10)We should point out that Coulomb-type fri
tion laws 
ould also be easilyintegrated, for example, in a similar way as proposed by Ao
hi et al. (2002)be
ause normal (σ) and shear (τ) stresses are 
omputed at the same gridnodes (see Figs 3.1b and 3.2). The material strength is �nite. Hen
e, theshear stress 
on
entration near the 
ra
k tip is bounded to some pres
ribedyield value. In the fri
tion model we have 
hosen (equation 3.10), su
h avalue 
orresponds to the strength τu. On
e the yield stress is rea
hed at agiven fault point, stress drop begins with in
reasing slip.A

ording to the equation (3.10), in order to estimate the shear stresswithin the 
ohesive zone we need the slip whi
h, in turn, requires the shearstress to be 
omputed. So, to initiate the rupture in a given fault point, weperform an iterative pro
edure for shear stress and slip estimations : on
e theyield stress has been rea
hed, we drop the shear stress to the fri
tion level τs,we dedu
e the slip after one time step by FD integration, we obtain a newshear stress via the fri
tion law (equation 3.10) to restart, one time-step ba
k,a new slip 
omputation. We stop iterating when small enough variation in slip
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al solutions at a fault point lo
ated in the middle of thespontaneous rupture zone governed by the linear slip-weakening fri
tion law(equation 3.10) displayed in panel (a). See text for explanation.is found. In this way we are able to know the next stress state after ruptureinitiation to 
ontinue the stress drop a

ording to our linear 
onstitutive lawfor su

essive time-step extrapolations. During rupture pro
ess, the sameshear stress is applied equally at ea
h node of the 
on
erned numeri
al 
ellfollowing the pro
edure des
ribed in se
tion 3.Fig. 3.11 displays several phase diagrams for one point in the middle ofthe sour
e during spontaneous rupture propagation. The relation betweenpairs of parameters allows one to 
he
k the a

ura
y of the implementa-tion of the 
onstitutive law (Fig. 3.11a) and wave�eld estimate. The elasti
properties of the homogeneous medium are shown in Table 3.1. For this si-mulation we have 
hosen the following 
onstitutive values : τu = 13 bar,
τs = −33 bar and δc = 0.4 m, with an initial shear stress τo = 0 bar. Toinitiate the unilateral rupture, we impose rupture in a nu
leation zone 2 kmlong at one extremity of a 10 km fault governed by the same parametersex
ept for the yield stress, τu, that is assumed equal to the initial stress, τo.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique NonplanaireFor this simulation we used thirty-six-point numeri
al 
ells with a FD spatialin
rement h = 15 m whi
h is a

urate enough for a planar fault parallel toa referen
e axis. Soon after rupture nu
leation, the rupture front velo
itybe
omes super-shear be
ause of the 
hoi
e of fri
tion parameters. Das & Aki(1977b) have de�ned the upper yield point parameter S as the ratio betweenthe stress ex
ess (τu − τo) and the stress drop (τo − τf ). Under plane-strain
onditions, for values of S less than 1.63, the 
ra
k starts growing with asub-Rayleigh velo
ity, but as its length in
reases, the velo
ity 
hanges tosuper-shear and �nally approa
hes the P -wave velo
ity. That happens inour 
ase given that S = 0.39. As it 
an be 
learly seen in Fig. 3.11d, theobservational point lies in a fault region for whi
h the rupture front has rea-
hed the super-shear regime. Indeed, the slip-rate peak asso
iated with therupture initiation (around 3 s) arrives before the slip-rate perturbation of the
S-wave (around 3.5 s) traveling behind the rupture front. After the S-wave,we found perturbations due to the ba
k propagating P - and S-wave arrestpulses around 5 and 6 s after initiation. Only small numeri
al os
illations arefound. Figs 3.11a and 3.11b show the shear stress evolution as a fun
tion ofslip and slip-rate, respe
tively. No slip is found before the arrival of the rup-ture front. In 
ontrast, we see a small in
rement in the slip-rate just beforethe material yield stress is rea
hed. This la
k of pre
ision 
an be diminishedby s
aling down the grid size h. We re
all that no boundary 
ondition isimposed in the velo
ity �eld outside the 
ra
k (see se
tion 3). Finally, Fig.3.11
 shows the slip history at the same fault point. Slope variations in theslip fun
tion around 3.5, 5 and 6 s, 
orrespond to the dire
t S-wave and thetwo aforementioned arrest pulses, respe
tively. Likewise, we may estimate arise-time of about 3 s.3.5.4 Spontaneous Rupture PropagationAn other way to show how our �nite sour
e model does not dependon fault orientation is to 
ompare solutions for spontaneous sour
es withdi�erent orientations. Similarly to the example presented in the above para-graph, the simulations performed for this se
tion also in
lude spontaneousrupture growth governed by the slip-weakening 
onstitutive law we havedes
ribed. In all simulations from now on, we took the initial stress state
τo = 0 bar, and the 
onstitutive parameters over the rupture surfa
e as
τu = 17 bar, τs = −20 bar and δc = 0.2 m. Only the fault orientationangle θ varies. The elasti
 properties of the homogeneous medium are givenin Table 3.1. We used one-hundred-point numeri
al 
ells to dis
retize thesour
es in a FD mesh of 1200 × 1200 grid points with a spatial in
rement
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e
h = 10 m. Fig. 3.12 shows velo
ity seismograms for six di�erent fault orien-tations 
omputed in the same seven positions with respe
t to the fault plane(bla
k points).
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Fig. 3.12: Velo
ity seismograms (time window 7 s) 
omputed at seven po-sitions (bla
k points) around one �nite sour
e (diagonal solid line) for sixdi�erent fault orientation angles θ (0 ◦, 9 ◦, 18 ◦, 27 ◦, 36 ◦, and 45 ◦). Ve-lo
ity 
omponents are rotated for every θ into tangential (vx') and normal(vz') dire
tions to the fault plane, and superposed (white panels). The spon-taneous rupture is governed by the slip-weakening 
onstitutive law (equation3.10). The in
lination θ only indu
es numeri
al noise.So as to allow 
omparison between di�erent orientations, seismogramswere rotated into the parallel (vx') and normal (vz') dire
tions to the faultplane, and then superposed within the white panels. We 
onsidered a �nalsour
e length of 6 km with a nu
leation zone of 1.5 km starting from theleft fault edge. We see a good agreement between seismograms for all faultorientations. Be
ause the rupture is governed by the SW 
onstitutive law,this implies that the slip estimation during rupture evolution is independentenough of θ to yield the same rupture histories for all 
ases. Figs 3.13a and
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire3.13b show this fa
t : as a fun
tion of time and fault position, our slip andslip-rate estimations on �nite sour
es are satisfa
torily independent of faultorientation. As we mentioned before, this feature is important be
ause thedynami
 rupture evolution depends dire
tly on the slip S. Any ina

ura
yin its estimation may 
hange the rupture history and hen
e the radiatedwave�eld.Looking 
loser, both �gures show the same elapsed time in all 
ases forthe entire rupture. Moreover, as a 
onsequen
e of the 
onstitutive parametervalues, the nondimensional parameter S is equal to 0.85 (see last subse
-tion) and then the rupture front exerts the so-
alled bifur
ation (Andrews,1976b) : soon after rupture nu
leation, the rupture front velo
ity jumpsfrom a sub-shear to a super-shear regime at the same time for all orien-tation angles around 0.7 s after rupture nu
leation. Figures 3.14a and 3.14b
ompare the slip and the slip-rate fun
tions at the middle-point of the spon-taneous rupture region for the six fault orientations. We 
on�rm the goodestimation of the kinemati
al parameters independently of θ. We 
an alsoidentify the S-wave travelling behind the rupture front as mentioned before(arrow, Fig. 3.14b). Furthermore we 
learly see the P stopping phase thatabruptly 
hanges the slip rate around 2.2 s after rupture initiation (arrow,Fig. 3.14a) yielding a rise-time of about 2.3 s. Judging from these results,we may say that given the 
hoi
e of numeri
al parameters we are using,os
illations are weak and do not a�e
t the rupture behavior.Simulations presented in this se
tion make us 
on�dent that spontaneousrupture is adequately modeled when proper sour
e dis
retization for boun-dary 
onditions is performed. This allows us to 
onsider nonplanar �nitesour
es as the most sophisti
ated s
enario we are looking for at the 
urrentstage of this work.3.6 Nonplanar Sour
es in Heterogeneous MediaFinite di�eren
e approa
hes have the 
apability of propagating elasti
waves in arbitrary heterogeneous media by spe
ifying the spatial distributionof elasti
 properties in the medium. Authors who have studied earthquakedynami
s applying these te
hniques have found how important it 
ould be,in rupture evolution and radiated wave�eld, to 
onsider heterogeneous sur-rounding media (e.g., Harris & Day, 1997, Olsen et al., 1997, Ben-Zion &Huang, 2002). For instan
e, strong variations in slip and slip-rate over thefault surfa
e, as well as in the nature of rupture propagation, have beenfound. On the other hand, numeri
al simulations have also shown how im-portant it is to propagate the wave�eld through realisti
 media to explain
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3.6. Nonplanar Sour
es in Heterogeneous Media
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Fig. 3.13: Slip and slip-rate solutions for the �nite sour
es des
ribed inFig. 3.12. a) Slip evolution every 0.1 s as a fun
tion of fault position. Onlyreasonably small variations in the slip fun
tion are seen depending on faultorientation. b) Slip-rate as a fun
tion of time and fault position. Tra
esof sour
e dis
retization are visible as verti
al sharp 
olons asso
iated withnumeri
al 
ells. However, quite similar results are obtained for all orientationangles θ. Rupture front bifur
ation happens soon after spontaneous ruptureinitiation in all 
ases.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanairethe observed ground motion in some remarkable 
ases (e.g., Shapiro et al.,2000, Olsen, 2000). As we shall see, we are able to introdu
e this physi
al
onsideration during rupture simulations given that our numeri
al model isbased on FD.For modeling �nite sour
es we impose individual boundary 
onditions atea
h numeri
al 
ell dis
retizing the fault surfa
es. This means that the lo
alfault orientation θi (Fig. 3.8) of every point sour
e depends on its relativeposition with respe
t to the immediate neighboring 
ells. So far, the rup-ture surfa
es were supposed to be straight lines in order to simulate planarfaults. Nevertheless, the dis
retization of any kind of geometry in �nite dif-feren
e modeling ne
essarily has steps- or zigzag-shape (e.g., dis
rete lines,Fig. 3.8) making it di�
ult to simulate 
ra
ks along straight lines, espe
iallywhen these lines are not parallel to the referen
e axis. Therefore, from theviewpoint of boundary 
onditions, dis
retization of straight or 
urved linesredu
es to the same numeri
al problem. On that a

ount, the self-similarrupture validation, as well as the spontaneous rupture analysis we have per-formed for planar sour
es validate, ultimately, our methodology for any kindof sour
e geometries.So, let us dis
retize a �nite nonplanar sour
e following the strategy pre-sented previously, and analyze what happens if we nu
leate its spontaneousrupture.3.6.1 A Realisti
 ExampleWe 
arried out the dynami
 rupture simulation of an arbitrarily nonpla-nar fault 
rossing a 
ir
ular low velo
ity zone (LVZ). Rupture propagation isgoverned by the slip-weakening 
onstitutive relation (3.10). The goal of thisexample is not to elu
idate the dynami
s of su
h a problem, but to illustratethe performan
e of our new approa
h under these realisti
 
onditions.Fig. 3.15 shows a snapshot of the horizontal parti
le velo
ity vx fourse
onds after rupture nu
leation. The solid bla
k line represents the faulttra
e whi
h traverses the LVZ (
ir
ular dashed line). The elasti
 propertiesof both media are shown in Table 3.1. The fault is 13.8 km long, while theLVZ has a diameter of 4 km. The 
onstitutive parameters along the entirefault are τu = 15 bar, τs = −33 bar and δc = 0.05 m (see equation 3.10).In order to initiate the spontaneous rupture propagation, we impose rupturealong a zone 1 km long lo
ated at the left edge of the fault. In su
h anu
leation region, the initial shear stress τo = 0 is taken as the yield stress,
τu, to start rupture. We used one-hundred-point numeri
al 
ells to dis
retizethe sour
es in a FD mesh of 1600×1600 grid points with a spatial in
rement
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3.6. Nonplanar Sour
es in Heterogeneous Media

Fig. 3.14: Slip (a) and slip-rate (b) fun
tions 
omputed in the middle-pointof the spontaneous rupture region for simulations shown in Fig. 3.12. The sixfun
tions asso
iated with the six di�erent fault orientations are superposedin both panels.
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanaire
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Fig. 3.15: Snapshot of the horizontal parti
le velo
ity vx four se
onds afterrupture nu
leation. The nonplanar fault (bla
k 
urved line) 
rosses a 
ir
ularLow Velo
ity Zone (LVZ, dotted line, see Table 3.1). Spontaneous rupturegoverned by the slip-weakening fri
tion law (equation 3.10) propagates right-ward in a super-shear regime.The unilateral rupture propagates rightward on a super-shear regimegiven that S = 0.45 (see se
tion 5.3). We 
an 
learly appre
iate how theshape of the body-wave fronts follow the 
urved sour
e geometry (Fig. 3.15).Also as a 
onsequen
e of su
h geometry, there exists a fo
alization of body-waves in the upper 
on
ave side of the fault, where the parti
le velo
itiesare 
onsiderably greater than those observed on the other fault side (see theunbalan
e in the gray s
ale with respe
t to the zero value). The strongestamplitudes within the LVZ 
orrespond to trapped waves generated duringthe passage of the rupture front : an energeti
 ba
k-propagating pulse re-
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3.7. Dis
ussion and Con
lusions�e
ted in the interfa
e between two media, as well as guided waves alongthe 
ir
ular elasti
 boundary, among others. Fig. 3.16 shows the 
orrespon-ding kinemati
al solutions over the rupture surfa
e. The presen
e of the LVZhas strong impli
ations. First, important velo
ity 
hanges are exerted by therupture front depending on the elasti
 properties of the medium. Se
ond,strong slip (Fig. 3.16a) and slip-rate (Fig. 3.16b) 
on
entrations are obtai-ned within the 
ir
ular low velo
ity anomaly. Re�e
ted P - and S-waves onthe interfa
e between two media are well observed (arrows), espe
ially in-side the LVZ where the aforementioned ba
k-propagating S-wave dominatesthe later parti
le motion (see Fig. 3.16b) provoking a belated sharp slip in-
rement (Fig. 3.16a). Numeri
al os
illations 
an also 
learly be seen due tothe dis
rete stepwise advan
e of the rupture front a
ross the numeri
al 
ells(Figs 3.15 and 3.16b). However, as we have shown in the last se
tion, theseos
illations do not perturb the rupture history.
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Fig. 3.16: a) Slip and b) slip-rate solutions for the simulation shown in Fig.3.15 as fun
tions of time and fault position. Straight lines indi
ate S- and
P -wave velo
ities within the LVZ (vs' and vp') and within the surroundingmedia (vs and vp) (see Table 3.1). Arrows point out re�e
ted phases in theinterfa
e between two media.3.7 Dis
ussion and Con
lusionsIn this study we introdu
e a new FD approa
h to model the dynami
 rup-ture propagation of faults with intri
ate geometries, e.g., nonplanar faults.A new de�nition of the 
ra
k boundary 
onditions represents the mainroot of our approa
h. Thanks to the spatial sten
il we use to dis
retize theelastodynami
 equations, all stress 
omponents are known at the same grid
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Chapitre 3. Modèle 2D d'une Faille Dynamique Nonplanairenodes. By a simple rotation of the stress tensor, we impose the shear stressdrop following the lo
al 
ra
k orientation. For a

urate slip estimation, we
onstru
t weight fun
tions before performing simulations. These fun
tionsmake the slip estimation independent of sour
e orientation with respe
t tothe numeri
al grid.The numeri
al s
aling that exists between the grid size, hn, and the phy-si
al extent of the sour
e, Ω, assures an in�nity of di�erent dis
rete represen-tations for the same seismi
 sour
e. The sour
e dis
retization may be adapteda

ording to the s
ale of the problem we need to solve. For instan
e, for thesake of 
omputational e�
ien
y, large s
ale numeri
al simulations may beperformed with a few internal sour
e points. Nevertheless, numeri
al os
illa-tions depend on n, the number of stress-grid points per 
ell. There exists astrong redu
tion of noise when n is greater or equal to nine.High frequen
y 
ontent in elasti
 �elds near the 
ra
k tip is better sol-ved as we de
rease the grid size. Similarly, numeri
al os
illations de
rease.However, intera
tion between internal sour
e points is stronger and sour
edis
retization be
omes 
riti
al. In order to a
hieve a

urate estimation of ki-nemati
al parameters over the rupture surfa
e and exited wave �eld, the gridsize, hn, related to a given set of numeri
al 
ells with n stress-grid points,must be greater than a lower bound value. We found that the greater the n,the smaller the hn 
an be. Applying the a

ura
y 
riterion we have determi-ned, suitable values for hn and n 
an be found in order to keep numeri
alartifa
ts under 
ontrol.Finite sour
es usually have a fault length L mu
h greater than the nume-ri
al fault thi
kness T . Thus, the aspe
t ratio between these two quantitiesmay play an important role for saving memory resour
es. The overall fea-tures of numeri
al solution for several sour
es with length L and di�erent T ,will be the same if T in all 
ases is at least 30 times smaller than L. Thismeans that stati
 fault slip, mean waveform and true amplitude of seismo-grams are all satisfa
torily similar. Be
ause T = hn
√

n, a minimum numberof numeri
al 
ells is required to dis
retize a �nite sour
e without perturbingthe aforesaid features of solution. In other words, a given �nite sour
e must
ontain at least 30 numeri
al 
ells to guarantee the 
riti
al aspe
t ratio. Of
ourse, as we in
rease the number of 
ells, i.e., as we redu
e the grid size hn,high frequen
y 
ontent will be better solved and numeri
al os
illations tendto disappear.Be
ause �nite di�eren
e approa
hes are essentially grid methods, fromthe viewpoint of boundary 
onditions simulation of nonplanar faults is asdi�
ult as simulation of planar faults at an angle with the grid. Only nume-ri
al rules for the number of nodes we need to model a

urately are essential,
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3.7. Dis
ussion and Con
lusionsand we have determined experimentally these rules. Hen
e, the 
omparisonwith analyti
al solutions for the self-similar 
ase, as well as the spontaneousruptures analysis for planar sour
es, validate our numeri
al approa
h for anykind of sour
e geometry. Results we have obtained for an arbitrary nonpla-nar fault in heterogeneous media are in a

ordan
e with expe
tations aboutthe presen
e of low velo
ity zones during the dynami
 rupture of faults. Ourmethodology is robust even in hard 
onditions.In order to study the rupture dynami
s of real earthquakes, three-dimen-sional (3D) numeri
al models are essential. We think the path leading ourrupture model to 3D spa
e is well highlighted by the methodologies exposedin this arti
le. On one hand, the 3D wave propagation kernel is possible(Saenger et al., 2000). On the other hand, the essential element to des
ribea 3D sour
e would be the numeri
al 
ell translated into a volumetri
 entity(i.e., a 
ube). The strategy to evaluate the slip or the slip-rate in 3D sour
esshould be 
arefully determined on the basis of the numeri
al properties ofsu
h an elementary 
ubi
 
ell.In 
on
lusion, this study introdu
es a new FD approa
h to model thedynami
 rupture propagation of faults with any pre-established geometry.We have assumed a linear slip-weakening fri
tion law. However, the imple-mentation of Coulomb type or slip-rate dependent 
onstitutive relations ispossible. Thus, our numeri
al model 
ontributes to the investigation of morerealisti
 s
enarios using FD by 
onsidering arbitrary heterogeneous media,
omposite fri
tion laws, and 
omplex sour
e geometries.
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al Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2324.2.3 Fault Me
hani
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2394.2.4 Resolution and Convergen
e . . . . . . . . . . . . . 2444.2.5 Model Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2584.2.6 Rupture Along a Nonplanar Loaded Fault . . . . . 2784.2.7 Dis
ussion and Con
lusions . . . . . . . . . . . . . 2914.3 Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tives . . . . . 2954.3.1 The 1992 Landers Earthquake (MW = 7.3) . . . . 297D ans 
e 
hapitre j'aborde un sujet qui se trouve au 
÷ur du débat a
tuelanimé par les s
ienti�ques se 
onsa
rant à l'étude de la dynamique dela rupture en trois dimensions (3D). Je dis
ute la formulation et la pré
isionde plusieurs modèles en di�éren
e �nies (DF) dans lesquels la zone sour
epossède une épaisseur donnée. Des résultats pour la rupture spontanée d'unefaille plane issus de deux formulations di�érentes dans la grille partiellementen quin
on
e sont 
omparés ave
 
eux obtenus ave
 une méthode intégralede frontière (BIE). L'importan
e de la dis
rétisation de la sour
e est mise enéviden
e grâ
e à l'analyse de la stru
ture numérique des éléments de frontièrequi la dis
rétisent dans le maillage régulier proposé dans 
e travail.A partir de la stru
ture optimale des éléments de frontière, j'introduisle modèle de rupture 3D permettant de simuler la propagation dynamiqued'une faille ave
 une géométrie non-planaire. Pour 
ela, je présente les di�é-rent volets qui 
omposent le modèle. Une analyse de 
onvergen
e est réaliséeen terme de résolution de la zone de 
ohésion dans le 
adre du modèle d'af-faiblissement linéairement dépendant du glissement de la faille. La validationdu modèle est réalisée grâ
e à la 
omparaison de nos résultats ave
 
eux issusde la méthode DF tra
tion-at-slip-node pour une faille plane, et des résultatsde la méthode BIE pour des failles non-planaires. L'e�et de la géométrie de lafaille est prépondérant, 
omme le montrent des simulations non-planaires de
hargement te
tonique biaxial. L'analyse de la rupture du séisme de Landersen tenant 
ompte de sa géométrie exa
te illustrera les variations signi�
ativesde la rupture et de l'émission des ondes sismiques.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires4.1 Modèles de Zones de FailleDans la littérature 
onsa
rée à la modélisation de la dynamique de larupture par la méthode de di�éren
es �nies, plusieurs manières de dé
rireles 
onditions de frontière ont été proposées (voir se
tion 1.5.1.2), 
ar 
'est lepoint déli
at dont dépend la pré
ision de la solution. Dans 
e 
hapitre, je mefo
aliserai ex
lusivement sur l'analyse des modèles numériques de zones defaille, 
'est-à-dire des modèles pour lesquels la la dislo
ation sur la surfa
ede rupture (i.e. le glissement Si ou sa dérivée) n'est pas évaluée à l'endroitexa
t où la rupture se produit. Si la 
hute des tra
tions ∆τ a lieu dans leplan z = 0 (voir Figure 1.20, page 94), alors les dépla
ements 
isaillants depart et d'autre de 
e plan, u+∆
i et u−∆

i , sont quanti�és respe
tivement surles plan z = +∆ et z = −∆, où ∆ représente la moitié de l'épaisseur dis
rètede la zone de faille dans la grille DF. C'est pour 
ette raison que 
es modèlessont ainsi nommés (Madariaga et al., 1998, Dalguer & Day, 2006). Pourestimer la � dislo
ation � dans une zone de faille il faudrait don
 � 
orriger �le dépla
ement a�n de le ramener à l'endroit où la 
hute de la 
ontrainte alieu.4.1.1 Des
ription Numérique d'une Zone de FailleLes modèles numériques de zones de faille peuvent être 
lassés en deuxgroupes : 
eux dont la dis
ontinuité des dépla
ements à travers la faille estquanti�ée à partir des points de l'espa
e où le ve
teur ui est dé�ni, et 
euxdont la même dis
ontinuité est quanti�ée à partir de la densité de momentsismique dans la zone de faille (Ba
kus & Mul
ahy, 1976, appelé stress-glutdans la littérature anglo-saxonne). Un des tout premiers modèles de 
e typea été proposé par Madariaga (1976). Dans son appro
he 3D, basée sur lagrille en quin
on
e qu'il a 
onstruite (se
tion 1.4.1, Figure 1.9), il se sert dela symétrie du problème pour établir les 
onditions de frontières mixtes d'unefaille dynamique (équations 1.112, page 94) et ainsi étudier la propagationd'une faille 
ir
ulaire dans un demi-espa
e. L'évaluation de la dis
ontinuitédes dépla
ements est faite au point de la grille dé
alé d'un demi-pas par rap-port à l'endroit où la 
hute des 
ontraintes a lieu (plan z = 0) (Figure 4.1 àgau
he). En tirant toujours pro�t de la symétrie du problème, d'autres mo-dèles, basés sur la même grille en quin
on
e, ont été proposés en 
onsidérantun plan �
tif au-delà du plan z = 0 a�n d'assurer la symétrie impaire de 
er-taines 
omposantes des 
hamps autour de la surfa
e de rupture (Virieux &Madariaga, 1982, Chouet, 1986). Ces modèles numériques de faille sont aussidé
rits par une épaisseur égale à h, le pas de dis
rétisation spatial, puisquele dépla
ement éprouvé par la fra
ture est évaluée dans les plans z = +h/2
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4.1. Modèles de Zones de Failleet z = −h/2 aux points où la vitesse est dé�nie (Figure 4.1 à gau
he). Desmodi�
ations de 
e genre de modèles ainsi que des formulations alternativesont été proposées au 
ours des années 80 (e.g., Trifu & Radulian, 1985).L'épaississement de la zone de faille en ajoutant un plan supplémentaire den÷uds de 
ontraintes a permis d'améliorer 
onsidérablement la pré
ision dessimulations (Madariaga et al., 1998), épaississement analogue à l'étalementdu sten
il de DF quand on monte en ordre de pré
ision. L'épaisseur de lazone de faille, toujours donnée par la distan
e qui sépare les plans où l'éva-luation des dépla
ements des blo
s de la faille est réalisé, est ainsi égale à 2h(voir Madariaga et al., 1998, Figure 4). Les résultats sont de meilleure qualitéque 
eux de Virieux & Madariaga (1982) mais 
onservent une empreinte nu-mérique. Cette appro
he a été utilisée pour modéliser les observations issuesdes séismes réels 
omme 
elui de Landers (e.g., Olsen et al., 1997, Peyratet al., 2001) ou bien 
elui de Tottori (Peyrat & Olsen, 2004).

Fig. 4.1: Représentation bidimensionnelle d'une zone de faille (région gri-sée) d'épaisseur égale à h, dans la grille di�éren
es �nies standard (à gau
he)et dans la grille partiellement en quin
on
e (à droite) utilisée dans 
e travailpour la formulation en trois dimensions du stress-glut introduit par Andrews(1999).Une façon alternative d'évaluer la dis
ontinuité des dépla
ements dansla zone de faille est fondée sur la densité de moment sismique asso
iée à
e que Ba
kus & Mul
ahy (1976) ont appelé le � stress-glut �. Lorsque levolume dé
rit par la sour
e éprouve une déformation inélastique, i.e. lorsqueles tra
tions évoluent selon la loi 
onstitutive de frottement et non plus selonles équations élastodynamiques, un in
rément de moment sismique par unité
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesde volume se produit. Grâ
e à la grille en quin
on
e standard (Figure 1.9,page 54), Andrews (1999) a introduit une appro
he qui, à partir du stress-glut ayant lieu dans la zone de faille illustrée par la zone grise à gau
he dela Figure 4.1, quanti�e l'in
rément de moment sismique, puis la vitesse duglissement Ṡ sur la faille. Dans le 
as de la grille partiellement en quin
on
e(Figure 1.10, page 55), 
ette méthode peut être plus fa
ilement généralisée aufrottement ve
toriel puisque toutes les 
omposantes du tenseur de 
ontraintesont 
onnues aux mêmes points de l'espa
e. Dans 
e 
as, si la faille 
oïn
ideave
 le plan z = 0 (Figure 4.1 à droite), l'in
rément de moment sismiquedans le même plan est donné par :
∆M = (τ − τ ')︸ ︷︷ ︸stress-glut V (4.1)où τ = (τ2

xz + τ2
yz)

1/2 représente la magnitude de la tra
tion sur la surfa
e derupture asso
iée à la réponse élastique du milieu (i.e. la valeur donnée parles équations élastodynamiques) et τ ' représente la résistan
e au mouvementde la faille donnée par la loi 
onstitutive de frottement. V est le volume de
haque élément 
ubique dé�ni par les huit n÷uds de vitesse autour de 
haquen÷ud de 
ontrainte pla
é dans le plan z = 0 (i.e. V = h3, voir Figure 1.11en page 57). Le stress-glut représente don
 une prédi
tion de la déformationinélastique à l'intérieur de la zone de faille d'épaisseur égale à h. L'in
rémentde moment sismique peut être également représenté en terme d'un in
rémentde glissement, ∆S, 
omme :
∆M = µA(∆S) (4.2)où µ est le module de 
isaillement et A la surfa
e sur le plan z = 0 asso
iée àun élément volumique de la zone inélastique (i.e. A = h2). Par 
onséquent,les in
réments de glissement et de vitesse de glissement sont respe
tivementdonnés par
∆S = (τ − τ ')h

µ
(4.3a)et

∆Ṡ = (τ − τ ') h

µ∆t
(4.3b)où ∆t est l'in
rément temporel du s
héma numérique. Cal
ulés de 
ette ma-nière, 
es deux paramètres 
inématiques quanti�ent don
 le mouvement dela faille le long d'une zone d'épaisseur égale à 
elle des modèles utilisés parMadariaga (1976) et par Virieux & Madariaga (1982) (i.e. égale à h).
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4.1. Modèles de Zones de FailleToutes les appro
hes mentionnées sont restreintes à des surfa
es de rup-ture planes alors qu'en réalité les failles ont des géométries beau
oup plus
omplexes (e.g., Ao
hi & Fukuyama, 2002, Ao
hi & Madariaga, 2003, Aa-gaard et al., 2004, Cianetti et al., 2005). Dans le 
hapitre pré
édent, nousavons montré qu'il est possible de 
onsidérer des failles de géométrie quel-
onque à 2D en utilisant la méthode des di�éren
es �nies (Cruz-Atienza &Virieux, 2004). Dans 
e 
as, la zone de faille est dé
rite par des élémentsde frontière (
ellules numériques) dont l'épaisseur est donnée par une loid'é
helle. Ainsi, pour simuler la rupture de failles non-planaires ave
 unebonne pré
ision, le nombre de n÷uds à l'intérieur des éléments est déter-miné par le pas de dis
rétisation h (voir se
tion 3.5.1). Comme on le verrapar la suite, l'analyse tridimensionnelle de 
e modèle a révélée que la géo-métrie des éléments 
onstituant la sour
e, ainsi que le 
ritère de rupture,représentent deux fa
teurs 
lés à dé�nir pour bien 
alibrer la méthode desimulation.4.1.2 Propagation Spontanée de la RuptureDans 
ette se
tion je 
ompare deux formulations numériques d'une zonede faille et une formulation intégrale de frontière (BIE), dans le 
as de lapropagation spontanée d'une faille plane. Je 
ompare tout d'abord deux re-présentations numériques di�érentes d'une zone de faille dans la grille DFpartiellement en quin
on
e : 
elle basée sur le stress-glut (FDSG) proposéepar Andrews (1999) dans la grille en quin
on
e standard (se
tion 4.1.1) etune se
onde qui utilise les éléments de frontières les plus simples possible(FDBE, i.e. des 
ubes 
omposés de huit n÷uds). Par la suite, je 
ompare
ha
une des deux méthodes ave
 les résultats issus d'une appro
he semi-analytique indépendante (BIE).La géométrie du problème est illustrée sur la Figure 4.2. La faille estinitialement 
hargée par un 
hamp de 
ontraintes homogène τ0
xy = 33bar.Au temps t = 0, une relaxation totale des 
ontraintes a lieu à l'intérieurde la zone de nu
léation (i.e. τxy = 0bar). La rupture se propage spontané-ment selon la loi 
onstitutive de frottement slip-weakening dis
utée dans lesse
tions 2.3.2 et 3.5.3, ave
 un seuil de rupture τu = 48bar, un frottementdynamique τs = 0bar et une distan
e d'a�aiblissement 
ritique δc = 40cm.Toutes les simulations en di�éren
es �nies ont été réalisées pour trois pasdi�érents de dis
rétisation spatiale h = [25m, 50m, 100m] alors que 
elle deréféren
e BIE pour un pas unique h = 300m. Les 
omparaisons se sont ba-sées sur la 
ontrainte 
isaillante τxy et la vitesse du glissement au 
ours dutemps observées en sept points, représentés sur la Figure 4.2, pla
és dans la
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Fig. 4.2: Géométrie du plan de faille et de la zone de nu
léation (
arré gris),
entrée par rapport aux deux dimensions de la faille. Les solutions dans leplan de faille sont 
omparées en sept points d'observations (points noirs).dire
tion de déformation purement in-plane.4.1.2.1 FDBE vs Stress GlutDans 
ette première 
omparaison je dé
ris les résultats issus des deuxreprésentations d'une zone de faille mentionnées dans les paragraphes pré-
édents : 
elle où l'on quanti�e la densité de moment sismique asso
iée à ladéformation inélastique dans la zone de faille à partir du stress-glut, et 
elledans laquelle la sour
e est représentée par un ensemble d'éléments 
onsti-tués de huit n÷uds de 
ontraintes. Cette dernière est une formulation quiest pro
he de 
elle introduite par Madariaga et al. (1998) puisque la faille estdé
rite par deux plans de n÷uds de 
ontraintes. Les deux di�éren
es prin
i-pales résident dans la grille de di�éren
es �nies et le 
ritère de rupture. Dansle modèle utilisé, un élément 
asse lorsqu'un des huit points dépasse le seuilétabli par τu. La valeur du glissement est tout simplement donnée par lavaleur du 
hamp de vitesse intégré entre les deux plans de n÷uds de vitessesitués immédiatement au-dessus et au-dessous de la faille. Je n'applique pasde 
onditions de frontière mixtes sur le plan de faille, pour préserver l'exten-sion possible vers des surfa
es 
ourbes.La 
omparaison est illustrée sur les Figures 4.3, 4.4 et 4.5. Dans les deuxmodèles, les os
illations numériques disparaissent à mesure que le pas dedis
rétisation diminue. Pourtant, 
es os
illations sont toujours beau
oup plusimportantes dans la méthode FDSG. Globalement, les solutions des deuxméthodes sont très similaires à l'intérieur de la zone de nu
léation (deuxpremiers points d'observation) alors qu'aux points situés à l'extérieur, le frontde rupture se propage plus rapidement ave
 la méthode FDBE quelle que soit
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4.1. Modèles de Zones de Faille
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.3: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroit) dans les sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. For-mulations en éléments de frontière à huit points (FDBE) et en stress-glut(FDSG).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.4: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroit) dans les sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. For-mulations en éléments de frontière à huit points (FDBE) et en stress-glut(FDSG).
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4.1. Modèles de Zones de Faille
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.5: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroit) dans les sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. For-mulations en éléments de frontière à huit points (FDBE) et en stress-glut(FDSG).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesla grille testée. On peut don
 
on
lure que, dans la grille DF partiellementen quin
on
e, la méthode par élément FDBE testée est plus performanteque la méthode FDSG basée sur le stress-glut. Ces résultats 
ontredisentdon
 les dédu
tions issues de l'étude ré
emment faite par Dalguer & Day(2006), où la méthode stress-glut de Andrews (1999) produit des résultats
onsidérablement meilleurs que 
elle de Madariaga et al., lorsque toutes lesdeux sont formulées dans la grille en quin
on
e standard.4.1.2.2 Zone de Faille vs BIELes Figures 4.6 − 4.11 montrent la 
omparaison individuelle de 
ha
undes deux modèles présentés dans la se
tion pré
édente ave
 la méthode baséesur les équations intégrales de frontière (BIEM) introduite par Ao
hi et al.(2000b). Les solutions issues des modèles de rupture en di�éren
e �nies pourles trois pas de dis
rétisation sont ainsi 
omparées ave
 la solution de réfé-ren
e BIEM 
al
ulée pour h = 300m. Les trois premières �gures illustrentla méthode FDBE alors que les trois dernières la méthode FDSG. Les os
il-lations très haute fréquen
e dans la phase �nale du mouvement de 
haquepoint 
orrespondent à la solution BIEM. En général, les solutions des deuxméthodes 
onvergent vers 
elles de référen
e à mesure que h diminue. No-tamment dans le 
as de la méthode par éléments (FDBE), la solution pour
h = 25m semble avoir quasiment 
onvergé. Les singularités de 
ontraintesdans 
e 
as (Figure 4.6), asso
iées au passage de l'onde S puis du front derupture sont bien modélisées. De même, les taux de variation des 
ontraintesune fois la rupture initiée en 
haque point sont très similaires. Les ampli-tudes, les formes d'onde et les durées (i.e. les temps de montée des signauxpour la vitesse de glissement sont remarquablement bien reproduits. En re-van
he, la solution obtenue ave
 la méthode FDSG pour le pas le plus �n dela grille (Figure 4.9) subit un retard dans les temps de rupture ainsi qu'unesurestimation de la vitesse de glissement. Ces problèmes s'a

entuent dansles grilles plus grossières où les os
illations prennent de dimensions 
onsidé-rables (Figures 4.10 et 4.11). Les solutions 
orrespondantes à 
es mêmes pasde dis
rétisation ave
 la méthode FDBE (Figures 4.7 et 4.8) présentent aussi
ertains problèmes, prin
ipalement un retard dans les temps de rupture. Glo-balement, 
ette 
omparaison où deux représentations di�érentes d'une zonede faille ont été 
omparées ave
 une méthode semi-analytique indépendantemet en éviden
e que la formulation par élément de frontière (FDBE) est plusperformante que 
elle asso
iée au stress-glut, toutes deux étant déterminéesave
 la grille de di�éren
es �nies partiellement en quin
on
e.Tous les modèles de rupture en di�éren
es �nies présentés et dis
utés
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4.1. Modèles de Zones de Faille
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.6: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) obtenues aux sept points d'observation représentés sur la Figure 4.2.Formulations en éléments de frontière à huit points (FDBE) et en équationintégrales (BIEM).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.7: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) en sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. Formulationsen éléments de frontière à huit points (FDBE) et en équation intégrales(BIEM).
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4.1. Modèles de Zones de Faille
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Fig. 4.8: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) en sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. Formulationsen éléments de frontière à huit points (FDBE) et en équation intégrales(BIEM).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesle long de 
e 
hapitre sont restreints à la des
ription de failles de géomé-trie plane. Pourtant, dans le 
hapitre 3, on a montré que la formulation endi�éren
es �nies par éléments de frontière peut dé
rire d'une façon dis
rètedes géométries plus 
omplexes. Bien sûr, les éléments doivent être � 
or-re
tement � dé
rits. On verra dans les se
tions suivantes que le 
hoix de lastru
ture des éléments joue un r�le prépondérant dans la 
onstru
tion de lasingularité de 
ontraintes au voisinage de la faille.
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4.1. Modèles de Zones de Faille
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement

0         2         4 0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

Temps ( )s Temps ( )s

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

0         2         4

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

b
a

r

0

20

40

60

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

1m
/s

0

2

FDSG
(  =25 )h m

BIEM
(  =300 )h m

vs

Fig. 4.9: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) en sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. Formulationsen stress-glut (FDSG) et en équation intégrales (BIEM).
221



Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires
Contrainte Cisaillante Vitesse du Glissement
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Fig. 4.10: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) en sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. Formulationsen stress-glut (FDSG) et en équation intégrales (BIEM).
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Fig. 4.11: Contrainte 
isaillante τxy (à gau
he) et vitesse du glissement (àdroite) en sept points d'observation montrés dans la Figure 4.2. Formulationsen stress-glut (FDSG) et en équation intégrales (BIEM).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires4.1.3 Représentation d'un Élément de FrontièreLa propagation de la rupture d'une faille se produit lorsque le �ux d'éner-gie élastique au voisinage du front de rupture est au moins aussi importantque 
elui né
essaire pour apporter l'énergie 
réant une nouvelle portion dedislo
ation (i.e. énergie de fra
turation). La simulation numérique de la pro-pagation d'une rupture né
essite don
 de s'assurer de la juste évaluation dubilan énergétique entre 
es deux quantités qui s'opposent. L'énergie élastiqueest dire
tement reliée à l'état de 
ontraintes du milieu, τij (équation 1.134)qui possède, à proximité d'une faille plane en absen
e de for
es de 
ohésion,une forme asymptotique universelle donnée par (Freund, 1990, voir se
tion2.3 page 143)
τij ∝

K√
x' · H(x'), (4.4)où K est le fa
teur d'intensité de 
ontraintes, H(·) est la fon
tion heavisideet x' = x − vrt (où vr est la vitesse de propagation de la rupture, x estla 
oordonnée spatiale dans la dire
tion de propagation et t est le temps).Dans le 
as où le mouvement dans la faille éprouve une résistan
e due aufrottement, la singularité de 
ontraintes en x' = 0 (i.e. au front de rupture)dévient d'ordre inférieur (Ida, 1972, Andrews, 1976b, se
tion 2.3.2). Étantdonné qu'une faille est dé
rite par un ensemble d'éléments de frontière dansnotre modèle de rupture, je me suis don
 intéressé à l'état de 
ontraintesautour des éléments isolés a�n de pré
iser l'évaluation d'une telle singularité :la pré
ision des 
ontraintes dépend de la stru
ture des éléments.J'ai testé des nombreuses stru
tures d'éléments de frontière. J'ai séle
-tionné trois d'entre elles, dont 
elle qui m'a permis de valider le modèle derupture 3D non-planaire dans la se
tion 4.2. Les deux autres sont représen-tatives d'une problématique essentielle. J'ai 
onsidéré dans les tests un étatde 
ontrainte 
isaillante homogène égale à 100bar dans le modèle. Au temps

t = 0, une 
hute des 
ontraintes a lieu à l'intérieur de l'élément. Cette 
huteest une fon
tion linéaire du temps, telle que la 
ontrainte dé
roit à partir desa valeur initiale jusqu'à zéro en 0.2s. Les pas de dis
rétisation de la grillenumérique 
hoisis, sont h = 20m et ∆t = 0.002s. Dans tous les 
as, la 
as-sure de l'élément produit des os
illations numériques stationnaires ave
 unnombre d'onde approximativement égal à 1/2h. A�n d'éliminer 
ette 
ompo-sante haute fréquen
e induite par la dis
rétisation et ainsi de mieux mettreen valeur l'in�uen
e réelle et physique de 
haque 
on�guration des élémentssur le 
hamp de 
ontraintes, j'ai appliqué l'opérateur lapla
ien introduit dansla se
tion 4.2.6.1 ave
 un fa
teur d'amortissement η = 0.7 (équation 4.19)autour des éléments. Des opérateurs de quatrième ordre dans l'espa
e ont
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4.1. Modèles de Zones de Faille

Fig. 4.12: Évolution de la 
ontrainte 
isaillante au 
ours du temps (
er
les)au voisinage d'un élément de frontière 
omposé d'un o
taèdre (zone grise),dont les axes prin
ipaux sont parallèles aux axes 
artésiens. Valeurs 
al
uléesn÷ud par n÷ud le long de deux droites perpendi
ulaires passant par le 
entrede l'élément dans les dire
tions de déformation in-plane (mode II) et anti-plane (mode III).été utilisés (équations 1.101), donnant des résultats sensiblement similairesà 
eux obtenus à l'ordre deux.Les résultats obtenus dans les trois 
as sont présentés sur les Figures4.12, 4.13 et 4.14. Le premier élément testé dé
rit un o
taèdre dont les troisaxes majeurs (i.e. diagonales reliant ses sommets) sont parallèles aux axes
artésiens et 
ontiennent 
inq n÷uds de 
ontraintes. La �gure 
orrespon-dante (4.12) montre l'évolution de la 
ontrainte 
isaillante n÷ud par n÷udsuivant deux lignes traversant l'élément (zone grise), 
orrespondant aux di-re
tions de déformation in-plane et anti-plane. La singularité de 
ontraintesest bien résolue de part et d'autre de l'élément dans les deux dire
tions mon-trées. En revan
he, l'état des 
ontraintes autour d'un élément 
ubique dont
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Fig. 4.13: Évolution de la 
ontrainte 
isaillante au 
ours du temps (
er
les)au voisinage d'un élément de frontière 
omposé d'un 
ube (zone grise) dontles arêtes sont parallèles aux axes 
artésiens. Valeurs 
al
ulées n÷ud parn÷ud le long de deux droites perpendi
ulaires passant par le 
entre de l'élé-ment dans les dire
tions de déformation in-plane (mode II) et anti-plane(mode III).
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4.1. Modèles de Zones de Failleles arêtes parallèles aux axes 
artésiens 
ontiennent aussi 
inq n÷uds, subitl'in�uen
e de la dis
rétisation (Figure 4.13) : les valeurs 
al
ulées dans lesdeux n÷uds les plus pro
hes de l'élément sont entraînées vers des valeurspro
he de la 
hute de 
ontrainte. Cette di�éren
e provient de la dis
rétisa-tion. L'évaluation des 
ontraintes sera pré
ise dans la mesure où les n÷udsde vitesse né
essaires pour 
al
uler les 
ontraintes se trouvent à l'extérieurde l'élément. Autrement dit, dans la mesure où les bras du sten
il dérivantle 
hamp de vitesse ne pénètrent pas l'élément. Puisque le sten
il réalise lo-
alement les dérivées spatiales suivant les quatre dire
tions bisse
tri
es auxaxes 
artésiens (voir Figure 1.11, page 57), la seule 
on�guration qui rem-plit 
ette 
ondition pour tous les n÷uds se trouvant autour de l'élémentest 
elle d'un o
taèdre disposé de la manière dé
rite pré
edemment. A l'op-posé, la 
on�guration pour laquelle quatre des huit bras du sten
il pénètrentl'élément est donnée par un 
ube similaire à 
elui dont les résultats ont étédéjà dé
rits (Figure 4.13). Un très grand nombre de tests ont été réalisés àpartir d'o
taèdres ayant di�érentes tailles et dispositions pour résoudre leproblème de 
omparaison proposé par Harris & Ar
huleta (2004), formulé etrésolu dans la se
tion 4.2.5.1. Bien que la forme du front de rupture de lasolution de référen
e soit bien reproduite, un délai systématique des tempsde rupture persiste, lors de nos essais numériques dont nous ne présentonspas i
i les résultats. Ce problème est du à un autre fa
teur étroitement relié àla 
onstru
tion de la singularité de 
ontraintes via la loi 
onstitutive de frot-tement : une sous-estimation du glissement de la faille. Finalement, il existeune dernière limitation vis-à-vis de l'obje
tif ultime de ma re
her
he, raisonpour laquelle 
ette voie a été abandonnée, qui est que dis
rétiser une surfa
enon-planaire (ou bien un plan orienté arbitrairement) ave
 des o
taèdres re-présente un problème topologiquement très di�
ile, si 
e n'est impossible, àrésoudre.La stru
ture des éléments de frontière qui fournit le meilleur 
ompromisentre la pré
ision du 
hamp de 
ontraintes et la �exibilité géométrique né-
essaire pour dé
rire une sour
e 
omplexe est un parallélépipède tourné de
45◦ par rapport à l'un des axes 
artésiens, 
omme 
elui de la Figure 4.15b.Les 
ontraintes 
isaillantes autour d'un tel élément, toujours dans les deuxmêmes dire
tions, sont représentées sur la Figure 4.14. Bien que la singulariténe soit pas aussi bien re
onstruite que dans le 
as d'un o
taèdre (Figure 4.12),le résultat est bien meilleur que 
elui asso
ié à un 
ube (Figure 4.13), prin
i-palement dans la dire
tion de déformation anti-plane. Malgré le manque depré
ision dans les n÷uds les plus pro
hes de l'élément, la propagation de larupture ave
 
ette stru
ture d'éléments est bien modélisée puisque 
es n÷udsn'interviennent pas dans le 
ritère de rupture 
omme nous le verrons dans la
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Fig. 4.14: Évolution de la 
ontrainte 
isaillante au 
ours du temps (
er
les)au voisinage d'un élément de frontière 
omposé d'un parallélépipède tournéde 45◦ (zone grise, voir Figure 4.15). Valeurs 
al
ulées le long des deux droitesperpendi
ulaires entre elles, également perpenti
ulaires à l'axe de rotationde l'élément. Ces lignes passent par le 
entre de l'élément dans les dire
tionsde déformation in-plane (mode II) et anti-plane (mode III).
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4.1. Modèles de Zones de Faillese
tion 4.2.3.1, où des fon
tions de pondération similaires à 
elles mises en÷uvre en 2D nous permettent de mieux 
ontr�ler 
es artefa
ts numériquestrès lo
alisés.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires4.2 Nonplanar Dynami
 Rupture Model4.2.1 Introdu
tionAs dis
ussed in se
tion 1.5.1.2 (page 92), the dynami
 rupture alonga planar fault embedded in an homogeneous spa
e represents a mathema-ti
ally symmetri
 problem. This means that simulating su
h an idealizedphenomenon only requires knowledge about what happens on one of the twohalf-spa
es separated by the fault plane. The only way to introdu
e some
omplexity in rupture propagation is by 
onsidering heterogeneities in theinitial fault shear stress or the 
onstitutive fri
tion parameters (e.g., Das &Aki, 1977a, Day, 1982b, Dunham et al., 2003). However, when modeling realearthquakes, symmetry may rapidly be
omes an una

eptable hypothesis.Breaking the symmetry of the problem means that, depending on the rup-ture mode, di�erent elasti
 �eld 
omponents whi
h are odd fun
tions arounda planar fault be
ome di�erent to zero on the rupture surfa
e. Among themwe have the fault normal tra
tion whi
h may dire
tly a�e
t rupture propa-gation as a 
onsequen
e of a Coulomb-like fri
tion behavior.There are many di�erent ways to break the rupture symmetry. For ins-tan
e, if rupture happens near the earth surfa
e and the fault des
ribesan angle not normal with it, the feedba
k intera
tion 
oming from re�e
-ted waves in the free surfa
e may strongly a�e
t rupture propagation andnear-�eld strong motions (Nielsen, 1998, Oglesby et al., 1998, 2000). The in-tera
tion between di�erent faults or fault segments may also 
ause stati
 ordynami
 normal stress perturbations whi
h indu
e 
omplex rupture patternsor faulting transfer (Harris & Day, 1993, Nielsen & Knopo�, 1998, Harris& Day, 1999, Ao
hi et al., 2000a, Kase & Kuge, 2001, Oglesby et al., 2003,Ando et al., 2004). An other di�erent manner to make the rupture pro
essan asymmetri
 problem is by 
onsidering an asymmetri
 stru
ture surroun-ding the fault plane. Depending on the elasti
 
ontrast between the materialsalong the rupture interfa
e, an anti-symmetri
 bilateral normal-stress pertur-bation will propagate from the initiation point produ
ing fault perpendi
ulardeformations whi
h are translated into � wrinkle-like � asymmetri
 dislo
a-tion pulses (Harris & Day, 1997, Andrews & Ben-Zion, 1997, Weertman,2002, Ben-Zion & Huang, 2002). This 
omplex behavior whi
h has been re-
ently observed in laboratory experiments (Xia et al., 2005), should be 
loseto that we would intuitively expe
t along nonplanar faults were antisymme-tri
 normal stress 
hanges are also produ
es. However, when some te
toni
load is present, rupture propagation is mainly governed by the fri
tion pa-rameters, the rupture velo
ity and the orientation of fault bran
hes whi
hentirely determine the two � 
ompeting for
es � : the fault strength and the
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelshear stresses ahead the rupture front. (Ao
hi et al., 2002, Poliakov et al.,2002, Kame et al., 2003, Cruz-Atienza et al., 2004a). In other words, the dy-nami
 fault-normal stress 
hanges translated into fault strength �u
tuationsare often negligible in realisti
 nonplanar rupture 
onditions. Consequently,rupture propagation under these 
onditions may be approximated negle
tingthe Coulomb normal-tra
tion dynami
 
ontribution (Ao
hi et al., 2000a, Ao-
hi & Fukuyama, 2002). Rupture analysis along loaded nonplanar faults hasbeen essentially done in lo
ally kinked fault as a fun
tion of the angle bet-ween planar bran
hes and a primary fault segment. Nevertheless, in real 
asesthe fault geometry may present subsequent bends produ
ing di�erent initial
onditions along the same rupture surfa
e (Ao
hi & Fukuyama, 2002, Ao
hi& Madariaga, 2003). So in order to better understand and asses the e�e
t ofa 
ontinuously varying fault orientation on rupture propagation, we perfor-med di�erent simulations along three-dimensional paraboli
-shaped surfa
eswith di�erent e

entri
ities embedded in a biaxial regional load. As we shallsee, important bilateral asymmetri
 fault ruptures are revealed.Usually, the dynami
 rupture propagation of earthquakes has been mainlymodeled with three numeri
al approa
hes : the �nite di�eren
e method(FDM) (e.g., Madariaga, 1976, Andrews, 1976a, Mikumo & Miyatake, 1978,Day, 1982a, Virieux & Madariaga, 1982), the boundary integral equation me-thod (BIEM) (e.g., Burridge, 1969, Das & Aki, 1977b, Andrews, 1985, Das& Kostrov, 1987) and the �nite element method (FEM) (e.g., Day, 1977,Ar
huleta & Frazier, 1978, Andrews, 1999, Oglesby, 1999, Aagaard, 2000).Bearing in mind the 
urrent 
omputational power, a great interest has emer-ged in the last few years to develop more sophisti
ated approa
hes. Thedis
rete element method (DEM), introdu
ed in the early 70s for studdingthe displa
ement of ro
k masses, has been re
ently used in seismology for si-mulating rupture dynami
s and strong ground motions (Dalguer et al., 2001,2002, 2003a). Nevertheless, the most re
ent models allow to handle nonpla-nar rupture surfa
es. For example, we have the �nite element methods (e.g.,Oglesby & Ar
huleta, 2003, Aagaard et al., 2004) from whi
h the spe
tralelement methods (SEM) are derived, 
ombining the geometri
al �exibilityof the FEM with the a

ura
y of the pseudo-spe
tral te
hniques (Ampuero,2002, Ampuero & Vilotte, 2002, Festa, 2004, Vilotte et al., 2005, Madariaga& Ampuero, 2005). Even more re
ent, a promising �nite volume te
hnique(FVM) for spontaneous rupture simulation has been proposed (Ben-Jemaaet al., 2006). This te
hnique allows unstru
tured mesh re�nement in po-tentially heterogeneous elasto-plasti
 or vis
o-plasti
 materials (Fryer et al.,1991). Well adapted to des
ribe 
omplex fault geometries in homogeneousmedia, the BIEM have represented an essential numeri
al tool in the last
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesde
ade (Fukuyama & Madariaga, 1995, Kame & Yamashita, 1999, Ao
hiet al., 2000b). The problem of fault bran
hing and transfer dis
ussed in lastparagraph has been mostly ta
kled with this kind of methods. On the otherhand, despite of their often regular Cartesian dis
retization, the FDM haveproved to be able to handle similar geometri
ally 
omplex problems (Cruz-Atienza & Virieux, 2004, 
hapter 3 of this do
ument). With fourth-orderspatial operators in a two-dimensional partly-staggered grid, this te
hniqueallows the intera
tion between fault rupture and high 
ontrast heterogenei-ties in the surrounding medium (e.g. Figure 3.15 on page 200). An interestingand 
omplete review of numeri
al modelling for ro
k me
hani
s in
luding al-most all mentioned methods and even others not 
onsidered has been doneby Jing (2003).The in
reasing amount of numeri
al te
hniques that solve the dynami
rupture problem requires a rigorous validation e�ort in order to a
hieve phy-si
al interpretations of these models without misinterpretation of numeri
alartefa
ts. For this reason, before dis
ussing rupture examples along nonpla-nar faults, I �rstly introdu
e the three-dimensional FD te
hnique used forthis purpose. After a 
onvergen
e analysis in terms of the 
ohesive zone re-solution, this new methodology is validated by 
omparing results for sponta-neous slip-weakening ruptures along planar and nonplanar faults with thoseobtained with two independent approa
hes : a FD tra
tion-at-slip-node mo-del (Andrews, 1999, Day et al., 2005) and a BIE model (Ao
hi et al., 2000b).These 
omparisons show that our FD rupture model, based in a thi
k faultdes
ription, is a

urate enough to perform these kind of 
omplex simulations.Moreover it 
on�rms that FD te
hniques still represent a viable and reliableway to model earthquake dynami
s along nonplanar faults.4.2.2 Numeri
al ModelThe approa
h introdu
ed in this se
tion is basi
ally an extension to threedimensions (3D) of the numeri
al model proposed by Cruz-Atienza & Virieux(2003, 2004) in two dimensions (2D) (
hapter 3 of this do
ument). In thatwork, Cruz-Atienza & Virieux have shown that �nite di�eren
e approa
hesin a regular grid are able to model the dynami
 rupture of faults having non-planar (
urvilinear) geometries. A key element of that approa
h is the wayrupture boundary 
onditions are implemented. The bidimensional analysishas shown that the s
aling between the grid size and the number of grid nodeswithin the sour
e (equation 3.4, page 180) makes possible to dis
retize thesame sour
e in many equivalent ways by redu
ing the spatial grid step andin
reasing the amount of stress-grid points. The numeri
al a

ura
y of this
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelmodel is 
ontrolled by both the grid size and the amount of stress points parboundary element1 : the greater the number of points the smaller the spatialgrid step may be without generating destru
tive intera
tions between theelements (see Figure 3.9). When modeling huge 3D rupture s
enarios, 
om-putational resour
es prevent the use of extremely �ne meshes so low orderboundary elements (i.e. elements with small number of stress points) are sui-table if they a
hieve good numeri
al a

ura
y. On that a

ount, after tryingdi�erent boundary elements 
on�gurations (se
tion 4.1.3), one has been se-le
ted owing to a good 
ompromise between its size and the spontaneousrupture a

ura
y. As we shall see in se
tion 4.2.4, others parameters existthat play an important role in numeri
al 
onvergen
e. However, before star-ting the analysis of su
h a dynami
 rupture model, let �rst state the problemequations and the way they were numeri
ally approximated.Consider a linearly elasti
 three-dimensional homogeneous and isotropi
medium : it is fully des
ribed by λ and µ, the Lamé 
oe�
ients, and ρ, thedensity. Following Madariaga (1976), in absen
e of body for
es the elastody-nami
 equations governing the P and S wave propagation in su
h a mediummay be expressed in terms of the velo
ity ve
tor, vi, and the stress tensor,
τij , as :

ρ
∂vi

∂t
= τij,j (4.5a)

∂τij

∂t
= λvk,kδij + µ(vi,j + vj,i) (4.5b)(see se
tion 1.3.3.1 for details, page 49). System (4.5) 
ontains nine PDEwhi
h may be dis
retized in a partly-staggered �nite-di�eren
es grid wherevelo
ities and stresses are known in two separated regular latti
es (Saengeret al., 2000), as shown in Figure 1.10 (page 55). The spatial di�erential ope-rators asso
iated with this �elds dis
retization were mathemati
ally dedu
edin se
tion 1.4.2. They are simply de�ned as the linear 
ombination of fourothers operators (D) applied along the bise
tor dire
tions of the Cartesianframe of referen
e, d̂i, illustrated in Figure 1.11 (page 57). In a regular gridwith spatial step h, the Cartesian di�erential operators 
ontained in equation4.5 are thus given by :

∂

∂x
≈ 1

4h

(
Dd̂1

+ Dd̂2
+ Dd̂3

+ Dd̂4

)

∂

∂y
≈ 1

4h

(
Dd̂1

+ Dd̂2
− Dd̂3

− Dd̂4

) (4.6)1In the 2D model, the � boundary elements � were 
alled � numeri
al 
ells �.
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∂

∂z
≈ 1

4h

(
Dd̂1

− Dd̂2
+ Dd̂3

− Dd̂4

)
.Note that the 
urrent leap-frog staggered approa
h retains the e�
ien
y andthe a

ura
y of the standard �nite-di�eren
e staggered-grid introdu
ed byMadariaga (1976) (se
tion 1.4.1.1) : one must estimate stress derivatives atvelo
ity grid points and, 
onversely, velo
ity derivatives at stress lo
ations.Figure 1.11 shows the sten
il of the se
ond order spatial operators applied tothe velo
ity �eld (red spheres) to 
ompute a stress point value (blue 
ube). Inthe present work, I have applied both the se
ond-order and the fourth-ordera

urate operators in spa
e in
rement given respe
tively by expressions 1.99and 1.101. However, for the sake of 
omputational e�
ien
y, time derivativeswere always performed with se
ond-order a

urate 
entral operators. On
ethese spatial and temporal operators are substituted into the system 4.5,we obtain the partly-staggered �nite-di�eren
e formulations with a

ura
ies

O
[
(∆t)2, h2

] and O
[
(∆t)2, h4

] given expli
itly by expressions 1.104 (page66) and B.1 (page 319).Two main advantages of the partly-staggered �nite-di�eren
e approa
hwith respe
t to the standard one should be pointed out : 1) the stress andthe velo
ity �elds are de�ned in di�erent nodes. Ea
h �eld has all its 
om-ponents dis
retized at the same node ; and, 2), The stability 
ondition is lessrestri
tive. As we shall see in se
tion 4.2.2.2, the �rst advantage leads usto one fundamental root of our nonplanar rupture model sin
e it allows thestress tensor transformation needed to apply the dynami
 rupture boundary
onditions. Con
erning the se
ond one, a von Neumann stability analysisshows that the magi
 time step given by ∆t ≤ h/vmax satis�es the stability
ondition if se
ond order spatial operators are applied (Saenger et al., 2000,see se
tion 1.4.4.1 of this do
ument). In 
ontrast with the standard staggeredgrid, the stability 
ondition does not depend on the problem dimension (
om-pare inequation 1.67 for the standard staggered grid with inequation 1.68 forthe partly staggered grid, page 42). Moreover, if using fourth-order spatialoperators in their stability limit, the time step on the partly staggered gridis 1.7 times higher than that of the standard grid. This translates into 40%less of iterations to a
hieve the same simulation problem. Of 
ourse these aretheoreti
al values 
omputed for planar waves propagating in homogeneousunbounded spa
es. Imposing dynami
 rupture boundary 
onditions alwaysmakes more restri
tive the stability 
riteria of numeri
al methods. Valuesfor the Courant number up to S = vmax∆t/h = 0.66 yield stable solutionswhen simulating the spontaneous rupture in the partly-staggered grid withthe numeri
al model introdu
ed in next se
tions, whi
h is at least 1.5 timesgreater than those reported in previous FD rupture models (e.g., Virieux
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Model& Madariaga, 1982, Madariaga et al., 1998). Even if high order s
hemes areexpe
ted to verify more restri
tive stability 
onditions than those of low or-der (se
tion 1.2.5), this Courant value is valid when applying both operatorsas mentioned in last paragraph.In order to simulate an unbounded spa
e without loss of numeri
al a
-
ura
y, I have implemented the Perfe
tly Mat
hed Layer (PML) absorbingboundary 
onditions in every external domain of the 3D 
omputational do-main (see se
tion 1.5.2). Numeri
al tests in heterogeneous media have shownan e�e
tive energy absorption greater than 99% (see Figure 1.28 in page 116and Figures 1.33 to 1.35 from page 124). So, before analyzing the numeri
alproperties of the proposed numeri
al model, let �rst introdu
e the way sour
eboundary elements are dis
retized and how rupture boundary 
onditions areapplied along an arbitrary shaped 3D surfa
e.4.2.2.1 Sour
e Dis
retizationSimilarly to our 2D model (
hapter 3), a given 3D �nite rupture surfa
ewill be numeri
ally represented by a set of neighboring boundary elementspla
ed alongside this surfa
e. A sour
e boundary element is a well-stru
turedset of stress-grid points whi
h a
ts as an elementary sour
e unity : lo
alboundary 
onditions are applied on it a

ording to the fault normal ve
tordire
tion in the element. As dis
ussed in se
tion 4.1.3, the optimal 
on�gu-ration for these boundary elements is su
h that no � leg � of the numeri
alsten
il needed to 
ompute stresses outside the sour
e in the 
oplanar faultdire
tion goes inside the element. I 
all optimal 
on�guration that elementstru
ture whi
h provides the best resolution of the shear stress growth imme-diately ahead the rupture front. Given that in the partly staggered grid thesten
il performs spatial derivatives along the four Cartesian bise
tors (Figure1.11, page 57), the only way to verify this 
ondition is by taking a regularo
tahedron as the element geometry and orient it su
h that its mayor axesare parallel to the referen
e Cartesian ones. Unfortunately, to dis
retize anarbitrarily shaped surfa
e with this element stru
ture be
omes a topologi-
ally impossible problem. On the other hand, from the optimal 
on�gurationviewpoint, the square boundary elements used in the 2D rupture model (Fi-gure 3.8) translated into 3D entities (i.e. 
ubes with edges parallel to theCartesian axes) are not a good 
hoi
e. Numerous tests have revealed that,in that 
ase, the stress 
on
entration immediately ahead the rupture frontis blunted (see se
tion 4.1.3), as pointed out by Dalguer & Day (2004, 2006)in the 
ase of the FD model introdu
ed by Madariaga et al. (1998) whi
h
an be seen as the simplest 
ase of our model family if we take the boundary
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaireselements as 
ubes 
ontaining the minimal number of stress-grid points (i.e.8 points).

Fig. 4.15: (a) Upper view of one boundary element. In this example thetranslation invariant axis is parallel to the z Cartesian axis. The angle θ givesthe fault plane orientation with respe
t to that axis (see also Figure 4.16).The angle γ determines the spa
ial se
tor (gray region) around the faultnormal dire
tion (dotted line) used to 
ompute the slip and the slip-rate (seese
tion 4.2.3.2). (b) Three-dimensional perspe
tive view of one individualboundary element.After trying many di�erent possibilities, the boundary element stru
turewhi
h a
hieves the best 
ompromise between stress �eld resolution and geo-metri
al �exibility is a 45◦ rotated parallelepiped, as the one shown in Figure4.15 (blue 
ubes). Note that the number of stress-grid points along the dia-gonals parallels to the x and y axises is the same that the stress-grid layersperpendi
ular to the z axis. In this 
ase the element rotation is with respe
tto the z axis. However, for symmetry reasons, it may be with respe
t toany of the three Cartesian axes. Note also that this element 
on�gurationmakes that only two of its fa
es (i.e. the upper and bottom fa
es in Figure4.15) are parallel to one of the Cartesian planes. Consequently, the way todis
retize nonplanar fault surfa
es is by for
ing the sour
e geometry to havea translation invariant dire
tion parallel to the boundary elements rotationaxis. In our example su
h a translation invariant dire
tion is the z axis. Thedis
retization of a �nite sour
e may be then performed in two stages. Firstly,the nonplanar sour
e geometry is mapped over the x− y Cartesian plane bya su

ession of boundary elements pla
ed beside ea
h other in a similar wayas our 2D model does (see Figure 3.8, page 187). Se
ondly, the dis
retized
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Model2D geometry is then simply extended along the translation invariant dire
-tion (i.e. the z axis) by superposing boundary elements over their horizontalfa
es without shearing any stress-grid point.As pointed out in the analysis of our 2D rupture model (se
tion 3.5.1,Figure 3.9 on page 188), the numeri
al a

ura
y of rupture boundary 
ondi-tions depends on both the grid size and the number of stress-grid points insideea
h boundary element. The smaller the grid size the greater this numbermust be in order to improve the a

ura
y. However, limitations of 
ompu-tational resour
es prevent the use of extremely �ne 3D meshes. Thus, loworder boundary elements (i.e. elements with small number of stress points)are suitable to a
hieve a good enough results. On that a

ount, owing to agood 
ompromise between its size and the spontaneous rupture a

ura
y, Ifound the boundary element shown in Figure 4.15 with only 65 stress-gridpoints be a good 
hoi
e for possible grid size ranging from to . Higher orderelements in relatively 
oarse meshes would a�e
t rupture solutions be
ause ofthe big distan
es between their 
entral stress points (see se
tion 4.2.3.1). Sobefore analysing the rupture 
riterion 
onsider in every boundary element,let �rst introdu
e the way rupture boundary 
onditions are applied alongthe fault surfa
e.4.2.2.2 Rupture Boundary ConditionsOne of the main features of our rupture model is the way rupture boun-dary 
onditions are applied. Be
ause the ultimate purpose is to simulate thedynami
 rupture of nonplanar faults embedded in arbitrarily heterogeneousmedia, no symmetry 
onsiderations with respe
t to the fault surfa
e may betaken into a 
ount. In other words, no mixed boundary 
onditions, as thosedis
ussed in se
tion 1.5.1.2 (equations 1.112, page 94), are appli
able to ourproblem. On the 
ontrary, only the stress drop asso
iated with the mate-rial dislo
ation may be 
onsidered as boundary 
ondition along the rupturesurfa
e.When modeling the dynami
 rupture in fra
ture modes II and III (i.e.in-plane and anti-plane modes, see se
tions 1.5.1.2 and 2.3) the stress droptakes pla
e in the tangential fault dire
tion. In our rupture model, everysour
e boundary element a
ts as an independent unity inside whi
h the sameboundary 
ondition is applied. Depending on the lo
al fault orientation ina given element, the same shear stress drop ∆τ is imposed along the entireset of stress-grid points 
ontained in that element (
ubes in Figure 4.15b).So, following the pro
edure introdu
ed in the 2D rupture model formulation(se
tion 3.3), let us 
onsider a lo
al Cartesian referen
e frame, x'y'z', whi
h
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesmat
hes the fault orientation in su
h an element. As we 
an see in Figure4.16, if one of the new axis always points toward the fault strike dire
tion,the lo
al referen
e frame is uniquely determined by the fault normal ve
tor.Under these 
onditions we 
an transform the stress tensor, τ , from the ori-ginal Cartesian system xyz to the fault lo
al one, by mean of two su

essiverotations performed along the Euler angles θ and φ. Thus, the dire
t andinverse transformation of that tensor are respe
tively written as
τ ' = Aτ Ã (4.7a)and
τ = Ãτ 'A, (4.7b)where the 3 by 3 orthogonal matrix A is de�ned by the produ
t of tworotation matri
es, B and C, whi
h simply depend on the fault dip and faultstrike (i.e. angles φ and θ in Figure 4.16). The symbol Ã represents thetransposed matrix of A. Hen
e, as shown in Figure 4.16, the normal andshear tra
tion 
omponents to the fault surfa
e are given respe
tively by

σ = τ 'zz and τ =
√

τ '2xz + τ '2yz. (4.8)

Fig. 4.16: Lo
al referen
e frame, x'y'z', mat
hing the fault orientation ina give sour
e boundary element. σ is the fault normal stress and Ψ is theorientation angle of the fault shear stress (τ) over the fault surfa
e measuredfrom the x' axis.The Coulomb fri
tion law (se
tion 2.2) states that rupture begins in agiven fault point when the ratio between τ and σ equals the stati
 fri
tion
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oe�
ient. On
e this 
ondition is veri�ed, a material dislo
ation starts de-veloping due to a progressive drop of fault strength. This la
k of resistan
ebrings an ongoing stress relaxation (i.e. shear stress drop ∆τ) until the dy-nami
 fri
tion level is rea
hed. So, to determine rupture initiation and thento impose the shear stress values asso
iated with that relaxation we shouldmonitor the fault tra
tions 
ontinuously over the entire sour
e as the timegoes by. On that a

ount, for every time step we 
ompute τ ' in every boun-dary element via equation 4.7a to determine the lo
al fault status : if τ ' > τu,the stati
 yield stress, the fault breaks and tra
tions equal from then on thestrength given by a 
onstitutive fri
tion law (e.g., the slip-weakening law,equations 4.14). On
e the entire fault is examined, we bring ba
k to the glo-bal Cartesian referen
e frame the stress tensor via equation 4.7b to performthe time integrations required to solve system 4.5b. The spe
i�
 
riterionused to determine rupture initiation in a given element is explained in nextse
tion.4.2.3 Fault Me
hani
s4.2.3.1 Rupture CriterionRupture propagation may be understood merely as a thermodynami
alsystem in equilibrium. In other words, as a system in whi
h the balan
e bet-ween the energy release rate and the fra
ture energy is 
onserved. That iswhat the Gri�th's (1920) 
riterion states (for details see se
tion 2.4.1 on page155). However, be
ause no real material may resist in�nite stress 
on
entra-tions, one alternative way to determine if rupture should keep advan
ingis by looking at the stress �eld around the rupture front and 
omparing itwith the material resistan
e value. Irwin (1957) has introdu
ed the 
on
eptof stress intensity fa
tor, K, as the physi
al parameter 
hara
terizing theinstantaneous state of stress in the neighborhood of the rupture front (seese
tion 2.3). He has also identi�ed the material resistan
e as a physi
al pro-perty he 
alled the 
riti
al stress intensity fa
tor, Kc, in su
h a way thatrupture propagates only if K rea
hes this 
riti
al value. It 
an be shownthat Irwin's rupture 
riterion is equivalent to that proposed by Gri�th inthe stati
 
ase for whi
h the stress intensity fa
tor is univo
ally related tothe energy release rate (Irwin, 1957, 1960). A numeri
al 
omparison of thesetwo rupture 
riteria for a mode III spontaneous fra
ture was 
arried out byDas & Aki (1977b). Globally they 
on
lude that rupture propagates fasterwhen only energeti
 
onsiderations are made (i.e. when applying the Gri�th
riterion). More re
ent investigations have 
on�rmed this result and shownthat the Irwin's 
riterion is always at least as restri
tive as the Gri�th's one.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesUnfortunately, neither 
riteria dis
ussed in last paragraph may be di-re
tly implemented in a dis
rete solver. For that reason, the methodologyintrodu
ed by Hamano (1974) has been widely used for simulating numeri-
ally the dynami
 rupture of earthquakes. In this methodology the rupturesurfa
e is dis
retized in regular segments of length d (see Figure 2.9 on page159). So, as dis
ussed in se
tion 2.4.1, the rupture 
riterion proposed by Ha-mano states that rupture will propagate to the next fault segment if the meanstress value along that segment, given by equation 2.32 (page 158), overtakesthe stati
 fault strength. Thus, in order to make possible its dis
rete imple-mentation, Hamano supposed that su
h a mean value is equal to the stressvalued at the middle point of the segment. Despite its simpli
ity, it maybe shown theoreti
ally that this 
riterion is nearly equivalent to the Irwin'sone (see se
tion 2.4.1). Das & Aki (1977b) have implemented the proposedmethodology in a boundary integral formulation and 
ompared their resultswith the analyti
al solution for the Irwin 
riterion. They found both data bequite similar. In se
tion 4.2.4 I will dis
uss the importan
e of 
ohesive for
esin the numeri
al 
onvergen
e when applying this rupture 
riterion.In our model we use the Hamano's rupture 
riterion. On that a

ount,to determine when a boundary element should break, stresses are monitorednot only in the 
entral point of the element but within a small neighborhoodsurrounding it given by the six stress-grid points lying at one spatial stepfrom the 
entral point. Thus, when determining the a
tual element stateof stress, the algorithm always takes the maximum stress value within thisneighborhood. This pro
edure is performed be
ause in nonplanar dis
retesurfa
es we a
tually never know exa
tly where the 
ontinuous fault geometrypasses. The only thing we know is that, ex
ept for planar 
ases perpendi
ularto the Cartesian axis, it rarely passes through the element 
enter (see Figure3.8 on page 187). Consequently, by 
onsidering this small region around theelement 
enter we favor a more fair stress value for the whole element. On
ethe element shear stress determined in that way overtakes the fault yieldstrength, the boundary 
ondition des
ribed in last se
tion is then applied inall stress-grid points 
ontained in the element.4.2.3.2 Kinemati
sA

urate quanti�
ation of rupture kinemati
al parameters is essentialsin
e these parameters are dire
tly related with the stress relaxation pro
essvia the 
onstitutive fri
tion law. However, rupture propagation indu
es in-elasti
 e�e
ts around the sliding surfa
e due to se
ondary mi
rofra
turing,mass 
reeping or even thermal pressurization due to the presen
e of �uids
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelin the fault zone (e.g., Andrews, 1976b, Ben-Zion & Sammis, 2003, Dalgueret al., 2003b, Andrews, 2005, Ri
e et al., 2005, Wibberley & Shimamoto,2005, see se
tions 2.2 and 2.3 of this do
ument). A realisti
 estimate of faultslip and slip-rate seems then to be a non trivial problem. Theoreti
al sim-pli�
ations may of 
ourse be done in order to dis
riminate di�erent e�e
tsand then to assess the in�uen
e more or less important of ea
h one of themin rupture propagation.A strong assumption usually done when modeling rupture dynami
s isto dis
riminate the damage fault zone mentioned in last paragraph. In otherterms, we suppose a linearly elasti
 response of the entire medium ex
ept overthe sliding surfa
e in whi
h deformations and stresses are related througha fri
tion law. In this 
ase, the fault kinemati
al parameters and the stressdrop are suppose to take pla
e along su
h a surfa
e. In the �nite-di�eren
eliterature devoted to model the dynami
 rupture of earthquakes we essen-tially �nd two main bran
hes. The di�eren
e between them lies in the waythe fault is numeri
ally represented. In one 
ase the fault is in�nitely thin(i.e. it is represented by a surfa
e) and in the other the fault presents a �nitethi
kness (se
tions 1.5.1.2 and 4.1). In the �rst one the displa
ement dis
on-tinuity asso
iated with rupture is expli
itly in
orporated in velo
ity nodesand is 
alled the tra
tion-at-split-node (TSN) method (see Andrews, 1999,Day et al., 2005). On the other hand, as dis
ussed in se
tion 4.1, there are atleast two di�erent models belonging to the se
ond bran
h. The main 
ommonfeature of these fault-zone (FZ) models is the spatial mismat
h between thepoints in whi
h the stress drop take pla
e and the points in whi
h the faultkinemati
al parameters are evaluated. Therefore these are models in whi
hthe physi
al fault thi
kness dire
tly depends on the spatial grid step. Stri
tlyspeaking this means that, if the same rupture simulation is performed withtwo di�erent spatial grid steps, both results will always 
orrespond to twophysi
ally di�erent phenomena. Note that the fault zone asso
iated with thiskind of sour
e dis
retization will then experien
e inelasti
 deformations wi-thout energy dissipation sin
e only the fri
tion law a
ts through it. In otherwords, these numeri
al FZ models should not be understood as an attemptto represent the damage fault zone mentioned in the last paragraph. Ournumeri
al model belongs to the bran
h of fault zones. However, as it will beshown in later se
tions, the approa
h presented here to evaluate the faultkinemati
s makes our thi
k-fault model to a
hieve a good a

ura
y with res-pe
t to the TSN in a planar fault and with respe
t to the boundary integralmethod (BIE) in nonplanar paraboli
 faults.The slip and slip-rate estimate in our 3D rupture model follows the samestrategy detailed in se
tion 3.4.2 for the two-dimensional 
ase. The main dif-
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesferen
e is that in the three-dimensional 
ase the fault surfa
e always presentsa translation invariant dire
tion whi
h is parallel to one Cartesian axis (e.g.,the z axis in Figure 4.15b). This means that the pro
edure for evaluating thefault kinemati
al parameters should be performed a

ordingly to the boun-dary elements orientation. In this pro
edure we then always suppose one ofthe two lo
al referen
e axis 
ontained in the fault plane (i.e. x' or y') to beparallel to su
h an invariant dire
tion. So let the displa
ement dis
ontinuityfun
tion S on the fault plane be the relative displa
ement between the po-sitive (D+) and the negative (D−) fault blo
ks as assumed in the followingequation (repeated) :
S(t, Φ) = D+(t, Φ) − D−(t, Φ), (4.9)where the time is denoted by t and the 
onstitutive fri
tion law by the lo
alset of parameters Φ. As shown in Figure 4.15a, the fault plane passes throughthe 
enter of the boundary element. Thus, velo
ity-grid points i around the
ell (red spheres) belong either to the positive or the negative fault blo
k. Soto 
ompute the positive fault blo
k displa
ement D+, we average the n pointsdispla
ements u+

i parallels to the rupture surfa
e whi
h lie within a smallse
tor (gray zone) around the fault normal plane (dotted line). Omitting the
onstitutive parameters, this pro
edure is expressed in the following formula :
D+(t) =

1

n

n∑

i=1

u+
i (t, θ, Ψ) · Hi(θ, Ψ), (4.10)where the weight fun
tions Hi have already been introdu
ed in se
tion 3.4.2.The only di�eren
e is that in 3D geometry these fun
tions also depend on

Ψ, the dire
tion in whi
h the shear stress a
ts over the fault plane (Figure4.16). For symmetry reason with respe
t to fault normal axis (z'), the weightfun
tions may be then simply de�ned as the following linear 
ombination :
Hi(θ, Ψ) = |cosΨ| · Hi(θ, Ψ = 0◦) + |sinΨ| · Hi(θ, Ψ = 90◦). (4.11)In other words, the fun
tions Hi(θ, Ψ) are obtained from those 
omputed viaequation 3.8 (page 183) for two spe
i�
 Ψ angles : 0◦ and 90◦. We shall seethat this pro
edure makes the fault blo
k displa
ement (equation 4.10) beindependent of sour
e orientation.As dis
ussed in the two-dimensional �nite-sour
e a

ura
y se
tion 3.5.1,
onsidering the velo
ity-grid points within the element se
tor mentionedabove avoids undesirable e�e
ts due to inter-element destru
tive interfe-ren
es. In the spe
i�
 element stru
ture sele
ted all along this work theangle γ (Figure 4.15), whi
h de�nes su
h a region, is equal to 56◦. This value
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelmakes that, whatever the fault orientation is with respe
t to the translationinvariant axis, at least four and maximum eight velo
ity-grid points lie inthat se
tor per fault blo
k. For instan
e in Figure 4.15 we have n = 4. On
ethe negative fault blo
k displa
ement D− is performed in a similar way, we
an 
ompute the boundary element slip fun
tions by a simple substitutionof these values in equation 4.9. The slip-rate fun
tion in a given boundaryelement is determined exa
tly in the same way but without integrating thevelo
ity �eld in the velo
ity-grid nodes.

Fig. 4.17: Time fun
tions 
omputed in a point sour
e represented byone boundary element (Figure 4.15b). Results were obtained for dip angles
φ = 0◦, 9◦, 18◦, 27◦, 36◦, 45◦ (see Figure 4.16) and then superimposed in ea
hpanel. The left 
olumn 
orresponds to a shear stress drop ∆τ parallel to the
x' axis (i.e. Ψ = 0◦, Figure 4.16) and the right 
olumn for a ∆τ perpendi
ularto the x' axis (i.e. Ψ = 90◦).Figure 4.17 shows the slip and the slip-rate fun
tions 
omputed on a
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesboundary element like the one shown in Figure 4.15 for di�erent fault orien-tations. These simulations were performed 
onsidering a simple linear time-weakening fri
tion (Andrews, 2004) with 
hara
teristi
 weakening time equalto 0.4s. This means that shear tra
tions shoot down from the initial stresslevel (τ0 = 30bar) to the dynami
 level Be
ause the translation invariantdire
tion is parallel to the z axis then θ = 90◦ in all simulation. The left
olumn shows slip and slip-rate fun
tions 
omputed for six di�erent faultorientation angles φ = 0◦, 9◦, 18◦, 27◦, 36◦, 45◦ and for a shear stress drop
∆τ perpendi
ular to the translation invariant dire
tion (Ψ = 0◦). The right
olumn shows similar results but for ∆τ parallel to the translation invariantdire
tion (Ψ = 90◦). As a whole, when no dependen
e on fault orientation
φ is observed, we see some dependen
e on the stress drop orientation angle
Ψ. One thing may be pointed out : a small overestimation of the amplitudesmaller than 10% is observed for Ψ = 90◦.4.2.4 Resolution and Convergen
eOne of the must important aspe
ts that must be analyzed when usingnumeri
al methods to approximate a problem solution is the 
onvergen
eof those methods. The only way to generate information about physi
alphenomena from their own numeri
al simulation is being 
on�dent of theindependen
e between the output solution and the input numeri
al parame-ters. The input parameters may 
ontrol the stability and a

ura
y of themethods and are often related to the spatial dis
retization of the physi
aldomain or the time in
rement in evolutionary problems (see se
tions 1.2 and1.4). In wave propagation modeling, to obtain a good a

ura
y at a givenfrequen
y, the wave�eld must be dis
retized by a minimum number of gridelements (points). This 
ondition depends on the numeri
al formulation ofthe method (see se
tions 1.2.1.3, 1.2.4 and 1.4.4.2). However, when dealingwith the dynami
 rupture simulation the 
riterion for 
onvergen
e towardthe physi
al solution is not as 
lear as that sin
e the sour
e boundary 
ondi-tions depend on the frequen
y and wavenumber 
ontent of the solution. Inother words, there is a strong interdependen
e between sour
e evolution andthe ex
ited wave�eld. If the physi
al solution is singular near the rupturefront as in the self-similar 
ase with abrupt stress drop (see se
tions 2.3.1and 3.5.2), very high frequen
ies are generated and only a � 
ontinuum ap-proximation � may 
onverge to that solution. So, one likely way to makepossible a dis
rete approximation of that phenomenon is to introdu
e someregularization parameter whi
h brings in a problem s
ale liable to the spatialor temporal numeri
al grid in
rements.
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Fig. 4.18: Resolution test problem geometry. The nu
leation pat
h (graysquare) is 
entered in both the along-strike and along-dip fault dire
tions.Fault solutions at the four observational points P1, P2, P3 and P4 (bla
kpoints) are used for error estimation of the slip and slip-rate fun
tions.Introdu
ed by Barenblatt (1959a,b), the 
on
ept of 
ohesive for
e duringthe rupture pro
ess plays a fundamental role (see se
tion 2.3.2). Cohesivefor
es have a dire
t in
iden
e in the nature of the ex
ited wave�eld, spe
iallyin the neighborhood of the rupture front where the highest frequen
ies are
on
entrated. When dependent on fault slip, these for
es remove the stresssingularity and make the slip fun
tion derivable at the 
ra
k tip (Ida, 1972,Palmer & Ri
e, 1973, Andrews, 1976a) (see Figures 2.6 and 2.7 on page 150).Their evolution as a fun
tion of slip then 
ontrol the frequen
y 
ontent ofthe physi
al solution but also the width of the so-
alled 
ohesive zone (Λc,Figure 2.6) behind the rupture front. This zone is de�ned as the fault regioninside whi
h the breakdown pro
ess takes pla
e, that is to say the brokenregion where the shear stress has not yet rea
hed the dynami
 fri
tion level.As a 
onsequen
e, the stress drop in every fault point happens along a slip-weakening 
riti
al distan
e, δc, whi
h will then simultaneously 
ontrol Λcand the way stresses 
on
entrates ahead the rupture front.In a dis
rete formulation of the dynami
 rupture problem where the Ha-mano's (1974) rupture 
riterion is used (se
tion 4.2.3.1), the main assumptionlies in that the average shear stress along a boundary element is equal to thestress value at the 
enter of su
h an element. In order to make possible thenumeri
al 
onvergen
e of the spontaneous rupture problem this hypothesis
245



Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesmust be respe
ted. As shown by Das & Aki (1977b) (se
tion 2.4.1 equation2.32), the average boundary-element stress value is strongly dependent on theelement size when no 
ohesion for
es are 
onsidered (i.e. singular 
ase). Ho-wever, on
e the stress singularity removed via the slip-weakening me
hanismwe �nd that Hamano's hypothesis be
omes true as δc in
reases. For this rea-son, the 
ohesive zone width Λc represents a physi
al length measured overthe rupture surfa
e in whi
h the stress evolution must be well resolved duringrupture simulation. Sin
e δc dire
tly 
ontrols Λc, this 
onstitutive parame-ter a
ts as a regularization parameter whi
h should also 
ontrol numeri
al
onvergen
e trough a 
ohesive zone resolution parameter that, following Dayet al. (2005), may be simply de�ned as
Nc =

Λc

H
. (4.12)This number represents the amount of boundary elements of length H insidethe 
ohesive zone along the perpendi
ular dire
tion to the rupture front.Sin
e the boundary elements have 5 stress-grid points along the diagonalsin our numeri
al approa
h (Figure 4.15), from now on I will always suppose

H = 5h, where h is the grid size. Thus, we may expe
t a minimum ne
essaryand su�
ient value of Nc for getting reliable simulation results. From Ida's(1972) results, Andrews (1976a, 2004) has derived a theoreti
al expressionfor the 
ohesive zone length. His approximation shows that if the stress-drop and δc are 
onstant over the fault, Λc su�ers a 
ontra
tion inverselyproportional to the rupture propagation distan
e (equation 2.17 on page152). Detailed energy balan
e 
onsiderations lead Day et al. (2005) to showthat the 
ohesive zone 
ontra
tion depends not only in rupture propagationdistan
e but also on rupture mode and rupture velo
ity, vr, su
h that Λc → 0as vr → vR (the Rayleigh wave velo
ity) for in-plane fra
tures (mode II) andas vr → vs for anti-plane fra
tures (mode III). Consequently, the 
ohesivezone resolution evolves with time and is not a simulation requirement that
ould be insured a-priori. However, from the analysis of the SCEC 
ode-
omparison Version 3 exer
ise (see next se
tion), Day et al. (2005) haveidenti�ed Nc as a suitable 
onvergen
e parameter for their �nite-di�eren
eand boundary integral rupture models and determined a required Nc averagevalue greater or equal to 4.4 for both methods. Other numeri
al approa
hesas the FD model introdu
ed by Madariaga et al. (1998) yield stable andreprodu
ible results if Nc ≥ 6.44 or the re
ently introdu
ed �nite volumeapproa
h by Ben-Jemaa et al. (2006) for whi
h Nc ≥ 10.A

ording to the rupture model formulation, the numeri
al 
onvergen
emay also depends more or less on other parameters. Solutions by FD te
h-niques always exhibit os
illations 
aused by the stepwise advan
e of the 
ra
k
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 Rupture Modeltip a
ross the dis
rete latti
e (Knopo� & Ni, 2001). Resonan
es of these os-
illations may a�e
t the rupture energy balan
e so as an important portionof the available energy may be emitted away from the fault de
reasing theenergy release rate needed for rupture to propagate (Parisi & Ball, 2002).Moreover, as it has been show by Dalguer and Day (2004, 2006), the physi
althi
kness of the numeri
al fault zone in models like ours 
an also 
onsidera-bly a�e
t rupture evolution. So, in order to better understand whi
h fa
torpresides 
onvergen
e of our FD rupture model, in this se
tion I �rs analyzethe dependen
e of Nc on the grid size, h, but also on the slip-weakening
riti
al distan
e, δc, trough a spontaneous-rupture parametri
 study.Problem FormulationSin
e δc is dire
tly related to the rupture energy budget (Day, 1982b,Madariaga & Olsen, 2000) (see equations 2.28 and 2.35), the fairest way to
arry out su
h a parametri
 study in whi
h this 
onstitutive parameter varieswould be by initiating every rupture 
ase from its 
riti
al initial pat
h. Inother words, from the balan
e between the available and the absorbed surfa
eenergy at time t = 0. If we suppose 
onstant the relative upper yield pointparameter S = (τu−τ0)/(τ0−τs) over the fault (see page 156) then the 
riti
alpat
h radius is dire
tly proportional to δc. Given that the other varyingparameter is the grid size, 
omputer memory limitations 
onstrain me to
onsider a relatively small fault preventing large variations of the nu
leationpat
h size. Other possible way to respe
t the same energy balan
e 
onditionfor di�erent values of δc is by keeping 
onstant the nu
leation pat
h size andthen varying the value of S. Nonetheless, in that 
ase the governing relationin not linear making S to grow asymptoti
ally as δc de
rease. Unrealisti
high values of strength ex
ess (τu − τ0) relative to the stress drop (τ0 − τs)must be then 
onsidered when δc → 0. So, what I did is to keep the samenu
leation pat
h size, the same yield stress τu and the same dynami
 fri
tion
τs whatever the value of δc, and 
hange the initial stress τ0 su
h that S rangeslinearly from 0.2 for δmax

c to 1.0 for δmin
c . These limiting values make rupturealong the in-plane dire
tion to propagate, for all δc 
ases, at sub-shear speedswhen rupture is simulated with the 
oarsest FD grid.The problem geometry in the 
urrent parametri
 study is shown in Fi-gure 4.18. Formulation of the di�erent rupture 
ases presented in this se
tionis inspired in the SCEC 
ode-
omparison exer
ise ta
kled in next se
tion.So rupture takes pla
e along a verti
al right-lateral strike-slip planar faultembedded in the same linearly elasti
 three-dimensional homogeneous andisotropi
 medium 
onsidered in that exer
ise. The material properties areshown in Table 4.3. The fault plane is 
ompletely surrounded by strength

247



Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0

2

4

6

8

10

12

14

16

Entire Fault

Nc

d
c
(

)
m

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0

2

4

6

8

10

12

14

16

Anti-Plane Direction

Nc

d
c
(

)
m

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0

2

4

6

8

10

12

14

16

In-Plane Direction

Nc

h m( )

d
c
(

)
m

Fig. 4.19: Average estimate of the 
ohesive zone resolution parameter (Nc,equation 4.12) as a fun
tion of the spatial grid in
rement (h) and the slip-weakening 
riti
al distan
e (δc). See Figure 4.18 for problem geometry.
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelbarriers preventing rupture to propagate further and fri
tion on that planeis governed by the same Coulomb slip-weakening 
onstitutive law introdu
edin next se
tion (equations 4.14 and 4.15) with the stati
 (µs) and dynami
(µd) fri
tion 
oe�
ients, and the initial normal fault stress (σ0) given inTable 4.4. The fault shear prestress (τ0) is horizontal (i.e. parallel to the xreferen
e axis). The only di�eren
e with the SCEC rupture problem is thefault size in the along-strike dire
tion (15km instead of 30km) and the ini-tial shear stresses values inside and outside the nu
leation pat
h. Ruptureinitiation me
hanism was identi
al in all rupture simulations. At time t = 0,shear stress inside the nu
leation pat
h overtakes τu, the stati
 yield stress(equation 4.14b), and suddenly a stress drop equal to τu−τ0 happens in thatregion. In all 
ases τ0 = 1.2τu inside the nu
leation pat
h. As it was mentio-ned in the last paragraph, initial shear stress outside the nu
leation zone hasbeen 
hosen a

ordingly with the 
urrent δc value. The tested slip-weakeningdistan
es are δc = [0.1m, 0.2m, 0.4m, 0.8m, 1.2m, 1.6m]. Given the nature ofthe boundary elements des
ribing the sour
e in our rupture model (se
tion4.2.2.1) it is impossible to dis
retize with the exa
t dimensions both, thenu
leation pat
h and the fault plane. I have 
hosen the following spatial gridsteps, h = [24.2m, 46.9m, 88.2m, 157.9m, 214.3m], whi
h allow the exa
t re-presentation of the nu
leation pat
h. Hen
e, fault length overestimationsranges from 100m for hmin to 800m for hmax. In the following, I always takea

ount of this geometri
al mismat
h when estimating un
ertainties in theerror of fault solutions. All numeri
al simulations were performed by solvingthe 3D system of di�eren
e equations 1.104 (page 66) whi
h was dedu
edby applying the se
ond order in time and spa
e di�eren
e operators given inse
tion 1.4.2 (equations 1.99).Resolution and Convergen
e ResultsFigure 4.19 shows average value estimates of the resolution parameter
Nc as a fun
tion of both varying parameters : h, the spatial grid in
rementand δc, the slip-weakening 
riti
al distan
e. These values were 
omputedover the entire fault plane. To approximate the 
ohesive zone width Λc alongthe rupture front I measured the distan
e from the 
enter of ea
h boundaryelement at its rupture time to the nearest one in whi
h the shear stress hasalready rea
hed the dynami
 fri
tion level. A

ording to equation 4.12, Ncis then approximated by dividing su
h a distan
e by H = 5h.Computed average values for Nc were separated in three groups : Thoseover the entire fault (upper panel) and those along two lines passing throughthe fault 
enter, one parallel to the z axis (i.e. pure anti-plane dire
tion,middle panel) and the other parallel to the x axis (i.e. pure in-plane dire
-
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesin-plane anti-plane
δc Λc δc Λc

0.1m 135 ± 39m 0.1m ≤ 121m
1.6m 2031 ± 792m 1.6m 1209 ± 325mTab. 4.1: Average 
ohesive zone width estimates (Λc) along the purely in-plane and anti-plane fault dire
tions for the minimum and maximum valuesof the slip-weakening 
riti
al distan
e (δc). Interval values are not error mea-surement but the standard deviation of Λc along ea
h fault dire
tion. Resultsobtained with the �nest grid (i.e. h = 24.2m).tion, bottom panel). At �rst glan
e, results are in a

ordan
e with generalexpe
tations. In all panels the minimum values of Nc 
orrespond simulta-neously with the smallest δc and the biggest h (Nc ≤ 1.0, right bottom panel
orners). Hen
e, in this parameter domain region the 
ohesive zone is poorlyresolved. On the 
ontrary, it is well resolved in the region 
orresponding tothe biggest δc and the smallest h where we found the maximum Nc values(Nc ∈ [10, 16.8], left upper panel 
orners). The standard deviation for Ncestimates in both opposite domain regions are ±5.3, ±2.7 and ±6.6 respe
ti-vely for the entire-fault, anti-plane and in-plane panels on the best resolutionregion and equal to zero in the three 
ases on the worst resolution domainregion. Nc exhibit the same tenden
y in the three panels, being essentiallysensitive to the grid size over the range h ∈ [70m, 200m] (gradient parallelto the h axis) and then be
oming also dependent on δc for h . 70m (gra-dient pointing toward the bottom right 
orner). It is surprising the way the

Nc gradient magnitude be
omes abruptly higher for grid sizes h . 70m. Inother words, the 
ohesive zone sampling rate grows rapidly for grid sizesbelow ∼ 70m and for slip-weakening distan
e values above ∼ 0.4m.As predi
ted by the theoreti
al and numeri
al results of Day et al. (2005),the average Nc values obtained along the purely in-plane fault dire
tion aresystemati
ally greater than those obtained in the perpendi
ular anti-planedire
tion (
ompare middle and bottom panels of Figure 4.19). The 
ohesivezone dependen
e on rupture mode 
an by better visualized from results overthe entire fault plane given in Figure 4.21 (right). Estimates of Λc for theminimum and maximum values of δc are reported in Table 4.1. The anti-planevalue asso
iated with the smallest slip-weakening distan
e is not reliable sin
e
Λc in this 
ase was smaller that H (121m) during the whole rupture makingits estimate impossible. The only thing one 
an say is that su
h a width issmaller or equal than H. However, note the huge range of 
ohesive zone sizesexplored in the parametri
 analysis (variations of one order of magnitude).
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Fig. 4.20: Rupture times (all over the fault) and the slip and slip-rate timefun
tions (in four fault points, Figure 4.18) RMS error estimates 
omputedwith respe
t to the �nest grid solutions (h = 24.2m) as a fun
tion of theslip-weakening 
riti
al distan
e (δc) and the grid size (h).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesThe standard deviation values let us see the variation range of 
ohesive zonesizes during the rupture pro
ess being almost 2.5 times larger along thein-plane dire
tion. As we shall see in the following, rupture front along thisdire
tion su�ers the super-shear rupture speed transition when small enoughgrid sizes are 
onsidered.For the purpose of understanding the numeri
al 
onvergen
e of our rup-ture model, I have 
omputed relative errors of fault solutions with respe
tto the �nest grid 
ase (h = 24.2m) for every δc 
onsidered in the parametri
study. Even if these error estimates will not reveal if the numeri
al solutionstend toward the physi
al ones, at least they let us to establish, if possible,the so far hypotheti
al relationship whi
h should exist between the numeri-
al a

ura
y and the 
ohesive zone resolution parameter. Comparisons withsolutions yielded by independent numeri
al methods are presented in thenext se
tion for planar and nonplanar faults.Error was 
omputed for three di�erent fault solution parameters : rupturetimes and �nal slip over the entire fault plane and the slip-rate time fun
tionsin four observational points (Figure 4.18). The error fun
tion was the abso-lute root mean square (RMS) for rupture times, and the relative RMS for�nal slip and slip-rate time series. Due to the nature of our sour
e boundaryelements, solutions over the fault plane for di�erent grid in
rements may notbe 
omputed in the same points of the spa
e and time. So, to make the errorestimates possible I performed both, a spatial and temporal interpolations ofall simulation results supposing that the whole information 
ontained overthe dis
rete surfa
es 
orresponds exa
tly to the fault problem geometry. Thisimplies a maximum geometri
al mismat
h (near the fault edges) due to thespatial interpolation about 2.5% of the total fault length 
orresponding tothe 
oarsest grid 
ase. Su
h a mismat
h de
reases with the grid size and hasa value of 0.3% in the �nest grid. Be
ause rupture times are proportional tothe rupture propagation distan
e, I expe
t the same maximum per
entagesof un
ertainty in the error estimate for the three observed fault parameters.Time interpolation of the slip and slip-rate fun
tions for di�erent nume-ri
al dis
retizations was linear. On the other hand, spatial interpolation overthe rupture surfa
e was 
arried out in a regular grid with spatial in
rement of
100m. Interpolation values (fint) of fault solutions �elds (ui) were 
omputedsimply as

fint =
∑

i=1,n

ui

ai
where ai =

∑

j=1,n

(
di

dj

)m

. (4.13)In this equation, ai are weighting fa
tors whi
h multiply the n fault pointsolutions lying inside spheri
al supports of radius r 
entered at the interpo-
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modellated values fint, and di are the distan
es from fint to ea
h one of these faultsolution points. I have always took m = 0.5 in this work and r = 1000min the 
urrent se
tion. This value of r was the same for all grid sizes and
orresponds to the minimum ne
essary for having at least one fault pointinside the spheri
al interpolation support.
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Fig. 4.21: Rupture time 
ontours at 0.5s intervals and 
ohesive zone reso-lution parameter Nc over the entire fault plane for δc = 0.8m and h = 24.2m(referen
e 
ase).Figure 4.20 shows error estimate results for the three sele
ted fault para-meters as a fun
tion of the the grid size (h) and the slip-weakening 
riti
aldistan
e (δc). Following the SCEC ben
hmark tests 
onvention, the rupturetime of one fault point is de�ned as the time at whi
h the slip-rate ex
eeds
0.01m/s �rst at that point. Final slip was measured over the entire fault atthe end of ea
h simulation always with 5s of duration. Slip-rate fun
tionserrors 
orrespond to the average RMS of the four observational fault pointsshow in Figure 4.18. Ex
ept for the 
oarsest simulations (h & 150m), almostno error dependen
e on δc is found in all 
ases. The biggest rupture timeand slip-rate errors are found around the bottom right 
orner, i.e. the para-meter domain where Nc has the smallest values (see Figure 4.19). The errorin three parameters de
reases with the spatial grid step. The 
onvergen
erate of rupture times diminishes as h → hmin evoking the power-law 
onver-gen
e rate observed in the FD split-node and the BIE methods (Day et al.,2005). In the other two parameters it remains more or less 
onstant. If one
ompares Figures 4.19 and 4.20 we �gure out a good 
orrelation between the
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires
ohesive zone resolution parameter Nc and the error estimates for grid sizes
h & 70m. The smaller the Nc, the greater is the error. However, we �nd a la
kof 
orrelation for �ner grids. This la
k of 
orrelation may reveal two di�erentthings : 1) that there exist an upper value of Nc (∼ 4) from whi
h there is anoversampling of the 
ohesive zone making Nc to have no more in�uen
e innumeri
al 
onvergen
e or 2) that the in�uen
e of Nc on this 
onvergen
e isalways negligible with respe
t to other �rst order e�e
ts related to the meshre�nement (e.g., redu
tion of numeri
al os
illations). The se
ond hypothesisis supported by the rather small errors found in the bottom left regions ofthe parameter domain where we expe
t bigger values given the poor resolu-tion of the 
ohesive zone. All this ambiguous interpretation may be simply a
onsequen
e of a la
k in pre
ision of the error estimate due to the smoothingasso
iated with the spatial interpolation.Rupture times and 
ohesive zone resolution over the fault plane for a slip-weakening 
riti
al distan
e δc = 0.8m are shown in Figure 4.21. This solutionis a referen
e one. It was 
al
ulated with the smallest spatial grid step. Therupture time 
ontours reveal that ∼ 0.5s after initiation rupture in the along-strike dire
tion (in-plane rupture mode) starts developing the super-sheartransition. During the a

eleration phase toward the super-shear regime we�nd a progressive in
rease in the Nc resolution parameter that, near thefault edges, ex
eeds several times those values fond outside the transitionalfault region. These results may be easily interpreted in a physi
al way sin
e
Nc is proportional to the 
ohesive zone width Λc. Be
ause h = 24.2m andthrough equation 4.12 we have that Λc = 121Nc. So, while the 
ohesive zonewidth presents the theoreti
ally predi
ted 
ontra
tion along the most rupturedire
tions, as in the anti-plane one (along-dip dire
tion) with average valuesof about 550m (see Figure 4.19, middle panel), Λc in
reases very rapidlyin the along-strike dire
tion as the rupture front speed in
reases, rea
hingvalues of about 1700m.Several 
omparisons of the sele
ted referen
e solution (i.e. for δc = 0.8m)with those obtained on 
oarser grids are presented in Figures 4.22, 4.23 and4.24. Rupture times degradation with in
rements of the spatial grid stepare in a

ordan
e with the progressive drop on 
ohesive zone resolution overthe entire fault plane (Figure 4.22). Judging from these examples we maythink that the resolution parameter Nc plays a determinant role in nume-ri
al 
onvergen
e. Slip-rate numeri
al os
illations indu
e lo
al variations inrupture times that 
an be observed for h ≤ 157.9m as small spikes in the rup-ture time 
ontours. We 
an also appre
iate how rupture speed in the 
oarsestgrid 
ase remains smaller than the shear-wave velo
ity sin
e no transitionallobes are present along the in-plane rupture mode dire
tion. As 
an be red in
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Fig. 4.22: Rupture times for the referen
e 
ase (red 
ontours) and for 
o-arser grid simulations (green 
ontours) at 0.5s intervals (δc = 0.8m). Rightpanels show values of Nc for solutions presented in the left panels as green
ontours.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesFigure 4.20, rupture times RMS errors for these examples are 0.04s, 0.11s,
0.28s and 0.41s respe
tively for solution from top to bottom. Finally, the
orresponding 
omparison of the slip and slip-rate fun
tions in the observa-tional points P1 (purely anti-plane signals) and P4 (purely in-plane signals,see Figure 4.18) are respe
tively presented in Figures 4.23 and 4.24. Globally,in both rupture dire
tions we see the same main features : solutions are de-layed and more noisy with in
rements in the grid size. However, good �ts inboth fault parameters and both rupture modes are found for h ≤ 88.2m (seeTable 4.2 for errors in slip-rate fun
tions). The rise-time in the anti-plane di-re
tion is shorter (∼ 2.5s) than in the perpendi
ular dire
tion (∼ 4s) wherethe super-shear transition takes pla
e. Relative RMS errors for �nal slip overthe entire fault range from 2.7% for h = 46.9m to 11.2% for h = 214.3m(see Figure 4.20). Error in �nal slip for the 
oarsest grid only represents amismat
h in moment magnitude Mw about 2%.

h anti-plane in-plane
46.9m 15.9% 8.9%
88.2m 38.7% 24.8%
157.9m 62.9% 50.2%
214.3m 75.1% 75.7%Tab. 4.2:Relative RMS error of slip-rate fun
tions for di�erent grid sizes (h)with respe
t to the referen
e solution (i.e. h = 24.2m). Values 
orrespondingto time series shown in Figures 4.23 and 4.24.4.2.5 Model ValidationConsisten
y between solutions yielded by di�erent numeri
al approa
hesis essential sin
e it is the only way to have 
on�den
e in these kinds of
omplex 3D simulations for whi
h no theoreti
al solutions are available. Se-veral exer
ises are proposed in order to test the a

ura
y of our 3D nume-ri
al approa
h when modeling the dynami
 rupture propagation of planarand nonplanar faults. Comparisons of our �nite-di�eren
e boundary-element(FDBE) method with the tra
tion-at-split-node (TSN) and the boundary in-tegral equation (BIE) methods are presented.4.2.5.1 The SCEC Ben
hmark : FDBE vs TSNIn the last almost two years, numerous modelers of the spontaneous rup-ture problem have ta
kled the 
hallenge of 
omparing their numeri
al ap-proa
hes through the SCEC ben
hmark promoted by Harris & Ar
huleta
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Fault PlaneFig. 4.25: SCEC 
ode-
omparison Version 3 problem geometry. The nu
lea-tion pat
h (gray square) is 
entered in both the along-strike and along-dipfault dire
tions. Fault solutions are 
ompared in the four observational pointsP1, P2, P3 and P4 (bla
k points).(2004). Essentially, this 
ode-
omparison exer
ise have revealed the strongdependen
e of numeri
al results on the way rupture boundary 
onditions areapplied. Finite-di�eren
e fault-zone models 
onstitute one family from whi
hrupture solutions for the proposed problem are 
onsiderably grid-size depen-dents (Dalguer & Day, 2004, 2006). The rupture model introdu
ed in se
tion4.2.2 belongs to this family so one expe
t solutions to exhibit su
h an unde-sired behavior. Re
ently, Day et al. (2005) have investigated the 
onvergen
eand pre
ision of two independent approa
hes, a FD split-node method (seese
tion 1.5.1.2) and a boundary integral method, to The Problem Version3 of the SCEC ben
hmark. In that work, numeri
al 
onvergen
e was rela-ted to the 
ohesive zone resolution parameter Nc. Their results suggest thatboth methods 
onverge asymptoti
ally toward the 
ontinuum solution as thespatial dis
retization diminishes. They 
on
luded that 
onvergen
e betweenboth methods is rea
hed if Nc ≥ 5 and Nc ≥ 3 respe
tively for the TSNand BIE approa
hes. On the other hand, the numeri
al analysis performedin se
tion 4.2.4 of this work indi
ates that Nc is not the most importantparameter 
ontrolling 
onvergen
e of our FDBE method. However, small en-ough errors were always obtained when Nc is of the same order, about 4. Aswe shall see, to verify this 
ondition in the present problem and then obtainrather good results the grid size should be quite small.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires
vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)3464 6000 2670Tab. 4.3: Material properties of the 3D full spa
e 
onsidered in the SCEC
ode-
omparison exer
ise. In this table vp and vs are, respe
tively, the S-and the P -wave velo
ities, and ρ the density.So, in this se
tion I solve The Problem Version 3 of the SCEC 
ode-
omparison ben
hmark with the FDBE approa
h proposed in this study and
ompare solutions with those 
omputed by Dalguer (2005) using the FDTSN approa
h of Day (1982b) detailed in Day et al. (2005). The goal of this
omparison is just to determine how �ne should be the FD grid to rea
hsatisfa
torily good results, keeping in mind that our rupture model has been
reated with the purpose of simulating rupture of nonplanar faults and notto obtain an extremely a

urate solution in geometri
ally simple problems.The introdu
tion of boundary elements to des
ribe the rupture surfa
e withlimitations in 
omputational power has a pri
e : a loss of a

ura
y. A s
alingrelation similar to that determine for 2D geometries in se
tion 3.4.1 anddis
ussed latter in se
tion 3.5.1 should exist for the 3D formulation. Thismeans that the a

ura
y of our 3D rupture model is determined by the
al
ulation limits. The spe
i�
 rupture model introdu
ed in previous se
tionshas been 
hosen be
ause of the good 
ompromise between numeri
al a

ura
yand our 
urrent 
omputational feasibility.Problem FormulationThe problem geometry is shown in Figure 4.25. Rupture happens alonga verti
al right-lateral strike-slip planar fault embedded in a linearly elasti
three-dimensional homogeneous and isotropi
 medium. The material pro-perties are given in Table 4.3. The fault plane is 
ompletely surrounded bystrength barriers preventing rupture to propagate further. Fri
tion resistan
eis governed by a 
ohesionless Coulomb slip-weakening 
onstitutive law (Ida,1972) that 
an be expressed as

τ(σ, S) = τs + (τu − τs)(1 − S/δc)H(1 − S/δc) (4.14a)where
τu = σµs and τs = σµd. (4.14b)In these equations, σ is the fault normal stress, S is the fault slip and H(·)is the heaviside step fun
tion. The 
onstitutive parameters of this linear
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture ModelParameter Nu
leation Outside Nu
leation
τ0 81.6 MPa 70 MPa
σ0 120 MPa 120 MPa
µs 0.677 0.677
µd 0.525 0.525
δc 0.4 m 0.4 mTab. 4.4: Initial stress 
onditions and 
onstitutive fri
tion parameters usedin the Problem Version 3 of the SCEC exer
ise. In this table τ0 is the initialfault shear stress, σ0 the initial fault normal stress, µs the stati
 fri
tion 
o-e�
ient, µd the dynami
 fri
tion 
oe�
ient and δc the 
riti
al slip-weakeningdistan
e.equation are the stati
 fri
tion 
oe�
ient, µs, the dynami
 fri
tion 
oe�
ient,

µd, and the slip-weakening 
riti
al distan
e, δc (see se
tion 2.3.2 on page148). Both, the initial fault stress 
onditions and the 
onstitutive fri
tionparameters are listed in Table 4.4. The shear prestress �eld τ0 is everywherehorizontal and parallel to the fault plane. Equation 4.14a may be simplyrewritten as
τ(σ, S) = σ

[
µd + (µs − µd)(1 − S/δc)H(1 − S/δc)

] (4.15)making easy to see that fri
tion is equal to the normal fault stress timesa fa
tor whi
h evolves with slip on
e rupture begins. From Table 4.4 andusing equation 4.15 before rupture nu
leation, we see that the stati
 yieldstress (i.e. for S = 0) and the dynami
 fault strength (i.e. for S ≥ δc) arerespe
tively τu = 81.24 MPa and τs = 63 MPa. These two values along withthe initial shear stress τ0 outside the nu
leation pat
h give an upper yieldpoint parameter S = (τu − τ0)/(τ0 − τs) = 1.63 (see se
tion 2.4). This value
orresponds to the theoreti
al one predi
ted by Burridge (1973) for rupturepropagation without surfa
e energy and identi�ed by Andrews (1976b) asthe upper boundary beyond whi
h spontaneous rupture with slip-weakening
ohesion for
es may not propagate in a supershear regime (see text aroundFigure 2.12, page 164).At time t = 0, the shear stress inside the nu
leation pat
h ex
eed the yieldstress on that zone produ
ing an instantaneous stress drop ∆τ0 = τ0 − τu.On
e this initial stress drop happens, rupture propagates spontaneously awayfrom the nu
leation zone governed by the linear slip-weakening Coulombfailure 
riterion given by equations 4.14.Problem Results
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Fig. 4.26: SCEC rupture times 
ontours at 1s intervals 
omputed withour (2, 4) �nite-di�eren
e boundary-element (FDBE) method and with thetra
tion-at-split-node (TSN, after Day et al., 2005) �nite-di�eren
e method.Simulations were 
arried out for three di�erent grid spatial steps, h =
24.2m, h = 46.9m and h = 88.2m with both, se
ond order a

ura
y intime and spa
e (2, 2) (dis
rete system 1.104, page 66) and se
ond orderin time four order in spa
e a

ura
y (2, 4) (dis
rete system B.1, page 317)di�eren
e operators. I took these grid sizes in order to mat
h exa
tly thenu
leation zone dimensions. Nevertheless, as dis
ussed in last se
tion, theboundary element stru
ture prevent me to dis
retize the fault plane withexa
tly the problem dimensions. This 
auses a progressive overestimationfrom about 103m per side for the �nest grid to about 340m for the 
oarsestgrid. Results were 
ompared in terms of rupture times over the entire faultplane, and in terms of the slip, slip-rate and shear stress time fun
tions infour observational fault points (Figure 4.25). In order to make possible these
omparisons, solution were spatially interpolated following the pro
eduredes
ribed in se
tion 4.2.4 with spheri
al supports of r = 120m, 240m and
440m (equation 4.13) respe
tively for the �nest, intermediate and 
oarsestgrids.Figure 4.26 shows a rupture-time 
ontour-map at one se
ond intervalswhere solutions obtained with our FDBE (2, 4) model for h = 24.2m and
h = 46.9m are 
ompared with that yielded by the TSN approa
h for h =
100m. The absolute RMS error with respe
t to the referen
e TSN solution
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelare respe
tively 0.2s and 0.13s (see Table 4.5). Even if these errors are quitesmalls, we 
an distinguish slight dissimilarities in the shape of the rupturefront. Moreover, when rupture front propagates slower than the referen
e
ase for h = 46.9m, it goes faster for h = 24.2m. If we 
onsider the RMSerror of 1.37s asso
iated with the 
oarsest grid 
ase (h = 88.2m, Table 4.5)we see that FDBE solutions 
onverge rapidly to the referen
e one for smallergrid sizes. However, we also see that su
h 
onvergen
e is not asymptoti
 sin
erupture propagates slightly faster than the referen
e 
ase in the �nest grid.Computational power limitations prevent me to try smaller grids in order tosee if the 
onvergen
e is os
illatory.Dalguer & Day (2006) have solved the same problem by mean of twodi�erent fault zone models in the standard velo
ity-stress staggered-grid ofMadariaga (1976, se
tion 1.4.1.1) : a) the one proposed by Madariaga et al.(1998) they 
alled the thi
k-fault (TF) model and b) the method introdu
edby Andrews (1999) knew as the stress-glut (SG) method (se
tion 4.1.1). Onone hand, their results show that solutions obtained with the TF model for
h = 50m fails to reprodu
e the qualitatively features of their TSN referen
essolution. In terms of rupture-times they found an RMS error about 30%whi
h means a delay of about 1s at the fault edges in both in-plane and anti-plane dire
tions. On the other hand, they also show for the same grid size thatthe SG method yield qualitatively better results with smaller rupture timedelays whi
h are similar to those I have obtained with our FDBE method(i.e. ∼ 0.1s, Figure 4.26).Parameter h = 24.2m h = 46.9m h = 88.2m

(2, 2) (2, 4) (2, 2) (2, 4) (2, 2) (2, 4)rupture times 0.17s 0.2s 0.22s 0.13s 1.64s 1.37sshear stress 16.0% 23.2% 40.2% 37.1% 84.6% 83.5%slip-rate 38.2% 47.5% 78.5% 76.6% 119.6% 115.6%slip 27.2% 25.8% 26.6% 24.9% 36.6% 32.7%Tab. 4.5: Absolute (rupture times) and relative (the others three parame-ters) RMS errors of our FDBE method obtained for the SCEC ben
hmarkVersion 3 with respe
t to solution by the TSN FD method for a grid sizeequal to 100m (Day et al., 2005). Result are reported for se
ond order a

u-ra
y in time and spa
e (2, 2) and for se
ond order in time four order in spa
ea

ura
y (2, 4) di�eren
e operators for three di�erent spatial grid steps h.Figure 4.27 presents the 
ohesive zone resolution parameter Nc over theentire fault plane for the three di�erent grid sizes. As a whole we �nd ade
rease of resolution with distan
e from the nu
leation pat
h whi
h is in
263



Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Distance along strike ( )km

D
is

ta
n
ce

 a
lo

n
g
 d

ip
 (

)
km

D
is

ta
n
ce

 a
lo

n
g
 d

ip
 (

)
km

D
is

ta
n
ce

 a
lo

n
g
 d

ip
 (

)
km Nc

Nc

Nc

Cohesive Zone Resolution

a

b

c

Fig. 4.27: Cohesive zone resolution parameter (Nc) over the fault plane for(a) h = 24.2m, (b) h = 46.9m and (
) h = 88.2m.
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ordan
e with the theoreti
ally predi
ted 
ohesive zone 
ontra
tion (equa-tion 2.17 page 152). However, the great variability of this parameter alongthe rupture surfa
e found for h = 24.2m (Figure 4.27a) disappears in thetwo 
oarser grids (Figures 4.27b,
) revealing a la
k of resolution. The analysis
arried out in se
tion 4.2.4 showed that good a

ura
y results were obtainedwhen Nc & 4. However we see that this 
ondition is not veri�ed in most partsof the fault plane. This is mainly a 
onsequen
e of the small slip-weakening
riti
al distan
e (δc = 40cm) with respe
t to the size of ea
h element. Another problem related to the 
hoi
e of this 
onstitutive parameter is theex
itation of high frequen
y os
illations on the dis
rete latti
e whi
h maystrongly perturb rupture velo
ity (e.g., Knopo� & Ni, 2001, Parisi & Ball,2002).Figures 4.28, 4.29 and 4.30 show the slip-rate fun
tions on the four ob-servational points (Figure 4.25) respe
tively for the �nest, intermediate and
oarsest grids (dashed lines) 
ompared with the referen
e TSN solutions (so-lid lines). All signals are low-pass �ltered with a 2-poles Butterworth �lter(2-passes), and a 
orner frequen
y at 5.0Hz. Two main observations shouldbe done. On one hand, the amplitude of the slip-rate fun
tions de
rease withan in
rease in the spatial step. This is an undesirable e�e
t 
hara
terizingall FZ models sin
e there is always a spatial mismat
h between the stress-and the velo
ity-grid points whi
h is proportional to the grid size. On theother hand, sin
e the resonan
e frequen
y of the dis
rete latti
e is inverselyproportional to the spatial grid step, the spurious os
illations within this fre-quen
y range are mainly visible in the two 
oarsest grids (point P3, Figures4.29 and 4.30). When results for h ≤ 46.9m are quite similar to the referen
eones an important drop in a

ura
y is found for h = 88.2m. Relative RMSaverage values of these times series for ea
h 
ase are given in Table 4.5. Thesevalues are 
onsiderable high sin
e small shifts in rupture times indu
e bigsquare di�eren
es between signals be
ause of the big slip-rate gradients justafter initiation. Despite both the geometri
al mismat
h of the dis
rete faultplanes and the spatial interpolation, the pulses wide whi
h are related to thearrival of the stopping phases are pretty similar in the two �rst 
ases. Theevolution of the shear stresses in both in-plane and anti-plane dire
tions aresatisfa
torily well reprodu
ed ex
ept for the 
oarsest grid for whi
h rupturedelays about 1.5s. In all 
ases on
e rupture begins, the negative slopes of thestress fun
tions are parallel to the TSN ones revealing a good slip-weakeningfri
tion implementation. If we 
ompare the average RMS errors for the slipfun
tions (Table 4.5) we noti
e that they do not in
rease with an in
reasein the spatial grid step as mu
h as those for the slip-rate. This is expe
tedbe
ause of the lower high frequen
y 
ontent in the displa
ement �eld.
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Fig. 4.28: Comparison of slip-rate fun
tions for the Problem Version 3 of theSCEC ben
hmark in the four observational fault points shown in Figure 4.25.The dashed lines 
orrespond to our (2, 4) FDBE for a grid size h = 24.2mwhile the solid lines 
orrespond to the TSN referen
e solution. All results arelow-pass �ltered for ω ≤ 1.5Hz.
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Fig. 4.29: Comparison of slip-rate fun
tions for the Problem Version 3 of theSCEC ben
hmark in the four observational fault points shown in Figure 4.25.The dashed lines 
orrespond to our (2, 4) FDBE for a grid size h = 46.9mwhile the solid lines 
orrespond to the TSN referen
e solution. All results arelow-pass �ltered for ω ≤ 1.5Hz.
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Fig. 4.30: Comparison of slip-rate fun
tions for the Problem Version 3 of theSCEC ben
hmark in the four observational fault points shown in Figure 4.25.The dashed lines 
orrespond to our (2, 4) FDBE for a grid size h = 88.2mwhile the solid lines 
orrespond to the TSN referen
e solution. All results arelow-pass �ltered for ω ≤ 1.5Hz.
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Fig. 4.31: Comparison of shear stresses for the Problem Version 3 of theSCEC ben
hmark in the P1 (purely anti-plane) and P4 (purely in-plane)fault points shown in Figure 4.25. The dashed lines 
orrespond to our (2, 4)FDBE while the solid lines 
orrespond to the TSN referen
e solution. Allresults are low-pass �ltered for ω ≤ 1.5Hz.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires4.2.5.2 Nonplanar Rupture : FDBE vs BIEIn last se
tion I 
on
luded that the FDBE model may solve the SCEC
ode-
omparison exer
ise in a rather satisfa
torily way provided that a smallenough spatial grid dis
retization is 
onsidered. The most interesting featureof this model is not its numeri
al a

ura
y but its 
apa
ity of going beyondthe planar fault geometry. In this se
tion I then perform an other spontaneousrupture 
omparison, this time along several nonplanar rupture surfa
es. Onthat a

ount I use solutions 
omputed with a boundary integral equationmethod (BIE, Ao
hi et al., 2000b), adapted by Ao
hi (2004) for the proposedmodel geometry as a referen
e. As we shall see, despite the os
illations andoverestimation of the peak slip-rate, quite good results are obtained in termsof rupture times, slip-rate waveforms and �nal slip with respe
t to thoseobtained with the BIE model.Problem FormulationRupture happens along di�erent strike-slip left-lateral faults embeddedwithin the same linearly elasti
 three-dimensional homogeneous and isotropi
medium 
onsidered in the SCEC 
omparison exer
ise (Table 4.3). The 3Drupture surfa
es follow the equation of a parabola in the X-Y plane. Theonly parameter that varies between the di�erent 
omparison 
ases is thee

entri
ity of the 
oni
al. The geometry of the faults is then given by arelation of the form
f [x, y(x)] where y(x) = y0 ±

√
4a(x − x0). (4.16)In this equation x0 and y0 
orrespond to the 
oordinates of the vertex V ofa parabola on the X-Y plane with fo
us at b (Figure 4.32). The 
oordinate zof all surfa
es is translation invariant. The value of a, the distan
e between

V and b, 
ontrols the e

entri
ity of the 
oni
al. The smaller a the higherthe 
urvature of the rupture surfa
e. At the limit, when a → ∞, the faultbe
omes planar. In this manner we are able to go from the standard planar
ase toward a more and more 
urbed fault just by 
hanging su
h a parameter.I then 
hoose four di�erent geometries. Those having values for a equal to
∞, 18, 10 and 5km, as shown in Figure 4.32 respe
tively for 
urves F1, F2,
F3, and F4. All these faults are 30km long in the strike dire
tion and 6kmdeep (verti
al dire
tion). Figure 4.33 shows a 3D view of one among them.Let say that the vertex V lies at the 
enter of the surfa
es, site thatI 
all from now on the sour
e origin. The nu
leation pat
h is a � squareregion � 
entered in the sour
e origin with sides-length of 2km (red pat
h,Figure 4.33). In order to 
ompare fault solutions, I took four equidistant
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Fig. 4.32: Proje
tion into the X-Y plane of the 3D nonplanar fault geome-tries 
onsidered in the 
omparison exer
ise. These are parabolas given by theequation 4.16, where V (x0, y0) is the vertex of the 
oni
als, b is the fo
us and
a is the distan
e between these two points 
ontrolling the e

entri
ity. Thefour sele
ted geometries F1, F2, F3, and F4 are all 30km long and have,respe
tively, the following values of a : ∞, 18, 10 and 5km.
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Fig. 4.33: 3D view of one nonplanar rupture surfa
es used in the 
omparisonexer
ise. The � square � nu
leation pat
h (red region) is 
entered in both thealong-strike and along-dip dire
tions and has a side-length of 2km. The fourobservational fault points (yellow 
ubes) are separated by 4km measuredover the fault surfa
e from its 
enter.points pla
ed along a horizontal line passing through V (yellow 
ubes). The�rst observational point, P1, 
oin
ides with the sour
e origin and the othersthree (points P2, P3 and P4) are separated ea
h other by 4km measuredover the surfa
e. The external fault boundaries are delimited by strengthbarrier forbidding rupture to propagate beyond them.In all 
ases, the initial normal stress is 
onstant over the entire rup-ture surfa
es. Only the initial shear stress 
hanges between the nu
leationpat
h and the spontaneous rupture region. I made these unrealisti
 assump-tions just to avoid unne
essary 
ompli
ations that would make the numeri
al
omparison more di�
ult. Constant tra
tions along a nonplanar surfa
e maysuppose an extremely heterogeneous surrounding stress �eld. Physi
al 
onsi-derations should evolve in future exer
ises as it has been the 
ase for theplanar fault through the SCEC ben
hmarking 
ode-
omparison, by introdu-
ing simple-shaped barriers and asperities for instan
e. The only parameterthat 
hanges between the four 
omparison 
ases is the geometri
al parameter
a, i.e. the fault 
urvature.Rupture pro
ess follows the same Coulomb slip-weakening fri
tion lawused in last se
tion. Equation 4.15 
learly shows that fri
tion resistan
e is
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 Rupture Modelequal to produ
t of the normal fault stress, σ, and a fa
tor whi
h evolveslinearly with slip on
e rupture begins. During rupture, normal fault stressis the resultant of the initial normal stress, σ0, and the dynami
 normalstress 
hange, ∆σ (i.e. σ = σ0 + ∆σ). For this 
omparison I have assumedthat ∆σ = 0 for every time. This means that both, the stati
 (τu) andthe dynami
 (τs) fault strengths only depends on the initial stati
 tra
tionsduring the whole rupture pro
ess. The initial fault stress 
onditions and the
onstitutive fri
tion parameters are listed in Table 4.6. The shear presress�eld τ0 is everywhere parallel to the X-Y plane produ
ing a potential strike-slip left-lateral fault dislo
ation. Beside the fault geometry, there are only twodi�eren
es with respe
t to the SCEC planar exer
ise : the values of the initialshear stresses and the slip-weakening 
riti
al distan
e. From values givenin Table 4.6 and equation 4.15 before rupture nu
leation we get the samestati
 and dynami
 fault strengths than in the SCEC exer
ise (respe
tively
τu = 81.24 MPa and τs = 63 MPa). These two values along with the initialshear stress τ0 outside the nu
leation pat
h give a smaller upper yield pointparameter S = 0.7 than that obtained in the previous se
tion. So this value issmaller than 1.63. As pointed out for the �rst time by Andrews (1976b), onepossible 
onsequen
e is that rupture propagation undergoes the supersoni
transition (see Figure 2.12 in page 164). However, we shall see that giventhe 
hoi
e of the slip-weakening distan
e and the manner rupture nu
leates,rupture should propagates a larger distan
e in order to rea
h the energeti

ondition leading to su
h a phenomenon bifur
ation.Rupture initiates be
ause the same reason than in the planar fault 
om-parison. At time t = 0, the shear stress in the nu
leation pat
h overtakesthe yield stress on that zone produ
ing an instantaneous stress drop ∆τ0 =
τ0−τu. This initial � �i
k � is equal to 0.2τu in the 
urrent exer
ise. It is big-ger that that 
onsidered in the pre
edent 
omparison test in order to allowrupture to initiate propagating given the smaller size of the nu
leation pat
h.On
e this initial stress drop happens, rupture propagates spontaneously fol-lowing the linear slip-weakening Coulomb failure 
riterion dis
ussed earlier.The uniform BIE grid interval was �xed to ∆s = 0.25km so as the faultssurfa
es were dis
retized by 120× 24 square planes in su
h a way that thoseboundaries of these planes parallels to the translation invariant fault axis,are 
ontained within the analyti
 3D paraboli
 fun
tion. In other words,the 
enters of the squares are slightly shifted front the 
ontinuous geometry.The 
orresponding time step was ∆t = 0.0208s. Results with this numeri
alparameters for the SCEC planar fault problem yielded a rupture times RMSerror about 0.1s with respe
t to the 100m grid-size tra
tion-at-slip-node�nite-di�eren
e (DFM) solution obtained by Day et al. (2005). Moreover,
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leation Outside Nu
leation
τ0 97.49 MPa 73.73 MPa
σ0 120 MPa 120 MPa
µs 0.677 0.677
µd 0.525 0.525
δc 0.8 m 0.8 mTab. 4.6: Initial stress 
onditions and 
onstitutive fri
tion parameters usedin the spontaneous nonplanar 
omparison. In this table τ0 is the initial faultshear stress, σ0 the initial fault normal stress, µs the stati
 fri
tion 
oe�
ient,

µd the dynami
 fri
tion 
oe�
ient and δc the 
riti
al slip-weakening distan
e.nonplanar faults dis
retization with our FDBE model is not as simple asthat sin
e rupture surfa
es are numeri
ally represented by 
ubi
 boundaryelements in a regular volumetri
 grid. As a 
onsequen
e the distan
e betweenthe 
enter of these elements depends on the orientation of the fault within thegrid. As des
ribes in se
tion 4.2.2.1, sour
e boundary elements are pla
ed onebeside the other as 
lose as possible to the analyti
 sour
e geometry (Figure4.33) so as the number of boundary element in the along-strike dire
tion
hanges with fault 
urvature (i.e. with the value of a). In order to dis
retizethe nu
leation pat
h with exa
tly the stated dimensions, I took the spatialgrid interval h = 45.45m and a 
orresponding time step ∆t = 0.005s. Thus,the amount of boundary elements along the fault strike ranges from 133 inthe planar 
ase (surfa
e F1, Figure 4.32) to 175 in the most 
urved fault(surfa
e F4). On the 
ontrary, it remains 
onstant in the along-dip dire
tion(translation invariant axis) independently of a and equal to 27. A simple
al
ulation shows us that the 
urrent fault dimensions in the planar 
ase areslightly di�erent of those stated in our problem geometry (6km × 30km).The greatest dis
repan
y is found in the along-dip dire
tion being just 1.5%of the 
orresponding total fault length. Similar per
entages are found in thenonplanar geometries even in the along-strike dire
tion.Unfortunately, as dis
ussed in se
tion 4.2.4, the nature of the sour
eboundary elements prevent the exa
t dis
retization of both the nu
leationpat
h and the entire fault size. So, in order to make the 
omparison of faultsolutions possible, I then performed a spatial interpolation (see se
tion 4.2.4)of results yielded by both methods supposing that all information 
ontainedalong the dis
rete surfa
es 
orresponds exa
tly to the fault problem geometry.Consequently, estimations of rupture times and lo
ation of the observationalpoints have an un
ertainty of the same order, that is it about 1.5%. Theregular spatial interpolation in
rement was 100m with a spheri
al support
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r = 600m (equation 4.13).The rupture-time 
ontours 
omputed with the FDBE (dashed lines) forthe planar and nonplanar surfa
es are shown in Figure 4.34 and 
omparedwith those yielded by the BIE approa
h (solid lines). Extremely good resultsare obtained in all rupture surfa
es. In the planar 
ase (surfa
e F1) rupturepropagates slightly faster than the referen
e solutions. However the rupturetime di�eren
es remain 
onstant during almost the entire rupture, revelingthat the same energy budget is preserved in both simulations. In the non-planar 
ases (surfa
es F2, F3 and F4), even if rupture times are 
lose to thereferen
e ones, we see that rupture propagates faster as the orientation of thefault surfa
e approa
hes 45◦ with respe
t to the Cartesian referen
e frame(surfa
e F4, Figure 4.32). Despite this anisotropi
 e�e
t the average RMSerror for all 
ases is quite small (i.e. smaller that 0.1s, Table 4.7).Fault Geometry rupture times slip-rate �nal slipPlanar (F1) 0.05s 33.0% 19.6%Nonplanar (F2) 0.06s 30.2% 13.0%Nonplanar (F3) 0.02s 27.5% 16.2%Nonplanar (F4) 0.08s 30.5% 21.1%Tab. 4.7: Absolute (rupture times) and relative (slip-rate and �nal faultslip) RMS errors of our FDBE method with respe
t to the BIE referen
esolutions (dx = 250m). FD results were obtained with se
ond order in timeand fourth order in spa
e a

ura
y operators (2, 4) in a dis
rete latti
e witha spatial and time steps of h = 45.45m and ∆t = 0.005s respe
tively.Figure 4.35 shows the slip-rate time series 
omputed in four observatio-nal fault points (Figure 4.33) with both the FDBE (dashed lines) and theBIE (solid lines) methods. Signal are not �ltered. Spurious os
illations are
onsiderable redu
ed thanks to the smaller stress drop rates asso
iated withthe 
hoi
e of the slip-weakening 
riti
al distan
e δc = 0.8m (i.e. two timeslarger than its value in last se
tion). As a whole, the referen
e slip-rate BIEwaveforms are well reprodu
ed by the FDBE approa
h. This validates ourrupture boundary 
onditions as well as the adopted failure 
riterion. Theslip-weakening spontaneous rupture problem along nonplanar (
urvilinear)fault surfa
es has been su

essfully solved by a �nite-di�eren
e method in aregular Cartesian grid. An overestimation of the slip-rate fun
tions is obser-ved. The relative RMS errors of the �nal slip along the fault surfa
es showthat this overestimation ranges from 10 to 20% (Table 4.7) whi
h are negli-gable if we 
onsider the un
ertainies on seismi
 moment when determinedvia the widely used kinemati
al sur
e inversions.
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Fig. 4.34: Rupture front 
ontours at 0.5s interval 
omputed with our �nite-di�eren
e boundary-element method (FDBE, dashed lines) and with theboundary integral equation method (BIE, solid lines). Comparisons alonga planar fault (F1) and along three paraboli
 surfa
es F2, F3 end F4 (seeFigure 4.32).
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Fig. 4.35: Slip-rate fun
tions 
omputed in four observational fault points(see Figure 4.33) with our �nite-di�eren
e boundary-element method(FDBE, dashed lines) and with the boundary integral equation referen
emethod (BIE, solid lines). Comparisons along a planar fault (F1) and alongthree paraboli
 surfa
es F2, F3 end F4 (see Figure 4.32). Signals are not�ltered.
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vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)2300 4000 2500Tab. 4.8:Material properties of the 3D homogeneous spa
e loaded with thebiaxial te
toni
 �eld illustrates in Figure 4.36. In this table vp and vs are,respe
tively, the S- and the P -wave velo
ities, and ρ the density.4.2.6 Rupture Along a Nonplanar Loaded Fault4.2.6.1 Biaxial Te
toni
 Pre-stressWhen modeling the spontaneous rupture of earthquakes, the initial stress
onditions along the fault are essential (e.g., Peyrat et al., 2001, Aagaardet al., 2001, Ao
hi & Madariaga, 2003, Cianetti et al., 2005). The prestress�eld in the rupture region τ0 may be understood as the resultant tensorof the regional te
toni
 load (τt) plus the residual stress �eld (τr) due tolo
al stress 
hanges asso
iated with past seismi
 events. In that a

ount, theinitial tra
tion ve
tor T in a given fault point with unitary normal ve
tor nis given by (se
tion 1.3.1) :

T = n (τt + τr) . (4.17)The absolute prestress level may only be known from ground motions underspe
i�
 
onditions (Spudi
h, 1992, Spudi
h et al., 1998). Otherwise, in situhydrauli
 fra
turing measurements may be realized (Yamashita et al., 2004).Unfortunately these 
onditions are rather unusual in most real s
enarios. Onthe other hand, kinemati
 waveform modeling in the resolvable frequen
ybandwidth prevent us to eliminate the trade-o� between the prestress andthe 
onstitutive fri
tion parameters (e.g., Guatteri & Spudi
h, 2000, Pey-rat et al., 2004). This means that di�erent me
hani
ally well-posed rupturemodels 
an explain the same observed waveforms. Nevertheless, the deter-mination of stress 
hanges asso
iated with �nal slip or ground motions ispossible and have be
ome a powerful widely used pro
edure to 
onstraintthe analysis of earthquakes physi
s (Miyatake, 1992, Mikumo, 1994, Olsenet al., 1997, Bou
hon, 1997, Mikumo et al., 2000, Ripperger & Mai, 2004,Peyrat & Olsen, 2004). Complementary methodologies have allowed a betterunderstanding of fundamental aspe
ts of rupture phenomenology as rupturevelo
ity or the energy budget by mean of dynami
 models (e.g., Mikumo &Miyatake, 1995, Peyrat et al., 2001, Dalguer et al., 2002, Zhang et al., 2003,Miyatake et al., 2004, Tinti et al., 2005a).Dynami
 rupture propagation along bent faults has been studied by se-veral authors (Ao
hi et al., 2002, Poliakov et al., 2002, Kame et al., 2003)
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Fig. 4.36: Nonplanar paraboli
 faults embedded in a biaxial te
toni
 load
τt = (σ1, σ2, σ3). The intermediate prin
ipal stress, σ2, is assumed to be zero(verti
al dire
tion). The faults geometries F1, F2 and F3 are those intro-du
ed in se
tion 4.2.5.2 for the nonplanar 
omparison exer
ise (see Figures4.32 and 4.33).�nding that rupture bran
hing is primarily determined by rupture speed andby the initial prestress 
onditions. Dynami
 e�e
ts on normal stresses un-der Coulomb failure 
onditions are often negligible 
ompared with the shearstress 
on
entrations near the rupture front. In these studies the initial stress�eld τ0 was assumed equal to the te
toni
 one. In this se
tion I will also ne-gle
t τr (i.e. the initial fault tra
tions are T0 = nτt from equation 4.17) andshow how an homogeneous biaxial te
toni
 load may indu
e strong asym-metri
 rupture e�e
ts along a symmetri
 nonplanar fault. In the following,the rupture path will be known a priori and is given by three of the rupturesurfa
es 
onsidered in last se
tion : faults F1, F2 and F3.The fault surfa
es are embedded in an homogeneous whole spa
e with theelasti
 properties given in Table 4.8. The medium is subje
t to the a
tion ofan homogeneous stress �eld with intermediate prin
ipal stress (σ2) equal tozero pointing in the verti
al dire
tion (i.e. parallel to the z axis), and maxi-
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ipal stresses pointing 45◦ with respe
tto the Cartesian referen
e frame, as shown in Figure 4.36. Several studieshave demonstrated that similar biaxial loads are in agreement with seismo-te
toni
 observations in southern California (Hauksson, 1994, Hardebe
k &Hauksson, 2001). So as to allow rupture propagation under this 
onditionswithout pres
ribing the fra
ture energy during the breakdown pro
ess, fri
-tional strength is 
ontrolled by the following linear time-weakening Coulomblaw (see equation 4.14) :
τ(σ, t) =

{
σ
[
µs + (t − tr)(µd − µs)/tc

]
; 0 ≤ t − tr ≤ tc

σµd ; t − tr > tc
(4.18)where tr is the rupture time and tc is the 
riti
al weakening time (Andrews,2004). On
e again I negle
t the dynami
 e�e
t on fault normal stresses so σ =

σ0 in this equation. Figure 4.37 presents the initial shear and normal tra
tionsover the three di�erent fault surfa
es. This means that both the yield stressand the sliding fri
tion, respe
tively τu and τs (see equations 4.14b), dire
tlydepend on the initial tra
tions through equation 4.17. Fri
tion 
oe�
ients(Table 4.9) are homogeneous over the entire fault so both τu and τs presentthe same trend than the initial tra
tions over the fault during the entirerupture pro
esses.When the initial stress 
onditions are 
onstant in the planar fault 
ase F1,both normal and shear stresses are quite heterogeneous and dissimilar alongthe paraboli
 faults F2 and F3. Thus, the initial stress 
onditions are verysensitive to small variations on fault geometry when the fault is subje
tedto a biaxial te
toni
 load. For the sake of understanding the e�e
ts of thisinitial 
onditions on rupture propagation, all 
onstitutive fri
tion parameterswere kept 
onstant inside and outside the nu
leation zone (i.e. µs, µd and
tc, Table 4.9). However, this simpli�
ation may be simply modi�ed so morerealisti
 s
enarios 
an easily be performed (e.g., Ao
hi & Fukuyama, 2002,Ao
hi & Madariaga, 2003). In this 
ase the only parameter whi
h 
hangesbetween di�erent rupture simulations is the fault geometry.The stati
 fri
tion 
oe�
ient inside the nu
leation zone (red region, Fi-gure 4.33) was 
hosen su
h that, given the initial normal tra
tions, the yieldstresses in that zone are 1% smaller than the initial shear tra
tions. As aresult, at time t = 0 rupture initiates be
ause the shear stresses drop inthe same proportion from their stati
 initial values. On
e rupture initiated,it propagates spontaneously under the 
ontrol of the 
onstitutive fri
tionlaw 4.18 until rea
hing a total stress relaxation determined by the dynami
fri
tion 
oe�
ients whi
h are equal to zero everywhere. Sin
e τu and τs are
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bar

F1

F2

F3

Fig. 4.37: Normal (σ0, upper) and shear (τ0, bottom) prestresses over thefault surfa
es F1 (planar), F2 and F3 due to the biaxial te
toni
 load shownin Figure 4.36.
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leation Outside Nu
leation
µs (∗) 0.7
µd 0.0 0.0
tc 0.6s 0.6sTab. 4.9: Constitutive fri
tion parameters used in all simulations withbiaxial te
toni
 load (Figure 4.36). µs the stati
 fri
tion 
oe�
ient, µd thedynami
 fri
tion 
oe�
ient and tc the 
riti
al time-weakening. (∗) The stati
fri
tion 
oe�
ient was 
hosen su
h that, given the initial normal tra
tion σ0,the yield stress is 1% smaller than the initial shear tra
tion τ0.proportional to the normal fault tra
tions, the upper yield point parame-ter S = (τu − τ0)/(τ0 − τs) introdu
ed in se
tion 2.4.1 strongly depends on

T0 (i.e. on fault geometry). Consequently, rupture propagation is subje
t tospatially 
hanging values of S that in some fault regions may be quite smalls.For instan
e, by a simple inspe
tion of Figure 4.37 and keeping in mind that
µs = 0.7 and µd = 0.0 one may estimate from equation 4.14b that, when thisratio is smaller than one in the right extremity of fault F2, it is mu
h morelarger than unity in the left extremity of fault F3. As dis
ussed in se
tion2.4.2 (see Figure 2.12 on page 164), 1.63 represent the upper boundary valuebelow whi
h spontaneous rupture with 
ohesion for
es may propagate witha supershear velo
ity (Burridge, 1973, Andrews, 1976b). For this reason wewould expe
t faster rupture propagation toward the right dire
tion in thenonplanar fault 
ases. However, rupture velo
ity is dire
tly related with theenergy budget during propagation, so as the breakdown work realized by the
ohesive for
es play also an determinant role (Madariaga & Olsen, 2000, seeequation 2.35 of this work). The energy expended by these for
es is propor-tional to the slip-weakening distan
e (see equation 2.21, page 154) whi
h isnot prede�ned in our 
ase sin
e the stress drop history only depends on time.Therefore a priori we 
an not be sure about the rupture evolution even inthese parti
ular initial stress 
onditions.As pointed out by Knopo� & Ni (2001) (se
tion 4.2.4), numeri
al so-lutions by FD methods may be 
onsiderable a�e
ted be
ause they alwaysexhibit os
illations 
aused by the stepwise advan
e of the 
ra
k tip a
rossthe dis
rete latti
e. Resonan
es of these os
illations may a�e
t the ruptureenergy balan
e so as an important portion of the available energy may belost away from the fault de
reasing the energy release rate needed for rup-ture to propagate (Parisi & Ball, 2002). Consequently this is an undesirednumeri
al e�e
t whi
h also may a�e
t rupture velo
ity. In order to dumpthese os
illations a dissipative term applied to the velo
ity ve
tor vi may be
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modeladded to the original equations of motion (e.g., Kame & Yamashita, 1999,Knopo� & Ni, 2001, Kame et al., 2003, Ben-Jemaa et al., 2006) as follows :
ρ
∂vi

∂t
= τij,j + η∇2vi (4.19)where ∇2 is the Lapla
ian operator and η is the dumping fa
tor. Sin
e onegrid node behaves as a dumped os
illator with proper frequen
y proportio-nal to vs/h (Knopo� & Ni, 2001), the grid size will determine the frequen
yband of these os
illations within the signal spe
trum. In order to dump su
ha noise, the grid size must be small enough so as both spe
tral signatures, theone 
orresponding to the physi
al solution and the one due to the numeri
alos
illations, should not be overlapped. Otherwise, the appli
ation of the La-pla
ian may degrade solutions by dumping important physi
al information(high frequen
ies) and then slowing down rupture speeds.

Fig. 4.38: Rupture time 
ontours every 0.5s interval under biaxial te
toni
load (see Figures 4.36 and 4.37).
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesIn our 
ase the dissipative term is applied only in the neighborhood ofthe fault region along a slab with thi
k Γ (number of velo
ity-grid nodes)
entered at the sour
e boundary elements. Numeri
al tests have shown thatthe slab should be thi
k enough to 
ontain all velo
ity-grid nodes surroundingthe boundary elements for whi
h the legs of the spatial operators penetratethe elements. Given that I use fourth order spatial operators then Γ ≥ 10.The following simulations were 
omputed taking η = 0.11, h = 45.45m and
∆t = 0.05s.
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Fig. 4.39: Fault solutions as a fun
tion of position in the along-strike (pu-rely in-plane) dire
tion and time. Lines from top to bottom 
orrespond tothe slip-rate, shear stress and slip.Figure 4.38 presents rupture time 
ontours every 0.5s along the three
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4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelrupture surfa
es. As predi
ted in previous paragraphs, rupture propagationis 
learly asymmetri
 in the along-strike dire
tion (i.e. purely in-plane) whenthe fault is nonplanar. On the 
ontrary, it is bilaterally symmetri
 in the pla-nar 
ase where S is also symmetri
 (
onstant) with respe
t to the fault 
enter.Simple measurement of the distan
e rupture propagates every se
ond leadus to evaluate its velo
ity. In the planar 
ase F1, after three se
onds rup-ture undergoes a transition toward the supershear regime in both dire
tionswhere it propagates with a speed 
lose to that of the P -waves (∼ 4km/s).In the nonplanar 
ases F2 and F3 we �nd that rupture transition takes pla
eearlier and only in the right dire
tion : respe
tively two and one se
ondsafter rupture initiation. However rupture rea
hes the fault edge almost atthe same time. As opposed to this situation, rupture tends to stop beforerea
hing the left fault extremity on the must 
urbed fault F3. When rupturefront propagates with a speed lower than the S-wave velo
ity (∼ 1.9km/s)during the entire rupture of fault F2, it do not rea
hes su
h a steady stateon fault F3 where rupture starts propagating with the same speed and thenslow down after ∼ 6s.These asymmetri
 rupture behaviors are a

ompanied by important va-riations of the elasti
 �elds along the faults. Figure 4.39 shows fault solutionsalong the purely in-plane dire
tion as a fun
tion of time. In the �rst line,the fault slip-rate allows us to see how supershear transitions happen earlierin the F2 and F3 
ases. However, the fault blo
k velo
ities are higher in theF1 and F2 (toward the right) faults than in the F3 rupture surfa
e where itde
reases in the �nal rupture stage. As a general rule, the slip-rate pulses arehigher and wider in the fault regions where the rupture propagates at super-shear velo
ities than in regions where it remains in a subshear regime (leftsides of nonplanar faults F2 and F3). As diss
ussed in earlier paragraphs,rupture asymmetries are dire
tly related to the heterogeneous distributionof the upper yield parameter S over the nonplanar faults determined by theinitial stress 
onditions and the fri
tion 
oe�
ients. The se
ond line of this�gure shows how rupture should rea
h mu
h more higher stress values inorder to propagate toward the left than in the opposite dire
tion. The asym-metry is also observed in the �nal slip distribution (bottom line) where wefound a higher 
on
entrations near the 
enter on the right fault sides of faultF2 and F3. Nevertheless, the mean �nal slip (i.e. seismi
 moment) over theplanar fault is 
onsiderably greater that those yield by ruptures along theparaboli
 fault embedded in the biaxial load.Figures 4.40, 4.41 and 4.42 present sequen
es of snapshots at 0.45s inter-val of the slip-rate (left 
olumns) and shear stress (right 
olumns) along thethree rupture surfa
es. In these images we 
an better appre
iate the observa-
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Fig. 4.40: Slip-rate (left) and shear stress (right) snapshot sequen
es at
0.45s time interval along the planar fault F1.
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Fig. 4.41: Slip-rate (left) and shear stress (right) snapshot sequen
es at
0.45s time interval along the noplanar fault F2.
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Fig. 4.42: Slip-rate (left) and shear stress (right) snapshot sequen
es at
0.45s time interval along the noplanar fault F3.
288



4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modeltions pointed out in last paragraph. We see for instan
e how the width andmagnitude of the slip-rate pulses are quite dissimilar depending on rupturespeed. Where the rupture bifur
ation takes pla
e we 
an also appre
iate thatthe S-wave traveling behind the rupture front indu
es mu
h more longer rise-times than along those regions where rupture never ex
eeds vs. In the lastsnapshots along the fault F3 we see almost no fault movement. Rupture diesslowly. In fa
t, the reason why rupture a
tually does not stops is be
ause thestress drop depends on time, so on
e rupture initiated in a fault point thestress drop rate (i.e. the fault a

eleration) is not governed by the inertiaof the fault blo
ks as it does if a slip-weakening failure 
riterion were 
onsi-dered. Con
erning the shear stresses, the snapshots of fault F2 
learly showthe way the yield stress τu in
reases with distan
e from the fault 
enter inthe left dire
tion. Larger shear stresses must be rea
hed to break the fault sorupture may never experien
e the supershear bifur
ation. The same reasonlies behind the de
eleration of the rupture front along the fault F3.The overall rupture s
enarios previously analysed have important im-pli
ations in the radiated wave�eld. Sin
e displa
ements in the far-�eld areproportional to the slip-rate fun
tions we should expe
t a � seismi
 energydire
tivity � in our bilateral nonplanar rupture models. This is 
on�rmedin Figure 4.43 where three snapshots of the parti
le velo
ity are shown. Ifwe separate the elasti
 medium at the fault 
enter with a virtual plane per-pendi
ular to the y axis, we see no equipartition of seismi
 energy in bothhalfspa
es if rupture happens along the nonplanar faults. When the superso-ni
 sho
k-wave is well developed during the planar rupture in both dire
tions,it only appears toward the positive y-axis dire
tion in faults F2 and F3. We
an also appre
iate in this �gure the e�
ient implementation of the PML ab-sorbing 
onditions in the four visible external limits whi
h have been widelydis
ussed in se
tion 1.5.2.
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Fig. 4.43: Parti
le velo
ity snapshots (vy) over an horizontal plane passingthrough the 
enter of the faults. Ruptures along a planar (F1) and nonplanarfault (F2 and F3). See Figure 4.32.
290



4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Model4.2.7 Dis
ussion and Con
lusionsIn this se
tion I have introdu
ed a new numeri
al methodology basedin �nite di�eren
es to model the dynami
 rupture of nonplanar faults inthree dimensions. This methodology is 
alled the �nite-di�eren
e boundary-element (FDBE) approa
h and basi
ally represents an extension of the rup-ture model re
ently introdu
ed in two dimensions by Cruz-Atienza & Virieux(2004, 
hapter 3 of this do
ument).The rupture model is implemented in a partly-staggered grid where boththe velo
ity ve
tor and the stress tensor are de�ned in two independent gridsshifted half a way the spatial grid step in the three Cartesian dire
tions.Following our 2D rupture model, the sour
e is numeri
ally represented by afault zone with a �nite width. The fault zone is 
omposed of independentboundary elements in whi
h a lo
al set of boundary 
onditions is applieddepending on the lo
al fault orientation. For an a

urate slip and slip-rateestimate, weight fun
tions have been 
onstru
ted on
e and then stored forany future simulation. The use of these fun
tions makes the evaluation of thesour
e kinemati
al parameters independent of fault orientation with respe
tto the numeri
al grid referen
e frame.A dissipative operator has been implemented in order to dump numeri
alos
illations if ne
essary. This operator is applied along a slab of grid points
entered at the sour
e boundary elements. The slab should be thi
k enough to
ontain all velo
ity-grid nodes surrounding the boundary elements for whi
hthe legs of the spatial operators penetrate these elements. Given the spe
i-�
 element stru
ture 
hosen in this study, if fourth order spatial operatorsare used the dissipative term should be applied at least in a 10-point thi
kslab. Values of about 0.1 for the dumping fa
tor η seem to 
leanup solutionswithout 
onsiderably a�e
ting rupture velo
ities. However, the bidimensio-nal analysis performed in 
hapter 3 has shown that numeri
al os
illations are
ontrolled by a s
aling law relating the amount of stress points per boundaryelement and the grid size, so as the greater the number of points the smal-ler the spatial grid step may be. However, when modeling huge 3D ruptures
enarios 
omputational power limitations prevent the use of extremely �nemeshes so low order boundary elements (i.e. elements with small numberof stress-grid points) are suitable to a
hieve a good pre
ision. The spe
i�
element stru
ture use all along this study has been sele
ted owing to a good
ompromise between its size in a feasible 3D grid and the spontaneous rup-ture resolution. If a nonregular grid was implemented in the sour
e region orif the Message Passing Interfa
e (MPI) was used to parallelize the 
urrentsequential 
ode, a �ner model sampling would be possible so higher orderboundary elements 
ould be used to redu
e numeri
al os
illations and then
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesimprove the a

ura
y (see se
tion 3.5.1).Imposing dynami
 rupture boundary 
onditions always makes more res-tri
tive the stability 
riteria of numeri
al methods. However, values for theCourant number up to S = vmax∆t/h = 0.66 yield stable solutions with bothse
ond and fourth order spatial operators when simulating the spontaneousrupture in the partly-staggered grid. Even valid when applying the dissipa-tive operator in the FDBE model, this Courant value is at least 1.5 timesgreater than those reported in previous FD rupture models (e.g., Virieux &Madariaga, 1982, Madariaga et al., 1998).The Hamano's (1974) failure 
riterion, whi
h is 
onsistent with the Ir-win's (1957) 
riti
al intensity fa
tor one, has been implemented. The mainassumption of this 
riterion is that the average stress value in a given boun-dary element is equal to the stress value at the 
enter of that element. Soas to make the numeri
al solution independent of the element size, su
h anassumption should be respe
ted whatever the grid step is below a thresholdvalue. The only way to do so is to remove the stress singularity ahead therupture front by introdu
ing 
ohesive for
es in the breakdown pro
ess. As-suming a slip-weakening 
onstitutive law, the stress �eld around the faulttip is 
ontrolled by the 
riti
al slip-weakening distan
e δc inside the 
ohesivezone. For this reason 
onvergen
e of the FDBE approa
h has been analyzedas a fun
tion of grid size h, and δc. Sin
e the e�
ient removal of the singu-larity depends on the stress distribution along the 
ohesive zone, one expe
tthe model to 
onverge if that zone is well resolved. In other terms, a mini-mum number of fault elements should sample the 
ohesive zone to 
ontrolthe stress �eld outside the fault. A parametri
 study revealed that this num-ber, 
alled the 
ohesive zone resolution parameter Nc, grows rapidly when
h . 70m and δc & 0.4m. Moreover it also revealed a good 
orrelation bet-ween Nc and the error estimates for grid sizes h & 70m rea
hing satisfa
toryresults when Nc & 4. The greater the Nc, the smaller is the error. However,for �ner grids no more 
orrelation exists. When Nc still depending on δc, theerror de
reases monotoni
ally whatever the 
riti
al slip-weakening distan
eis. This would mean two di�erent things : 1) that there exist an upper boundvalue of Nc (∼ 4) from whi
h there is an oversampling of the 
ohesive zonemaking Nc to have no more in�uen
e on numeri
al 
onvergen
e or 2) thatthe in�uen
e of Nc on su
h a 
onvergen
e is always negligible with respe
tto other �rst order e�e
ts related to the mesh re�nement (e.g., redu
tion ofnumeri
al os
illations). This ambiguity may be simply a 
onsequen
e of ala
k in the error estimate resolution due to the smoothing asso
iated withthe spatial interpolation.Comparison of results yielded by the FDBE rupture model with those
292



4.2. Nonplanar Dynami
 Rupture Modelobtained with two independent numeri
al approa
hes were 
arried out forplanar and nonplanar fault geometries. In all 
ases rupture was nu
leated ina sharp square region governed by a slip-weakening fri
tion law. Comparingthe 
onvergen
e of two di�erent numeri
al methods for this kind problemsmay be misleading sin
e in general the order of 
onvergen
e in ea
h 
asedepends on the order of singularities found in the exa
t problem solution.Solutions of the tested problems have low-order singularities be
ause of boththe abrupt box-type nu
leation zone and the slip-weakening fri
tional beha-vior. An interesting analysis has been performed by Day et al. (2005) werepower-law 
onvergen
e rates as a fun
tion of grid size have been determinedfor two independent approa
hes, a FD split-node (TSN) model and a BIEmodel. Solving a similar problem in se
tion 4.2.4, our FDBE has revealed alower 
onvergen
e rate (i.e. a linear rate, see Figure 4.20). When solving TheProblem Version 3 of the SCEC 
ode 
omparison exer
ise, if h . 50m thensimilar results to those obtained with the TSN model were found in termsof rupture times, slip, slip-rate and shear stress fun
tions. For h ≈ 90m,os
illations appear and the slip-rate is underestimated so rupture is delayedof about 1.3s at the fault edges. Solutions for the same problem obtainedby Dalguer & Day (2006) with the fault zone model proposed by Madariagaet al. (1998) are less a

urate than ours. In fa
t the a

ura
y of the FDBEmodel, whi
h is formulated in the partly stagger-grid, is 
omparable to thatof the stress-glut method in the standard staggered grid for the same ruptureproblem (Dalguer & Day, 2006).The must important feature of the FDBE model is not its a

ura
y at agiven dis
retization level but the ability of going beyond simple and often un-realisti
 planar fault geometries. This model has been 
reated for simulatingthe dynami
 rupture of nonplanar faults embedded in arbitrarily heteroge-neous media. For this reason validating it in more 
omplex 
onditions isan essential task. Results obtained for spontaneous slip-weakening rupturesalong paraboli
 faults with a translation invariant axis are in good agreementwith results yielded by a BIE method (Ao
hi et al., 2000b). The 
ompari-son was performed in terms of rupture times, slip-rate and �nal slip. Evenif dynami
 rupture e�e
ts on fault normal stresses were not taken into a
-
ount, these results show that the FDBE method under 
omplex geometri
al
onditions reprodu
es quite well solutions obtained by an independent semia-nalyti
al method. Ao
hi et al. (2002) have shown that rupture propagationalong nonplanar faults is mainly governed by the shear stress �eld ahead therupture front even when Coulomb failure 
riterion is 
onsidered. Dynami
variations on the stati
 (and dynami
) fri
tion asso
iated with normal stress
hanges away from the free surfa
e only 
ause se
ond order e�e
ts.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesRupture along nonplanar faults under a biaxial te
toni
 load is revealedto be extremely sensitive to fault geometry if Coulomb failure is 
onsider.When rupture is bilateral and symmetri
 along a planar fault, it is stronglyasymmetri
 along nonplanar faults. Rupture asymmetry is dire
tly related tothe heterogeneous distribution of the upper yield parameter S over the faultwhi
h is determined by the initial stress 
onditions. Rupture along the samefault, governed by the same fri
tion law (
onstant 
onstitutive parameters),embedded in a homogeneous biaxial load, may propagate with a supershearspeed toward one fault extremity and with a subshear speed (or even stop)toward the opposite dire
tion only as a 
onsequen
e of a slight fault in�exion.This asymmetri
 behavior is 
lose to those theoreti
ally predi
ted (Harris &Day, 1997, Andrews & Ben-Zion, 1997) or even observed in laboratory expe-riments (Xia et al., 2005) along bimaterial interfa
es. The last argument hasbeen suggested to explain some earthquakes observations (Bou
hon et al.,2001) even if it remains a seismologi
al 
ontroversial issue (Andrews, 2002,Bou
hon & Rosakis, 2002). As a whole, fault geometry e�e
ts under te
toni
load revealed by the FDBE are in a

ordan
e with previous studies where realearthquakes were ta
kled using a BIE approa
h (Ao
hi & Fukuyama, 2002,Ao
hi & Madariaga, 2003). However more 
lear e�e
ts on rupture propaga-tion 
ould be observed in this study sin
e there were not dire
t 
onstraints onfra
ture energy. Important dire
tionality of seismi
 energy emission a

om-panied the bilaterally asymmetri
 rupture along the nonplanar faults. Thenext extremely important step toward an even more realisti
 simulation is tointrodu
e an heterogeneous medium (Cruz-Atienza et al., 2006), situation inwhi
h the BIE approa
hes fail. As it was 
learly illustrated in se
tion 3.6.1(see Figures 3.15 and 3.16 on page 200) rupture history and ex
ited wave-�eld experien
e important e�e
ts when rupture propagates through di�erentelasti
 media. Preliminary results for the 1999 Landers earthquake dynami
modeling 
ombining a realisti
 fault geometry and stress �eld in a layeredelasti
 medium are presented in se
tion 4.3.1.
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4.3. Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tives4.3 Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tivesDans 
e 
hapitre j'ai présenté l'extension en trois dimensions des mo-dèles numériques en di�éren
es �nies (DF) dé
rivant la sour
e dynamiqueselon une zone d'épaisseur �nie. J'ai présenté en parti
ulier des résultats is-sus de di�érentes des
riptions de la sour
e dans la grille partiellement enquin
on
e, des
ription plus di�
ile à faire dans une géométrie 3D que dansune géométrie 2D. Des résultats pour la rupture spontanée d'une faille planeobtenus en DF ave
 des éléments de frontière 
ubiques (
onstitués de huitpoints, FDBE) ainsi qu'à partir de l'évaluation du stress-glut (FDSG) ontété 
omparés ave
 
eux issus d'une méthode intégrale de frontière (BIE). Lesdeux formulations en DF 
onvergent vers la solution BIE à mesure que l'in-
rément spatial de la grille h diminue. Pourtant 
elle basée sur le stress-glutproduit des solutions systématiquement plus bruitées et plus lentes (i.e. ave
des temps de rupture plus grands) que 
elles produites par la formulationFDBE. Pour h = 25m la solution donnée par la méthode DF en élémentsde frontière est virtuellement identique à 
elle de référen
e donnée par laméthode BIE.La formulation FDBE utilisée dans 
ette 
omparaison, valable unique-ment pour des géométries planes, 
onsidère que la faille est dis
rétisée parun ensemble d'éléments 
ubiques 
omposés de huit n÷uds de 
ontraintes
ha
un. Ce
i signi�e que la sour
e est dé
rite par deux plans de 
ontraintes,exa
tement de la même manière que dans le modèle introduit par Madariagaet al. (1998). La dis
ontinuité des dépla
ements à travers la faille est éga-lement évaluée dire
tement à partir des n÷uds de vitesse qui se trouventimmédiatement au-dessus et au-dessous de 
es plans (Figure 4.1). Ces mé-thodes di�èrent prin
ipalement par, premièrement, le 
ritère de rupture,puisque dans la méthode FDBE les éléments 
ubiques 
assent simultané-ment, alors que dans la méthode de Madariaga et al. (1998) la rupture sepropage n÷ud par n÷ud à travers la sour
e. Deuxièmement, 
ette dernièreest basée sur la grille en quin
on
e standard. Pourtant, mes résultats, tousobtenus dans la grille partiellement en quin
on
e, montrent que la formula-tion FDBE est plus performante que la FDSG, 
ontredisant don
 les attentesissues de l'étude ré
emment faite par Dalguer & Day (2006), où la méthodebasée sur le stress-glut de Andrews (1999) produit des résultats 
onsidérable-ment meilleurs pour le problème abordé que 
elle de Madariaga et al., toutesdeux étant formulées dans la grille en quin
on
e standard. Par 
onséquent,la performan
e des modèles de rupture dépend aussi du sten
il numériquedans lequel ils sont représentés, 
'est-à-dire de la manière suivant laquelle leséquations di�érentielles sont dis
rétisées.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-PlanairesIl a été aussi montré que la stru
ture interne des éléments de frontièreutilisés par notre méthode FDBE détermine fortement la qualité de la re-
onstru
tion de la 
on
entration de 
ontraintes à l'avant du front de rupture.La 
on�guration optimale est 
elle dans laquelle au
une arête des élémentsn'est parallèle aux axes 
artésiens de référen
e. La forme géométrique quiremplit 
ette 
ondition est un o
taèdre ave
 des axes majeurs parallèles auxaxes 
artésiens. Cette 
ondition, déterminée grâ
e à des nombreux tests,implique qu'au
un des bras du sten
il né
essaire pour dériver le 
hamp devitesse à l'extérieur d'un élément ne doit pénétrer l'élément. Malheureuse-ment, dis
rétiser de façon � régulière � une surfa
e non-planaire (ou bien unplan orienté arbitrairement) ave
 un ensemble d'o
taèdres semble un pro-blème topologiquement impossible à résoudre. Dans le 
as où les opérateursdi�érentiels pénètrent les éléments, la singularité de 
ontraintes aux n÷udsles plus pro
hes des éléments est mitigée par la 
hute des 
ontraintes à l'in-térieur de la faille qui entraîne la singularité vers le bas. La géométrie qui
ause le plus fortement 
et e�et dans la grille partiellement en quin
on
e estun 
ube dont les arêtes sont parallèles aux axes 
artésiens. Par ailleurs, lastru
ture des éléments de frontière qui atteint le meilleur 
ompromis entrerésolution de la singularité et �exibilité géométrique pour dé
rire une faillenon-planaire est un parallélépipède tourné de 45◦ par rapport à l'un des axesde référen
e.Cette 
on�guration des éléments de frontière a permis de 
onstruire unmodèle de sour
e dynamique 
apable de dé
rire des failles ave
 une géo-métrie non-planaire. Cela a été possible grâ
e à l'appli
ation de 
onditionsde frontière lo
ales, selon l'orientation du ve
teur normal à la surfa
e derupture dans 
haque élément. La 
onstru
tion des fon
tions de pondérationpour l'évaluation des paramètres 
inématiques de la faille a rendu le modèlede rupture indépendant de l'orientation de la sour
e par rapport à la grillenumérique. Le modèle FDBE appliqué dans le 
as des failles non-planairessous l'a
tion d'un 
hamp te
tonique biaxial a mis en éviden
e la sensibilitéde la rupture à la géométrie de la faille dans 
es 
onditions. Une rupture bila-térale peut devenir 
omplètement asymétrique en 
onséquen
e d'une légère
ourbure de la faille. Ces résultats montrent l'importan
e de la géométriede la faille. Une première appli
ation d'un tel modèle à un séisme réel estprésenté dans la se
tion suivante, où des résultats préliminaire sont analyséspour extraire des 
on
lusions qualitatives d'importan
e par rapport à l'e�etde la géométrie des failles dans la dynamique de la rupture des séismes.
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4.3. Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tives4.3.1 The 1992 Landers Earthquake (MW = 7.3)In this se
tion I present some preliminary results of the dynami
 rupturemodeling of the 1992 Landers earthquake (Cruz-Atienza et al., 2004a). This�rst appli
ation of the 3D FDBE method does not try to explain data butattempts to identify the importan
e of geometry heterogeneities and stress
onditions. The boundary elements used to generate this simulation werethe dire
t transposition to three-dimensions of the square elements introdu-
ed by Cruz-Atienza & Virieux (2004, 
hapter 3 of this do
ument) in twodimensions : 
ubes with 6-point edges parallels to the Cartesian referen
eaxis. For more quantitative analysis, we need to perform simulations withthe new boundary elements formulation introdu
ed in se
tion 4.2. So I donot pretend to o�er a rigorous sequen
e of ideas nor even to make an ex-haustive revision about what has been one of the must studied earthquakesis the history. I just would like to present some insights about what I believemay lead to qualitatively interesting 
on
lusions 
on
erning the dynami
s ofsu
h an earthquake and the importan
e of sour
e geometry in general.Thi
kness (m) vs(m/s) vp(m/s) ρ(kg/m3)1500 1980 3800 23002500 3150 5500 2600
∞ 3520 6200 2700Tab. 4.10: Elasti
 model used for the Landers earthquake rupture simula-tion (Figure 4.44). vp and vs are, respe
tively, the P - and S-wave propagationspeeds, and ρ is the density.The 28 June 1992 Landers earthquake (MW = 7.3) represents the �rstmayor seismi
 event registered in souther California for whi
h an unpre-
edent amount and diversity of geophysi
al observations are available. Geo-deti
 displa
ement measurements, good azimuthal near-�eld and regionalstrong motions 
overage, broadband teleseismi
 waveforms, high resolutionradar interferometry images and earth surfa
e o�sets have allow to 
onstrainthe rupture history revealing a large 
omplexity of slip distribution in awide frequen
y range (0 − 0.5Hz) (e.g., Campillo & Ar
huleta, 1993, Wald& Heaton, 1994, Cohee & Beroza, 1994, Hernandez et al., 1999). The largerupture size (∼ 70km × 15km), the long rupture duration (> 20s) and the
omplex fault system geometry bring an ex
eptional opportunity to assessthe in�uen
e of di�erent model parameters on the observed data.Olsen et al. (1997) have explained the general slip distribution determinedby Wald & Heaton (1994) via a 
oupled multi-data kinemati
al inversion by
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Fig. 4.44: Three-dimensional view of the dis
rete Landers earthquake dis-
rete fault (blue surfa
e). The fault is embedded in the one-dimensionalthree-layers medium given in Table 4.10. The model is surrounded by a pla-nar free surfa
e at the top and Perfe
tly Mat
hed Layers (PML) absorbingboundaries on all others edges. The nu
leation pat
h is denoted by the red
ir
le.simulating the earthquake with a �nite-di�eren
e dynami
-rupture planar-fault model. The most important di�eren
e they found with respe
t to allpre
edent kinemati
 inversions is the strong variations of rupture velo
itynear the surfa
e. When kineti
 models suggest larger subshear rupture ve-lo
ities in deep regions, dynami
 rupture undergoes a supershear transitionin the shallow fault zone along high prestressed regions. Basi
ally what theydid to set up the initial shear stress 
onditions was to determine the sta-ti
 stress 
hange asso
iated with the slip history found by Wald & Heaton,reverse its sign and add an homogeneous te
toni
 �eld of 50bar. The yieldstress and the slip-weakening fri
tion parameters were taken su
h that rup-ture propagates entirely with a total rupture time and �nal slip distributionin agreement with kinemati
 models. From these results, Madariaga & Olsen(2000) made a rough estimate of the fault energeti
 state before the Landersearthquake (see equation 2.35, page 165). Their results did not help themto justify the super-
riti
al supershear episodes found by Olsen et al. sin
ea global sub-
riti
al state was revealed.However, Peyrat et al. (2001) 
on�rmed a lo
al supershear transition on
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4.3. Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tivesrupture speed by improving the initial stress 
onditions via the inversion ofnear-�eld strong motions. All these works were performed using the fourth-order �nite-di�eren
e dynami
 rupture model introdu
ed by Madariaga et al.(1998) whi
h is based on the standard staggered grid (se
tion 1.4.1.1) witha spatial grid step of 200m. Despite of the intrinsi
 limitation dis
ussed inse
tion 4.2.7 of the SCEC 
ode -
omparison ben
hmark promoted by Harris& Ar
huleta (2004), it seems to be 
lear that FD methods des
ribing thesour
e as a thi
k fault zone are 
onsiderably more sensitive to model dis
re-tization than other numeri
al formulations, as those based on split-nodes orintegral equations. As re
ently shown by Dalguer & Day (2006), solutionsfor that problem obtained with the method of Madariaga et al. are stronglya�e
ted in 
oarse grids (∆x & 50m). One of the must important 
onsequen
eis the delay of the rupture front with propagation distan
e. Consequently,sin
e fri
tional parameters (i.e. the yield stress and the slip-weakening 
ri-ti
al distan
e) used in the aforementioned studies were 
hosen su
h thatthe total rupture time and slip distribution was in agreement with kinema-ti
 models, we may suppose these values to be biased. On the other hand,the Landers earthquake took pla
e in a 
omplex fault system where rupturetransfer o

urred through jogs and kinks (thi
k line, Figure 4.46). Given thatthis kind of geometri
al 
omplexities have important impli
ations in rupturepropagation and seismi
 radiation (Vilotte et al., 2005, Madariaga & Am-puero, 2005, Adda-Bedia & Madariaga, 2005) the planar fault hypothesismade in the above mentioned studies is di�
ult to support. Investigationsof this event performed with geometri
ally �exible methods have revealedthe importan
e of fault geometry when 
onsidering an external te
toni
 anddepth-dependent lithostati
 loads. Applying the BIE method, Ao
hi & Fu-kuyama (2002) have shown that rupture 
omplexity in terms of slip dis-tribution and rupture propagation pattern may be obtained by negle
tingthe residual stress asso
iated with past events and by 
onsidering homoge-neous fri
tion parameters in the along-strike dire
tion provided that the realfault geometry is respe
ted. On the other hand, using a �nite element ap-proa
h, Cianetti et al. (2005) 
omputed the stati
 deformations asso
iatedwith Coulomb fri
tional dislo
ations produ
ed by external loads. They foundthat �nal slip distribution in strongly a�e
ted by fault geometry and by theelasti
 
rustal stru
ture.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Fig. 4.45: 3D initial stress �eld (
om-ponent τxy) in the free surfa
e beforethe 1992 Landers earthquake determi-ned from the 2D shear stress used byPeyrat et al. (2001) (Figure 4.47). Thefault tra
e is depi
ted by the thi
k line.

So the question we addressed inthe present work is to see if theinitial stress distribution used byPeyrat et al. (2001, Figure 4.47) ina planar fault is 
ompatible withthe nonplanar Landers earthquakegeometry. For doing this, we havesimulated the dynami
 rupture ofthis earthquake along a fault withrealisti
 geometry starting from theaforementioned initial shear stressand 
ompared the �nal slip distri-bution with that obtained by Wald& Heaton (1994). Firstly, we havedis
retized the fault geometry usedby Ao
hi & Fukuyama (2002, thi
kline in Figure 4.46) within the 1Dlayered medium of Table 4.10, asshown in Figure 4.44. The modelwas bounded by a �at-free-surfa
eboundary 
ondition at the top (seeFigure 1.16 on page 87) and by PMLabsorbing boundaries in the rest ofits external limits (see se
tion 1.5.2).Then we have 
omputed the three-dimensional stati
 stress �eld asso-
iated with the initial shear stressdistribution inverted by Peyrat et al. For this we used our FDBE model sim-ply by imposing simultaneously su
h stress 
onditions all along the rupturesurfa
e until the seismi
 waves disappear due to the PML absorbing boun-daries. We 
onsidered a FD grid with spatial step ∆x = 120m and temporalstep ∆t = 0.011s. The 
omponent τxy of the resultant three-dimensional sta-ti
 stress tensor is shown in Figure 4.45. We see a strong asymmetry of thestress �eld with respe
t to the rupture surfa
e as well as low-order stress sin-gularities asso
iated with fault kinks (Adda-Bedia & Madariaga, 2005). On
e
omputed our initial 3D stress �eld, rupture propagation 
ould be initiated.So we 
onsidered a small 
ir
ular pat
h 4km length where the along-strikeshear stress starts dropping following the fri
tion law des
ribed in se
tion4.2.6.1 ex
ept that for a 
onstant yield stress and dynami
 fri
tion respe
ti-vely equal to τu = σµs = 123bar and τs = σµd = 0bar, and with a 
riti
al
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4.3. Dis
ussion, Con
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tives

Fig. 4.46: Final slip 
omputed with the FDBE method along the nonplanarfault geometry of Figure 4.44 with the 3D initial stress �eld shown in Figure4.45. Fault tra
e (thi
k line) used to dis
retize the rupture surfa
e (afterAo
hi & Fukuyama, 2002). The stars indi
ate the hypo
enter lo
ation.time-weakening tc = 0.6s (Andrews, 2004). The yield stress value is slightlysmaller than that 
onsidered by Peyrat et al. (125bar, and slightly higherthan that used by Olsen et al. (1997) equal to 120bar) in order to allow rup-ture to propagate beyond the jog joining the Johnson and Homestead Valleyfaults. Final slip is shown in Figure 4.46. As we 
an see there, rupture wasunable to break that geometri
al barrier so it should jump by letting behinda huge blinded fault zone. If we look at the initial sher stress on that se
tor(Figure 4.47) we �nd a very low stress level whi
h explains, together withthe fault in�exion, this unexpe
ted rupture behavior. On
e rupture rea
hedthe Homestead Valley fault, it propagates toward the surfa
e very qui
klyat a supershear velo
ity (not shown). Thirty kilometers from the initiationpoint, rupture en
ounters a se
ond jog whi
h should transfer fault motion tothe last earthquake segment, the Emerson/Camp Ro
k faults. In that pointbegins the high stressed asperity whi
h should produ
e, after both Wald &Heaton and Peyrat et al. slip �nal solutions, the largest slip pat
h. However,between 40 − 50km from the left extremity we only �nd moderate dislo
a-tions below 5km (. 3m). This may be explained by the presen
e of the hugeantiasperity just before the fault jog (southward dire
tion), where rupturerun out of energy preventing it to over
ome easily the geometri
al barrier
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planaires

Fig. 4.47: Initial 2D shear stress determined by Peyrat et al. (2001) andused to 
ompute the 3D stati
 �eld shown in Figure 4.45. Gray regions delimitthe prin
ipal geometri
al barriers (i.e. jogs and kinks) pointed out in Figure4.46. The star indi
ates the hypo
enter lo
ation.(i.e. the jog). Finally, the same argument may be used to explain why rup-ture stops little after the �st major kink without rea
hing the total expe
tedlength (∼ 70km).The 
omparison of our �nal slip distribution with that obtained by Wald& Heaton reveals an important de�
it of seismi
 moment on our rupturemodel. Globally, the fault se
tors where slip is underestimated are 
learlyrelated with 
hanges in fault geometry (Figure 4.46). Thus these geometri-
al 
hanges a
t as geometri
al barriers preventing rupture to propagate inthe same manner it does along a planar fault surfa
e. These results suggestthat the initial shear stress determined from the slip history on a planarfault is biased to 
ompensate the absen
e of geometri
al barriers. In otherwords, when rupture en
ounters a 
hange on fault geometry (i.e. a kink)there is a loss of energy (radiated as seismi
 waves) whi
h may be lo
ally
ompensated to allow rupture to 
ontinue. One possible way is to in
rease theavailable elasti
 energy by introdu
ing an asperity. The other way is to de-
rease the fra
ture energy by adjusting the 
onstitutive fri
tion parameters.So this 
ompromise between the fault geometry and the initial fault 
ondi-tions makes ne
essary to integrate realisti
 fault geometries when modelingthe dynami
s of earthquakes.As mentioned before, results presented in this se
tion should be re
om-puted with the FDBE program introdu
ed in se
tion 4.2 in order to give aquantitative assessment to our simulations. Simulations should also be lun-
hed with a smaller grid size to minimize dis
retization e�e
ts. On the otherhand, given the fri
tion law we used in our rupture model, the breakdownslip was determined dynami
ally so fra
ture energy was not prestablished as
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Fig. 4.48: Syntheti
 velo
igrams for the Landers earthquake (Figure 4.44)
omputed with an homogeneous initial stress �eld. Halfspa
e with propertiesof the third layer shown in Table 4.10. Bandpass �lter : 0.07 < ω < 0.33Hz.
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Fig. 4.49: Syntheti
 velo
igrams for the Landers earthquake (Figure 4.44)
omputed with an homogeneous initial stress �eld. Layered medium shownin Table 4.10. Bandpass �lter : 0.07 < ω < 0.33Hz.
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4.3. Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tivesit was the 
ase of simulations performed by Olsen et al. (1997) and Peyratet al. (2001). The slip-weakening me
hanism should also be tested. Finally,Figures 4.48 and 4.49 present seismograms 
omputed in di�erent sites whereseismologi
al stations re
orded the ground motion of the Landers earthquake(see Peyrat et al., 2001). In the �st one rupture happened in an homoge-neous halfspa
e and in the se
ond one within a layered medium (see �gure
aptions). They were obtained in a 
oarse FD grid (∆x = 300m) with small8-point-
ubes sour
e-boundary-elements (Cruz-Atienza et al., 2004b, se
tion4.1.2 of this do
ument) with an homogeneous initial stress �eld and fri
tionparameters, so we do not expe
t them to �t data. Nevertheless, two inter-esting things should be pointed out : 1) a strong dire
tivity e�e
t is 
learlyseen sin
e mu
h more larger amplitudes and shorter signals are found inthe northern sites, and 2) waveform 
omplexity is extremely in
reased whenrupture took pla
e inside an heterogeneous medium. Of 
ourse the latter ismainly a wave propagation e�e
t. However, inspe
tion of the slip-rate his-tory along the rupture surfa
e revealed signi�
antly larger amplitudes anda slower rupture velo
ity along the super�
ial layer produ
ing longer rup-ture times (not shown). Very important e�e
ts on rupture propagation andex
ited wave�eld due to elasti
 heterogeneities have also been found in se
-tion 3.6.1 (Figures 3.15 and 3.16 on page 200). Consequently, the assessmentof the 
rustal stru
ture e�e
ts on rupture propagation and thus in ex
itedwave�eld along big faults seem to be a fundamental resear
h topi
.
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Con
lusion Générale
N ous avons 
onstruit un modèle numérique en di�éren
es �nies 
apablede simuler la rupture dynamique de failles non-planaires (i.e. 
urvi-lignes) en deux (2D) et trois dimensions (3D).Ces simulations sont e�e
tuées sur une grille de 
al
ul en di�éren
es�nies partiellement en quin
on
es (GPQ), dans laquelle le ve
teur de vitesseet le tenseur des 
ontraintes sont pla
és indépendamment en deux pointsde l'espa
e séparés d'un demi-in
rément de la grille dans les trois dire
tions
artésiennes. Cette propriété de la grille est un fa
teur très important pourl'appli
ation des 
onditions de frontière sur la faille. La mise au point des
onditions aux limites de radiation � Perfe
tly Mat
hed Layer � a été réaliséeen 2D et 3D ave
 une absorption presque parfaite des ondes dans les bords dumodèle. Ces 
onditions permettent de 
onsidérer des grilles les plus petitespossible pour simuler la rupture dynamique ave
 pré
ision sans l'in�uen
edes limites externes du domaine de 
al
ule. Cet outil que j'ai élaboré étaitindispensable pour résoudre le problème s
ienti�que que je devais étudier.Une nouvelle dé�nition des 
onditions de frontière asso
iées à la fra
tura-tion dynamique représente la 
ontribution original de mon travail. La sour
eest 
onstituée d'éléments dits de frontière. Ces éléments sont 
omposés den÷uds de 
ontraintes disposés d'une manière parti
ulière de façon à avoir unesolution lo
ale la plus pré
ise possible. Le tenseur de 
ontraintes à l'intérieurde 
haque élément est formulé dans un repère lo
al orienté selon le ve
teurnormal à la surfa
e de rupture. Cette transformation permet de 
onnaître lestra
tions normales et tangentes lo
alement pour une orientation arbitrairede la faille. Il est possible alors d'imposer la 
hute des 
ontraintes 
isaillantes
orrespondant aux 
onditions aux limites que l'on veut véri�er. Ces mêmes
onditions sont appliquées pour tous les n÷uds de 
haque élément de fron-tière. Cette méthode de résolution a été ainsi dénommé appro
he FDBE,a
ronyme de son appellation anglaise � �nite-di�eren
e boundary-element �.La stru
ture des élément de frontière joue un r�le fondamental dans l'éva-luation de la 
ontrainte au voisinage de la sour
e. La 
on�guration qui permet



Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesde résoudre le mieux la singularité asso
iée à la fra
turation est 
elle pourlaquelle au
un bras du sten
il, né
essaire pour dériver le 
hamp de vitesse àl'extérieur d'un élément, ne pénètre l'élément. A trois dimensions, la formegéométrique qui remplit 
ette 
ondition est un o
taèdre ave
 des axes ma-jeurs parallèles aux axes 
artésiens. Cependant, 
ette 
on�guration pose deuxproblèmes. D'une part, dis
rétiser une surfa
e non-planaire ave
 un ensembled'o
taèdres représente un problème topologique qui semble impossible à ré-soudre. D'autre part, l'évaluation du glissement dans 
ette 
on�guration estsous-estimée. La stru
ture des éléments de frontière qui permet le meilleur
ompromis entre résolution de la singularité et �exibilité géométrique né-
essaire pour dé
rire une faille non-planaire, est un parallélépipède tournéde 45◦ par rapport à l'un des axes de référen
e. La méthode développée estrestreinte à des faille ave
 une dimension invariante à la translation (e.g., desfailles verti
ales non-planaires).L'évaluation des paramètres 
inématiques de la faille (i.e. le glissementou bien sa dérivée temporelle) est possible grâ
e à l'utilisation de fon
tionsde pondérations appliquées sur les n÷uds de vitesse situés immédiatementà l'extérieur des éléments de frontière. Ces fon
tions sont telles que 
es pa-ramètres à évaluer deviennent indépendants de l'orientation de la faille parrapport à la grille numérique. Une bonne évaluation de 
es paramètre estimportante, notamment lorsqu'ils interviennent dans la loi 
onstitutive d'af-faiblissement sur la faille, 
omme dans le 
as de la � loi d'a�aiblissementsuivant le glissement �.La pré
ision du modèle FDBE est gouvernée par une loi d'é
helle quirelie le pas de dis
rétisation spatial ave
 le nombre de points à l'intérieurdes éléments. Plus le nombre de points est grand, plus le pas de la grillepeut diminuer et la pré
ision numérique augmenter. A défaut d'un nombresu�sant de n÷uds, le ra�nement progressif de la grille peut provoquer desintera
tions destru
tives entre les éléments et détériorer l'estimation des pa-ramètres 
inématiques de la faille. Cependant, quand on e�e
tue de grandessimulations 3D, la puissan
e des ressour
es informatiques est un fa
teur quilimite le ra�nement de la grille de 
al
ul. Ce
i signi�e que des élémentsde frontière 
ontenant un nombre relativement faible de n÷uds permettentd'atteindre une bonne pré
ision numérique en 3D.L'analyse de 
onvergen
e du modèle FDBE 3D, réalisée en terme del'in
rément spatial de la grille ∆x et de la distan
e 
ritique d'a�aiblissement
δc, montre que le paramètre de résolution de la zone de 
ohésion, Nc, varie
onsidérablement à l'intérieur du domaine exploré. Nc augmente rapidementlorsque ∆x . 70m et δc & 0.4m. J'ai montré que des valeurs de Nc plus grandque 4 donnent des simulation 
orre
tes. Augmenter le nombre de points dans
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4.3. Dis
ussion, Con
lusions et Perspe
tives
ette zone n'est plus un fa
teur prépondérant dans la pré
ision du s
héma.L'a

roissement de la pré
ision passe essentiellement par le 
hoix de ∆x etdu nombre de n÷uds à l'intérieur des éléments de frontière, une fois que lavaleur Nc de 4 est atteinte. Malheureusement, 
ette valeur seuil ne peut êtrevéri�ée qu'a-posteriori.La 
omparaison des résultats ave
 deux méthodes indépendantes2 dans le
adre de la rupture spontanée de failles planes et non-planaires, a permis devalider l'appro
he FDBE 3D. Des bon résultats ont été obtenus dans tous les
as de géométrie ave
 ∆x = 50m. Pour les failles planes, 
e pas de dis
réti-sation est �n 
omparé à 
eux utilisés par d'autres méthodes en DF qui expli-
itent la symétrie du problème. Pour les failles non-planaires, mes résultatssont originaux puisqu'il s'agit, à ma 
onnaisan
e, de la première 
omparai-son numérique 3D réussite pour la rupture spontanée de failles non-planaires(
urvilignes). Le problème proposé pourrait servir de base pour l'évolutionfuture d'autres exer
i
es de 
omparaison qui sont en 
ours de réalisationailleurs dans le monde (i.e. au SCEC en Californie ou bien au ETH à Zuri
h).Par 
onséquent, je n'ai pas de référen
es sur les 
hoix numériques possiblesdes autres méthodes en DF pour 
e 
as géométriquement 
omplexe. J'ai puvalider mes résultats ave
 une appro
he en équations intégrales en obtenantun a

ord ex
ellent en terme des temps de rupture et de la vitesse de glisse-ment. Certaines simulations pour des failles planes présentent des di�éren
esexpli
ables selon moi par le fait que le nombre d'éléments dans la zone de
ohésion fr�le la valeur 3 en dessous de mon 
ritère de validité. En raisondes limitations informatiques, j'ai a

epté 
es solutions 
ar elles montrent lesmêmes 
omportements que 
elles obtenues par les autres méthodes.Fort de 
ette 
apa
ité à modéliser la rupture dynamique des faille non-planaires, j'ai analysé l'in�uen
e du 
hargement statique en
astrant prove-nant d'un possible s
énario te
tonique autour de la sour
e. J'ai montré sur unexemple de failles de forme parabolique ave
 une 
ourbure de plus en pluspronon
ée que l'état de 
hargement te
tonique initial in�uen
e fortementl'évolution temporelle de la rupture. Il est même possible d'avoir presque unarrêt spontané de la rupture sans faire appel à des 
hangements des para-mètres 
onstitutifs de frottement.J'en 
on
lus que la géométrie et l'état de 
ontrainte initial sont deuxfa
teurs 
lefs de la rupture dynamique à in
lure à 
�té des paramètres in-tervenant dans le 
adre d'une loi 
onstitutive spé
i�que, 
omme pourraient2Les résultats ont été 
omparés ave
 la méthode en DF � tra
tion-at-split-node � pourle problème d'une faille plane 
orrespondant au Problème Version 3 de l'exer
i
e de 
om-paraison proposé par Harris & Ar
huleta (2004), ainsi qu'ave
 la méthode intégrale defrontière (BIE) introduite par Ao
hi et al. (2000b) dans le 
as de failles non-planaires.
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Chapitre 4. Rupture Dynamique 3D de Failles Planes et Non-Planairesl'être à la fois les 
oe�
ients de frottement (statique et dynamique) et ladistan
e d'a�aiblissement, qui s'avèrent né
essaires dans les simulations. Ilfaudra don
 pouvoir dé�nir 
es derniers dans des illustrations réalistes pourdes tremblements de terre donnés.Pour 
ela, j'ai abordé une première étude pour le séisme de Landers (1992,
MW = 7.3) où la géométrie pouvait être déduite des tra
es de surfa
e. Grâ
eaux travaux antérieurs, l'état de 
ontrainte initial sur la faille ainsi que lesfrottements statique et dynamique, ont été évalués pour une faille plane :ingrédients indispensables pour nos simulations. J'ai fait l'hypothèse selonlaquelle 
es paramètres étaient les mêmes sur la faille non-planaire dé�nie,et j'ai réalisé des modélisations montrant des e�ets importants asso
iés à lagéométrie 
omplexe de la faille. Ces résultats sont sus
eptibles de remettreen question les valeurs des paramètres physiques issues des estimations pré-
édentes obtenues sans tenir 
ompte de la vraie géométrie de la faille, mêmeque j'ai utilisées 
omme 
onditions initiales dans mes simulations.De façon à fournir la donnée essentielle pour 
ontraindre les simulationsdans le futur, j'ai 
al
ulé les sismogrammes aux stations ayant enregistré leséisme à la fois pour un demi-espa
e et pour un milieu strati�é. Dans le 
asdu milieu strati�é, la 
omplexité des sismogrammes simulés est 
onsidéra-blement a

rue. Bien entendu, 
e
i est prin
ipalement une 
onséquen
e d'une�et de propagation des ondes. Cependant, 
omme on a pu le 
onstater, la
omplexité des sismogrammes provient aussi des di�éren
es dans l'histoirede la rupture, résultant des hétérogénéités du milieu. On peut don
 souligneraussi l'importan
e du milieu en
aissant.L'ensemble de 
es simulations montre le r�le prépondérant que jouent 
er-tains paramètres géométriques et physiques lors de la rupture dynamique desséismes. Les méthodes des di�éren
es �nies permettent, si elles sont utiliséesave
 soin, de modéliser ave
 pré
ision des ruptures dynamiques 
omplexes endépit des 
ara
tères non-linéaires de l'évolution temporelle du phénomène.Ce manus
rit en fait la démonstration.
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Annexes





Annexe AOpérateurs 2D à l'Ordre 4





Saenger et al. (2000) have expressed the partial di�erential operators
Dx and Dz in terms of two other �nite-di�eren
es operators applied alongthe main axis of a 45◦ rotated frame of referen
e. A

ording to this newde�nition, I have used the following fourth-order spatial di�erential operatorsall over the 
hapter 3 of this thesis :
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(A.1)
where a0 = 9/8, a1 = 1/24 and h is the FD spatial in
rement.
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Annexe BSystème d'Equations 3D en DFà l'Ordre (2,4)





Si l'on prend les approximations du ve
teur de vitesse et du tenseur de
ontraintes, respe
tivement
V n

i,j,k ≈ v(xi, yj , zk, tn)et
Σ

n
i,j,k ≈ τ (xi, yj , zk, tn),le système d'équations hyperboliques données par la formulation en vitesse-
ontraintes 1.82 peut être approximées à l'ordre O

[
(∆t)2, h4

] en utilisant lesopérateur spatiaux 1.101 de la manières suivante.Composante vx du ve
teur de vitesse :
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Annexe B. Système d'Equations 3D en DF à l'Ordre (2,4)
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i+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+
[
Σyz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)}
.Composante vz du ve
teur de vitesse :

[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k
=
[
Vz

]n− 1

2

i,j,k
+

∆t

4h

[
1

ρ

]

i,j,k

(B.1
)
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{

c1

([
Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1
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,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σxz

]n
i− 1
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,j+ 1

2
,k− 1

2

+

[
Σxz

]n
i+ 1
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,j− 1

2
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−
[
Σxz

]n
i− 1
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,j+ 1

2
,k+ 1

2

+

[
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]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+

[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σyz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σyz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
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2

+

[
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]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

−
[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+

[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

−
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

−
[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+
[
Σzz

]n
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
+

c2
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]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σxz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+

[
Σxz

]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−
[
Σxz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+

[
Σxz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σxz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

+

[
Σxz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

−
[
Σxz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2[
Σyz

]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σyz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+

[
Σyz

]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−
[
Σyz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σyz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+
[
Σyz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−
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[
Σyz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+
[
Σyz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

+

[
Σzz

]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σzz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

−
[
Σzz

]n
i+ 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

+
[
Σzz

]n
i− 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

+

[
Σzz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k+ 3

2

−
[
Σzz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k− 3

2

−
[
Σzz

]n
i+ 3

2
,j− 3

2
,k− 3

2

+
[
Σzz

]n
i− 3

2
,j+ 3

2
,k+ 3

2

)}
.Composante τxx du tenseur de 
ontrainte :

[
Σxx

]n+1

i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

=
[
Σxx

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t

4h

[
λ + 2µ

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(B.1d)
{

c1

([
Vx

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j,k
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j,k+1
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j+1,k
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+1,j,k
−
[
Vx

]n+ 1

2

i,j+1,k+1

)
+

c2

([
Vx

]n+ 1

2

i+2,j+2,k+2
−
[
Vx

]n+ 1

2

i−1,j−1,k−1
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+2,j+2,k−1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i−1,j−1,k+2
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+2,j−1,k+2
−
[
Vx

]n+ 1

2

i−1,j+2,k−1
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+2,j−1,k−1
−
[
Vx

]n+ 1

2

i−1,j+2,k+2

)}
+

∆t

4h

[
λ
]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

{
c1

([
Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k
+

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
−
[
Vy

]n+ 1

2

i,j,k+1
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
+
[
Vy

]n+ 1

2

i,j+1,k
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+1,j,k
+
[
Vy

]n+ 1

2

i,j+1,k+1
+
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[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k
−

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j+1,k
+
[
Vz

]n+ 1

2

i,j,k+1
+

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j,k+1
−
[
Vz

]n+ 1

2

i,j+1,k
−

[
Vz

]n+ 1

2

i+1,j,k
+
[
Vz

]n+ 1

2

i,j+1,k+1

)
+

c2

([
Vy

]n+ 1

2

i+2,j+2,k+2
−
[
Vy

]n+ 1

2

i−1,j−1,k−1
+

[
Vy

]n+ 1

2

i+2,j+2,k−1
−
[
Vy

]n+ 1

2

i−1,j−1,k+2
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+2,j−1,k+2
+
[
Vy

]n+ 1

2

i−1,j+2,k−1
−

[
Vy

]n+ 1

2

i+2,j−1,k−1
+
[
Vy

]n+ 1

2
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+

[
Vz
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2
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−
[
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2
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−

[
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2
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+
[
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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−

[
Vz

]n+ 1

2
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+
[
Vz

]n+ 1

2
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)}
.Composante τyy du tenseur de 
ontrainte :

[
Σyy

]n+1

i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

=
[
Σyy

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t

4h

[
λ + 2µ

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(B.1e)
{
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([
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]n+ 1

2

i+1,j+1,k+1
−
[
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]n+ 1

2
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+

[
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−
[
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−

[
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2
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+
[
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]n+ 1

2
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−

[
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2
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+
[
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]n+ 1

2
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)
+
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c2

([
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]n+ 1

2
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−
[
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2
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+

[
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−
[
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[
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2
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[
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2
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−

[
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2
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+
[
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]n+ 1

2
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)}
+
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[
λ
]
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

{
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Vx

]n+ 1

2
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−
[
Vx
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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+

[
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2
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−
[
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2

i,j+1,k+1
+

[
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2
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−
[
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2
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−

[
Vz

]n+ 1

2
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+
[
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2
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+

[
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]n+ 1

2
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−
[
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]n+ 1

2
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−

[
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]n+ 1

2
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+
[
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]n+ 1

2

i,j+1,k+1

)
+

c2

([
Vx

]n+ 1

2

i+2,j+2,k+2
−
[
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]n+ 1

2

i−1,j−1,k−1
+

[
Vx

]n+ 1

2

i+2,j+2,k−1
−
[
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]n+ 1

2
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+

[
Vx

]n+ 1

2
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−
[
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2

i−1,j+2,k−1
+

[
Vx

]n+ 1

2
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−
[
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2

i−1,j+2,k+2
+

[
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]n+ 1

2

i+2,j+2,k+2
−
[
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]n+ 1

2

i−1,j−1,k−1
−

[
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2
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+
[
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2
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+
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[
Vz

]n+ 1

2

i+2,j−1,k+2
−
[
Vz

]n+ 1

2

i−1,j+2,k−1
−

[
Vz

]n+ 1

2

i+2,j−1,k−1
+
[
Vz

]n+ 1

2

i−1,j+2,k+2

)}
.Composante τzz du tenseur de 
ontrainte :

[
Σzz

]n+1

i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

=
[
Σzz

]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t

4h

[
λ + 2µ

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
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2

(B.1f)
c1
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]n+ 1

2
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−
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2
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−

[
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2
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+
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+

[
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2
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−
[
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2
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−

[
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2
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+
[
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]n+ 1

2
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)
+
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([
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]n+ 1

2
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−
[
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]n+ 1

2
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−

[
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2
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+
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+

[
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2
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−
[
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2
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−

[
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]n+ 1

2
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+
[
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]n+ 1

2
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)}
+
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[
λ
]
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2
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2
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2
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−
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−
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+

[
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−
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+

[
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−
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+
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−
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−
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[
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]n+ 1
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+
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−
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+
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−
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−
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−
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−
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2
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−
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2
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−
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2
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+
[
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2
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−
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2
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+
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2
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)}
.Composante τxy du tenseur de 
ontrainte :

[
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=
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+
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−
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+
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−
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−
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+
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−
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+
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−
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2
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+

[
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[
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]n+ 1
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−
[
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2
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+

[
Vy
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2
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−
[
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2
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)
+
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2
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−
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2
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[
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2
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−
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2
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+
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2
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−
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2
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+
[
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2

i+2,j+2,k+2
−
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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+

[
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2
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−
[
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2
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)}
.Composante τxz du tenseur de 
ontrainte :

[
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]n+1

i+ 1

2
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2
,k+ 1

2

=
[
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]n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+
∆t
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[
µ
]
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2
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2
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2

(B.1h)
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.Dans 
es équations c1 = 9/8 et c2 = −1/24. Les termes entre 
ro
hetssont des fon
tions dis
rètes dans les points de la grille indiqués par l'indi
esupérieur (indi
e temporel) et les indi
es inférieurs (indi
es spatiaux) à droitedes 
ro
hés.
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C.1. Cadre général et enjeux de la thèseSommaireC.1 Cadre général et enjeux de la thèse . . . . . . . 333C.1.1 Présentation du projet de thèse . . . . . . . . . . . 333C.1.2 La thèse dans son 
ontexte . . . . . . . . . . . . . 334C.1.3 Moi dans 
e 
ontexte . . . . . . . . . . . . . . . . . 335C.2 Déroulement, gestion et 
oût du projet . . . . . 336C.2.1 Préparation et 
adrage du projet . . . . . . . . . . 336C.2.2 Conduite du projet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337C.2.3 Evaluation et prise en 
harge du 
oût du projet . . 339C.3 Compéten
es, savoir-faire, qualités profession-nelles et personnelles. . . . . . . . . . . . . . . . . 340C.4 Retombés et perspe
tives de la thèse . . . . . . 342C.1 Cadre général et enjeux de la thèseC.1.1 Présentation du projet de thèseCette thèse, intitulée � rupture dynamique des failles non-planaires endi�éren
es �nies �, aborde un sujet fondamental de la sismologie : la physiquede la rupture d'un séisme. Autrement dit, l'origine des ondes qui atteignentla surfa
e de la Terre, les indi
es qui pourraient 
ertainement un jour nouspermettre de 
erner le moment de la 
assure.Modéliser la rupture d'un séisme dans des 
onditions réalistes représenteun problème di�
ile. Depuis trente ans, les sismologues développent des ap-proximations numériques a�n d'a

éder aux réponses du problème. Je rap-pelle que les séismes sont la 
onséquen
e de pro
essus physiques 
omplexes.Les for
es qui agissent à l'intérieur de notre planète, ainsi que les propriétésdes ro
hes qui la 
onstituent, sont les prin
ipaux a
teurs de l'épisode sis-mique. La question qui se pose aujourd'hui est de savoir quels autres para-mètres physiques pourraient être déterminants dans la rupture d'un séisme ?Le but plus général de la thèse a été le développement d'un modèle numé-rique permettant la simulation de la rupture de failles ayant une géométrienon-planaire, voire réaliste. L'outil de modélisation développé permet don
d'étudier l'in�uen
e de la géométrie des failles dans la rupture des séismes.Cependant, il permet aussi de propager les ondes générées à travers des mi-lieux arbitrairement hétérogènes jusqu'à la surfa
e de la Terre qui peut, enmême temps, avoir une géométrie adaptée à la topographie du terrain. Ces
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estrois éléments mis ensemble, la géométrie de la faille, les propriétés du mi-lieu de propagation et la topographie de la surfa
e de la Terre, déterminentfortement la nature des ondes. Ave
 l'outil numérique développé, au-delà dessimulations de la rupture de failles de géométrie réaliste, il est don
 possiblede simuler aussi le mouvement du sol dû aux ondes in
identes et de quan-ti�er les valeurs d'a

élération maximale dans des sites peuplés. Ce genrede mesure a 
omme but d'établir ou d'améliorer les normes de 
onstru
tionparasismiques a�n de diminuer le nombre de vi
times et les dégâts matérielslors de l'o

urren
e de grands séismes.C.1.2 La thèse dans son 
ontexteL'unité mixte de re
her
he � Géos
ien
es Azur �, dans laquelle j'ai réaliséma thèse, est 
onstituée de quatre équipes de re
her
he. Mon projet s'estdéroulé dans le 
adre de l'équipe � déformation a
tive, rupture et ondes �(DRO). Les intérêts s
ienti�ques de l'équipe se trouvent dans l'analyse de ladéformation a
tive de la 
roûte terrestre, l'imagerie de son intérieur, la sour
edes séismes, et les e�ets de la stru
ture de la 
roûte dans la propagation desondes. Ainsi, les outils numériques que j'ai développés répondent bien auxintérêts de l'équipe. D'une part, 
on
ernant le volet propagation d'ondes,j'ai apporté une appro
he 3D en di�éren
es �nies permettant de propagerle 
hamp 
omplet d'ondes dans des milieux arbitrairement hétérogènes ave
une surfa
e libre de topographie quel
onque. D'autre part, 
on
ernant levolet sour
e sismique, 
es modèles représentent les seuls outils dans l'équipe
apables de simuler la rupture dynamique de failles ayant une géométrieréaliste en présen
e d'hétérogénéités dans le milieu.Les travaux de re
her
he de l'équipe DRO sont réalisés en 
ollabora-tion ave
 plusieurs laboratoires universitaires français (Montpellier, Orsay,Chambéry, Grenoble, Brest, Strasbourg, Paris, Toulouse) et étrangers (DIS-TER (Gênes), Naples, UNAM (Mexi
o), Irkutsk (Russie), UTIG (Austin),UCSD (San Diego), UCLA (Los Angeles), UC (Santiago), ING (Rome) ETH(Züri
h)), ave
 le CEA, le LDG, le CETE Méditerranée, l'IPSN, l'IGN, leBRGM, et des entreprises ACRI, AGECODAGIS. . .Au niveau international, depuis environ 
inq ans il y a eu une renaissan
ede l'intérêt des sismologues pour l'étude de la rupture dynamique de failles enraison de l'a

roissement de mesures. Dans 
e 
ontexte, les outils numériquesdéveloppés pendant ma thèse ont été répertoriés dans la bibliographie 
ommeétant les premiers 
apables de simuler la rupture de failles non-planaires endi�éren
es �nies. C'est-à-dire, probablement 
omme les plus e�
a
es numé-riquement en 
e moment pour réaliser 
es type de simulations 
omplexes.
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C.1. Cadre général et enjeux de la thèseLa validation des 
odes de rupture dynamique en 3D est devenue depuis2003 une priorité dans le monde entier. Des 
omparaisons entre di�érentesappro
hes numériques 3D 
onstituent le seul moyen de réussir 
et obje
tif.C'est le � ben
hmark � proposé par le SCEC (� Southern California Earth-quake Center �) et le USGS (� United States Geologi
al Survey �) (Harris& Ar
huleta, 2004) qui a permis aux di�érentes équipes internationales detravailler en même temps sur le même problème. L'intérêt généralisé par 
esujet ainsi que la publi
ation d'un grand nombre de travaux reliés, montrentl'énorme 
on
urren
e qui existe a
tuellement entre les laboratoires.En raison du 
ara
tère théorique du projet, les ressour
es te
hniquesné
essaires pour son déroulement ont été toujours à ma disposition : Unordinateur personnel bipro
esseur à 600 MHz (Linux/Windows), un 
lusterde six PC Linux bipro
esseurs dont la plupart à 2,4 GHz, un serveur SUN64 bits ave
 quatre pro
esseurs (32 Go de mémoire vive 
ha
un), ainsi quequelques 
entaines d'heures de 
al
ul dans un super
al
ulateur ve
torielleNEC SX-5 appartenant à l'IDRIS (Institut du Développement et des Res-sour
es en Informatique S
ienti�que). Con
ernant les ressour
es humainesmises à la disposition du projet il y a eu treize personnes dont 
inq au plana
adémique : Vi
tor Manuel CRUZ ATIENZA, do
torant ; Jean VIRIEUX,Professeur de l'UNSA ; Stéphane OPERTO, 
hargé de re
her
he ; Hideo AO-CHI, 
hargé de re
her
he du BRGM ; Sophie PEYRAT, post-do
torant. Lereste, 
on
erne les servi
es 
ommuns du laboratoire : Caroline RAMEL etLionel MAURINO, ingénieurs informatiques ; Reine SAIGHI et Isabelle LA-PASAT, se
rétaires gestionnaires ; Sophie ROUSIERE, responsable adminis-tratif, Véronique PISOT, infographiste ; Suzanne MIFSUD et Isabelle MA-NEAU, do
umentalistes.C.1.3 Moi dans 
e 
ontexteAvant de 
ommen
er mon do
torat en Fran
e, pendant la formation detroisième 
y
le que j'ai suivi à Mexi
o pour obtenir le dipl�me de maître ens
ien
es (ba
 + 7, spé
ialité sismologie), j'étais déjà intéressé pour approfon-dir mes 
onnaissan
es de la sour
e sismique. En ayant abordé 
e sujet d'unpoint de vue 
inématique, l'étude des 
auses physiques du phénomène m'asemblé né
essaire a�n de mieux le 
erner. Pourtant, à l'époque je n'avais pasles idées 
laires par rapport au 
ontenu et à l'orientation d'un éventuel pro-jet dans 
e domaine. C'est pendant le 
ongrès de l'� Ameri
an Geophysi
alUnion � (AGU) à San Fran
is
o en dé
embre 2000 que, suite au rendez-vous�xé grâ
e au Dr. Françoise COURBOULEX, membre de l'équipe DRO, j'airen
ontré pour la première fois 
elui qui deviendrait par la suite mon dire
-
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esteur de thèse, le Prof. Jean VIRIEUX. C'est à 
e moment qu'on a établi lethème 
entral du projet : modélisation numérique de la rupture dynamiquedes séismes. La réunion suivante a eu lieu quatre mois après en Fran
e, dansles murs du laboratoire Géos
ien
es Azur à l'o

asion du 
ongrès de la � Eu-ropean Geophysi
al So
iety �. C'est là que nous avons dis
uté plus en détailles enjeux d'un tel sujet. Ce n'est qu'à mon arrivée dé�nitive en Fran
e enseptembre 2001 qu'on démarrera formellement le projet. Suite à une série deréunions, la stratégie initiale a été tra
ée vis-à-vis des méthodes développéesà l'époque par l'ensemble des potentiels parti
ipants à 
e projet. Au départnous étions quatre personnes. Jean VIRIEUX, Stéphane OPERTO, BernardHUSTEDT et moi-même. Au bout de quelques mois, nous avions réaliséque l'adaptation des méthodes développées prin
ipalement par OPERTO etHUSTEDT, ne représentait pas la meilleur stratégie pour démarrer le projet.C'est à partir de 
e moment que l'intera
tion ave
 eux deux est devenue spo-radique et que le projet a été mené don
 par Jean VIRIEUX et moi-même.C.2 Déroulement, gestion et 
oût du projetC.2.1 Préparation et 
adrage du projetDans la re
her
he, toute démar
he s
ienti�que implique l'a

eptationd'éventuelles 
ir
onstan
es imprévues. Lors de la stru
turation de 
e pro-jet, les 
onnaissan
es et l'expérien
e a
quise par Jean VIRIEUX grâ
e à sestravaux de re
her
he antérieurs, ont permis de démarrer sur des bases 
laires.Le dé� était grand puisque le problème 
entral du projet, la simulation defailles non-planaires en di�éren
es �nies, n'avait jamais été résolu. Cepen-dant les ressour
es informatiques et les te
hniques numériques avaient évolué
onsidérablement par rapport à l'époque où mon tuteur avait abordé le pro-blème de la rupture des séismes. Autrement dit, nous avions des élémentsqui permettaient d'envisager des stratégies jamais testées. Pour assurer unmeilleur déroulement du projet, nous avons adopté la méthode numériquedes di�éren
es �nies dans laquelle plusieurs 
her
heurs de l'équipe avaientune expertise. Ce 
hoix a 
ertainement permis de 
ontourner les risques liésà l'assimilation d'un nouvel outil. Par ailleurs, en prévoyant le 
oût infor-matique que l'éventuel modèle 3D pourrait demander, des moyens de 
al
ulsu�samment puissants ont toujours été à notre disposition.Ce projet a été en grande partie �nan
é par des moyens externes àl'équipe DRO. C'est le gouvernement du Mexique, à travers le Conseil Na-tional des S
ien
es et Te
hnologie (CONACyT), qui a payé mon salaire, mes
harges so
iales et mes droits universitaires pendant toute la durée de la
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C.2. Déroulement, gestion et 
oût du projetthèse (quatre ans). En se
ond plan, la So
iété Française d'Exportation desRessour
es Edu
atives (SFERE) a suivi mon par
ours do
toral et �nan
éune partie des frais asso
iés à un des 
ongrès s
ienti�ques auxquels j'ai par-ti
ipé. Tous les frais supplémentaires ont été pris en 
harge par des projetsmenés par Jean VIRIEUX dans le 
adre de l'ACI 
atastrophes naturellesou l'équipe DRO. La validation du modèle de rupture 3D a été réalisée enpartenariat ave
 le BRGM à travers la 
ollaboration du Dr. Hideo AOCHI.C.2.2 Conduite du projetCon
rètement, j'ai développé le modèle de rupture 2D ainsi que les mo-dèles de rupture et propagation d'ondes en 3D. En 
e qui 
on
erne leur
on
eption, elle a été réalisée en 
ollaboration ave
 mon tuteur, Jean VI-RIEUX. A�n de valider le modèle de rupture 3D, Hideo AOCHI du BRGM àOrléans a modi�é son appro
he numérique basée sur des équations intégralespour permettre la 
omparaison de nos résultats. Toujours très pertinente etengagée, l'aide de Stéphane OPERTO, membre de l'équipe � Géomer � denotre unité de re
her
he, m'a permis d'avan
er en toute sé
urité. Par ailleurs,Sophie PEYRAT a parti
ipé dans la dis
ussion préalable à la modélisationdu séisme de Landers.On peut diviser grossièrement en quatre étapes le projet. Pendant lapremière étape, qui a pris presque la totalité de la première année, il a fallud'abord que j'assimile le problème et ses anté
édents. Simultanément il a falluaussi que j'implémente la sour
e dynamique dans le 
ode de propagationd'ondes 2D 
lassique en di�éren
es �nies 
onçu par Stéphane OPERTO.Même si la pré
ision des résultats des simulations était largement supérieureà 
elle obtenue par des appro
hes existantes, la stratégie suivie n'a pas permisd'atteindre l'obje
tif du projet : modéliser des failles ave
 une géométrie non-planaire. Il était né
essaire d'explorer d'autres voies.Dans la deuxième étape j'ai modi�é la façon de dis
rétiser les équationsselon une nouvelle appro
he en di�éren
es �nies proposée deux ans aupara-vant. Les atouts d'une telle stratégie ont permis de 
on
evoir une autre façonde dé
rire numériquement la sour
e sismique. Cependant, le 
hemin menantjusqu'à une solution satisfaisante a été long et tortueux. C'est au mois dejuin 2003 que 
ette deuxième étape s'est �nalisée ave
 la soumission d'unpremier arti
le introduisant formellement notre nouveau modèle de rupturedynamique en 2D. Sa performan
e a été illustrée dans le 
as d'une faille
ourbe pla
ée à l'intérieur d'un milieu hétérogène.Le passage au 3D était in
ontournable. C'est dans la troisième étapeque je l'ai réalisé, en 
ommençant par la 
on
eption et la mise au point
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esdu 
ode de propagation d'ondes 3D, pour aboutir ave
 l'implémentation dumodèle de rupture déjà introduit en 2D. Un volet remarquable d'un tel pas-sage est la mise au point des 
onditions d'absorption d'énergie PML (� Per-fe
tly Mat
hed Layer �) dans les frontières externes du modèle. C'est-à-dire,l'implémentation d'astu
es mathématiques permettant d'absorber les ondessismiques sortant du modèle pour empê
her ainsi leur retour et simuler unmilieu in�niment grand. Pourtant, les di�
ultés ren
ontrées pour validerl'appro
he 3D nous ont obligé à modi�er 
ertains aspe
ts du modèle de rup-ture. Réussir 
ette validation a probablement représenté le passage le plusdur et pénible du projet. La réda
tion de deux autres arti
les à la �n 2005,présentant le modèle 3D, sa validation et son appli
ation dans la rupture defailles 
urvilignes, va représenter la �n de l'avant dernière étape. Une telleappli
ation de notre modèle 3D a montré que l'évolution de la rupture d'unefaille 
ourbe en présen
e de for
es te
toniques est fortement dépendante dela géométrie de la faille.Une quatrième et dernière étape a 
onsisté à modéliser le grand séismede Landers, magnitude 7.3, dont la géométrie de la faille est parti
ulièrement
omplexe. L'appli
ation de notre modèle dans un 
as réel avait toujours étéenvisagée 
omme la 
l�ture du projet. Cette étape 
ependant s'est 
hevau
héeave
 la pré
édente puisque avant de réussir la validation du modèle, j'avaisdéjà avan
é 
onsidérablement dans l'analyse du séisme. Les résultats ont étéprésentés en dé
embre 2004 aux Etats Unies, suite à l'invitation que j'ai reçuepour le faire dans le 
adre du 
ongrès de la � Ameri
an Geophysi
al Union �.La soutenan
e de thèse en mai 2006, après une période de plus de six moinsde réda
tion de 
ette thèse do
toral, a représentent la �n du projet.L'en
adrement du projet a eu lieu pendant les réunions entre mon tuteuret moi. Celles-
i se sont déroulées plus ou moins régulièrement en fon
tiondes problèmes que je ren
ontrais, ou des suggestions et 
ommentaires quel'on voulait partager. Jean VIRIEUX a toujours été présent pour m'aidera
adémiquement et moralement. Souvent, les dé
isions ont été prises à par-tir de nos dis
ussions. D'autre part, quand il a fallu travailler ave
 notrepartenaire du BRGM, Hideo Ao
hi, une fois le lien ave
 lui établi par JeanVIRIEUX, l'intera
tion a eu lieu dire
tement entre lui et moi.Le sujet abordé dans le projet est un sujet déli
at, di�
ile à étudier.Le soutien moral de mon tuteur a été déterminant pour l'avan
é du projet.Pourtant, le fait d'être les deux seules personnes dans tout le laboratoire àré�é
hir sur le problème en question n'a pas fa
ilité la tâ
he. Le sentimentde solitude et désespoir devant le vaste et aride domaine de la 
réation d'unmodèle numérique pour la rupture des séismes a présidé des longues périodesde ma thèse. Il a fallu attendre la phase �nale du projet pour que je réalise
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C.2. Déroulement, gestion et 
oût du projetl'intérêt que portaient plusieurs 
her
heurs d'autres laboratoires de Fran
eet de l'étranger sur mon travail et don
 pour que 
e sentiment s'estompe.C.2.3 Evaluation et prise en 
harge du 
oût du projetLes estimations présentées dans 
ette se
tion ne sont qu'une approxima-tion du 
oût réel de la totalité du projet. Ainsi, l'estimation du 
oût asso
iéaux ressour
es humaines y 
ompris les salaires, les 
harges so
iales et les fraisgénéraux de laboratoire est présenté dans le tableau suivant :Catégorie E�e
tifs Coût horaires Heures CoûtProfesseur 1 83,6 e 200 16720 eChargé de re
her
he 2 58,5 e 40 2340 ePost-do
torant 1 39,5 e 16 632 eDo
torant 1 * 10600 55000 eIngénieur informati
ien 2 53,9 e 32 1725 eResponsable administratif 1 46,5 e 15 689 eSe
rétaire gestionnaire 2 35,3 - 41,2 e 60 2295 eInfographiste 1 35,3 e 20 706 eDo
umentaliste 2 35,3 - 41,2 e 10 383 eTotal 80499 eTab. C.1: Coût du projet asso
ié aux ressour
es humaines et infrastru
ture.(*) Le 
oût a été 
al
ulé à partir du salaire et 
harges so
iales mensuelsd'environ 1,000 e plus 15% des frais généraux de laboratoire.Tel qu'il a été déjà dit, en raison du 
ara
tère théorique du projet, desressour
es informatiques pour son déroulement ont été né
essaires. Il nous afallu un ordinateur personnelle bipro
esseur à 600 MHz (Linux/Windows),un 
luster de six PC Linux bipro
esseurs dont la plupart à 2,4 GHz, un ser-veur SUN 64 bits ave
 quatre pro
esseurs (32 Go de mémoire vive 
ha
un),et quelques 
entaines d'heures de 
al
ul dans un super
al
ulateur ve
torielleNEC SX-5 appartenant à l'IDRIS (Institut du Développement et des Res-sour
es en Informatique S
ienti�que). Les 
oûts asso
iés sont 
ompris dansles frais généraux du laboratoire exposés dans le tableau C.1.Dans le 
adre du projet, j'ai parti
ipé à trois 
ongrès en Fran
e : l'E
oledes Ondes, organisé par l'INRIA en 2001 à Paris ; la � EGS - AGU - EUGJoint Assembly � en 2003 à Ni
e ; et la � European Geos
ien
es Union � en2004 à Ni
e aussi. Egalement, j'ai parti
ipé à un � workshops � et à deux
ongrès à l'étranger : le � workshop � en � Numeri
al Modeling of Earth-quake Sour
e Dynami
s � à Smoleni
e dans la république slovaque en 2003 ;
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Annexe C. Valorisation de Compéten
esRubrique Transport Séjour Ins
ription Coût totalCongrès en Fran
e 150 e 250 e 600 e 1000 eCongrès à l'Etranger 1800 e 1350 e 750 e 3900 eFormations Do
torales - - 2500 e 2500 eTotal 7400 eTab. C.2: Coût du projet asso
ié aux 
ongrès et formations do
torales.la � Ameri
an Geophysi
al Union � à San Fran
is
o aux Etats Unis en 2004 ;et la � European Geos
ien
es Union � à Vienne, Autri
he en 2006. Faisantpartie de mon devoir do
toral, j'ai suivi une série de formations dans le 
adrede l'é
ole do
toral : les é
oles thématiques � Instabilités Gravitaires et Mou-vements de Versant � et � Ondes et Tomographie � ; ainsi que deux ateliersde professionnelisation, � Communi
ation S
ienti�que en Anglais � et le sé-minaire � Do
toriales �. Le 
oût approximatif des 
es diverses parti
ipationest résumé dans le tableau C.2.Rubrique CoûtRessour
es humaines et infrastru
ture 80499 eCongrès et formations 7400 eTotal 87899 eTab. C.3: Coût total du projet.Les estimations globales des 
oûts partiels, ainsi que l'estimation du 
oûttotal dépensé tout le long de la réalisation de mon projet do
toral se trouvedans le tableau C.3.C.3 Compéten
es, savoir-faire, qualités profession-nelles et personnelles.Ma formation dans le domaine de la sismologie a 
ommen
é en 1997,lorsque j'ai travaillé pendant deux ans dans le � Centro de Investiga
ión Sís-mi
a � (CIS) à Mexi
o, dans le 
adre de la préparation de ma thèse pourobtenir le dipl�me d'ingénieur (ba
 + 5), soutenue dans l'année 2000. C'està 
e moment que je dé
ouvris la re
her
he. Alors, j'ai développé des 
ompé-ten
es dans la détermination de la stru
ture 
rustale à partir de l'analyse dela dispersion des ondes super�
ielles et des fon
tions de ré
epteur en appli-quant deux méthodes d'inversion semi-globales : les algorithmes génétiques(AG) et le re
uit simulé (RS). La maîtrise des deux méthodes d'inversion
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C.3. Compéten
es, savoir-faire, qualités professionnelles et personnelles.m'a permis de 
on
evoir une méthode hybride en tirant pro�t des avantagesdes AG et RS. Son appli
ation pour modéliser d'autres types de données géo-physiques, 
omme des anomalies magnétiques et des sondages éle
triques, àété présentée lors des di�érents 
ongrès aux quels j'ai parti
ipé.Le désir d'approfondir mes 
onnaissan
es dans la modélisation des fon
-tions de ré
epteur m'amènera à l' � Instituto de Geofísi
a � (IG) de la� Universidad Na
ional Autónoma de Méxi
o � (UNAM) où je réaliseraima � Maestría en Cien
ias � spé
ialité sismologie (ba
 + 7) dans l'année2001, représentant la première partie de mes études de troisième 
y
le. C'estpendant 
es deux ans que je me suis initié à la sismologie vol
anique. La mo-délisation des explosions du vol
an Popo
atépetl m'a permis d'introduire uneé
helle de magnitude absolue ainsi qu'un système de détermination rapidedes magnitudes des explosions du vol
an (60 km de Mexi
o). Parallèlement,suite aux grands séismes intraplaque de Oaxa
a et Tehua
án en 1999, j'aipu assimiler l'analyse de l'imagerie 
inématique de la sour
e sismique. C'estgrâ
e à la ré�exion que j'ai entamée autour de 
e sujet à l'époque, que j'aivoulu 
ontinuer l'étude de la sour
e des séismes.Voilà le par
ours s
ienti�que qui m'a amené jusqu'au 
hoix de démarrerle projet do
toral. L'étude de la dynamique de la rupture des séismes m'apermis d'aborder aussi le monde des méthodes numériques. En ayant 
omprisles bases 
on
eptuelles du phénomène, il a fallu 
réer le modèle de rupture2D à partir d'un 
ode standard de propagation d'ondes en di�éren
e �nies(DF). Pour 
ela j'ai dû assimiler le 
ode, le faire évoluer et 
on
evoir, enintera
tion ave
 mon tuteur, le nouveau modèle numérique. La stru
turationet mise au point du modèle de propagation d'ondes 3D a été pour moi unevéritable preuve de rigueur et d'indépendan
e. La di�
ile tâ
he de validationdu modèle de rupture 3D a été possible d'une part grâ
e à l'étroite relationque j'ai entretenue ave
 des 
her
heurs aux Etat Unis et à Paris. Je rappelleque le problème asso
ié à la validation des 
odes similaires au mien est de-venu aujourd'hui une priorité pour nombreux 
her
heurs. L'intera
tion ave
des s
ienti�ques du monde entier pendant les 
ongrés et � workshops � inter-nationaux où j'ai parti
ipé, m'a permis de bien 
ommuniquer les messagesprin
ipaux issus de mon travail. Le réseau personnel que j'ai su 
onstruireainsi que la valeur des résultats de mon travail ont mérités une re
onnais-san
e internationale. La preuve en est que j'ai été invité à parler de montravail dans d'autres laboratoires de Fran
e et de l'étranger (Etat Unies etMexique).Con
ernant mon intégration au sein de l'équipe DRO, pendant un anj'ai été responsable de l'animation et de l'organisation des réunions de dis-
ussions dites du � Groupe Imagerie �, initiées en septembre 2003 par un
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Annexe C. Valorisation de Compéten
esensemble de do
torants et posdo
torants en présen
e de deux 
her
heurs,Jean VIRIEUX et Stéphane OPERTO. A�n d'enri
hir les é
hanges et dis
u-tions, j'ai su impliquer plusieurs 
her
heurs du laboratoire dans nos réunions.D'ailleurs, plusieurs personnes internes et externes au laboratoire m'ont per-sonnellement exprimés leurs avis très favorable par rapport à la dynamiqueet le 
hoix du 
ontenu des réunions.Je pense qu'avoir mené mon do
torat de 
ette façon, bien entendu enayant assimilé une 
ulture et une langue di�érentes a 
elles de mon paysd'origine, le Mexique, est une grande preuve d'adaptabilité et d'indépen-dan
e. En même temps, ma 
réativité, ma 
apa
ité de synthèse et de 
om-muni
ation oral et é
rite se sont manifestées lors de l'invention du modèlede rupture, de la réda
tion de plusieurs arti
les et de 
ette thèse, ainsi quependant mes interventions publiques dans trois langues : espagnol, anglaiset français.C.4 Retombés et perspe
tives de la thèseLes fruits de 
e projet ont favorisé des intera
tions ave
 d'autres membresdu laboratoire. Notamment des intera
tions à la �n de la thèse ave
 des
her
heurs des équipes DRO et Géomer. D'une part, les modèles numériquesdéveloppés dans 
e projet, permettant la simulation de la rupture de séismes,ont ouvert une nouvelle voie vers l'analyse de la dynamique de la sour
esismique. D'autre part, le 
ode de propagation d'ondes 3D permet d'avan
erdans l'évaluation de l'aléa sismique d'important 
entre urbains du sud-est dela Fran
e situés dans un 
ontexte te
tonique a
tif.Les perspe
tives immédiates après la thèse font partie de 
e qui trèsprobablement représentera mon travail posdo
toral prévu pour les 18 ou 24mois suivant la soutenan
e de la thèse. Le 
ontrat posdo
toral aura lieudans le 
adre d'une 
ollaboration fran
o-améri
aine entre des 
her
heurs dulaboratoire Géos
ien
es Azur, en Fran
e, et du � Departement of Geologi
alS
ien
es � de l'université de l'état de San Diego. Dans un premier temps,je travaillerai dans l'optimisation et parallelisation du 
ode de propagationd'ondes 3D visant la simulation du mouvement du sol dans des sites spé
i-�ques du sud-est de la Fran
e. Ensuite, une fois le modèle de rupture insérédans 
e nouveau 
ode optimisé, l'analyse inverse de séismes ayant une géomé-trie de la faille 
omplexe sera possible, en appliquant les méthodes d'inversionsemi-global mentionnés dans la se
tion C.3.La réalisation du projet a permis mon ouverture sur le plan internatio-nal. J'ai gagné une pla
e parmi les sismologues du monde entier. Ce faitme fa
ilitera mon développement personnel futur en m'o�rant la possibilité
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C.4. Retombés et perspe
tives de la thèsed'interagir ave
 di�érents groupes de re
her
he. En même temps, le 
hoix etla 
onduite du projet ont abouti à un ensemble d'outils qui pourraient êtred'un intérêt majeur pour les groupes de re
her
he de mon pays, le Mexique.
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Rupture Dynamique des Failles Non-Planaires en Di�éren
es FiniesCe travail est divisé en deux parties : la première est 
onsa
rée à la propagation des ondeset la se
onde à la rupture dynamique des séismes. Dans la première partie je proposeune révision des 
on
epts de base des méthodes en di�éren
es �nies (DF). Un a

entparti
ulier est fait sur la méthode 
hoisie en DF, basée sur une grille partiellement enquin
on
e (GPQ), utilisée dans la deuxième partie du travail pour étudier la rupture desséismes. Les 
onditions aux limites sur la surfa
e libre ainsi qu'à l'intérieur d'une fra
tureplane sont traitées, en dis
utant 
ertaines appro
hes déjà établies dans 
haque 
as. Laformulation et la mise au point des 
onditions de radiation � Perfe
tly Mat
hed Layer �(PML) sont abordées en trois dimensions (3D). Des tests d'absorption sont ainsi présentésen milieux de propagation homogènes et hétérogènes.Dans la deuxième partie, je propose premièrement une autre révision, 
ette fois-
isur la mé
anique de la rupture. Une fois ainsi posé le problème 
entral de 
e travail,j'aborde la modélisation numérique de la rupture dynamique de failles non-planaires endeux dimensions (2D). Une nouvelle appro
he en DF permettant de résoudre 
e problème
omplexe est don
 introduite. Une loi d'é
helle, reliant le pas de dis
rétisation et le nombrede points à l'intérieur de la sour
e, permet d'augmenter la pré
ision des solutions enréduisant les os
illations numériques. Le passage à la géométrie 3D est fait. Sa pré
ision etsa 
onvergen
e sont analysées en termes de la résolution de la zone de 
ohésion. La méthodeest validée dans le 
as de ruptures spontanées planes et non-planaires (i.e. 
urvilignes)grâ
e à la 
omparaison des résultats ave
 
eux obtenus par d'autres méthodes numériquesindépendantes.Finalement, la méthode est appliquée le long de failles non-planaires sous l'e�et d'une
harge te
tonique biaxiale. La géométrie de la faille s'est avérée un fa
teur déterminantdans la propagation de la rupture. L'analyse de la rupture du séisme de Landers (1992)illustre 
e fait, où des simulations faites en tenant 
ompte de la vraie géométrie du séismesont fondamentalement di�érentes de 
elles réalisées par d'autres auteurs où la faille a été
onsidérée 
omme plane.Mots-
lés : rupture dynamique, failles non-planaires, di�éren
es �nies, séisme de Landers,loi d'é
helle, loi de frottement, énergie, sour
e sismique, propagation des ondes, 
onditionsd'absorption PML.Finite Di�eren
es Modeling of Dynami
 Rupture on Nonplanar FaultsThis work is separated into two parts : the �rst part is devoted to wave propagation, andthe se
ond part treats the dynami
 rupture of earthquakes. In the �rst part I proposea general review of the basi
 
on
epts 
on
erning �nite di�eren
e (FD) methods. Basedon a partly staggered grid, the FD te
hnique used in the se
ond part of the work tostudy the rupture of earthquakes is analyzed in detail. The free surfa
e and the planar
ra
k boundary 
onditions are treated in separated se
tions. Several approa
hes, previouslyintrodu
ed by di�erent authors, are dis
ussed for ea
h problem. The formulation andimplementation of the Perfe
tly Mat
hed Layer (PML) absorbing boundary 
onditions inthree dimensions (3D) are des
ribed. Di�erent tests to illustrate the performan
e of theseboundary 
onditions are presented in homogeneous and heterogeneous media.In the se
ond part I �rstly provide an overview of rupture me
hani
s. After formulatingthe main problem of this study, I ta
kle the numeri
al modeling of nonplanar faults intwo dimensions (2D). A new approa
h allowing these kinds of 
omplex simulations is thenintrodu
ed. A s
aling law, relating the grid size to the amount of grid points dis
retizingthe sour
e, allows an in
rease in the pre
ision of solutions by redu
ing the numeri
alos
illations. The extension of the rupture model to 3D is performed. Both numeri
alpre
ision and 
onvergen
e are analyzed in terms of the 
ohesive zone resolution. The modelis validated for the spontaneous rupture along planar and nonplanar (i.e. 
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