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Resumen

En este trabajo se introducen dos modelos computacionales basados en el método Galerkin dis-
continuo para la propagacién de ondas viscoeldsticas y la dindmica de la fuente sismica. Ambos
modelos fueron implementados en un cédigo paralelo con posibles refinamientos de la malla (h-
adaptividad) y con eleccién local sobre los érdenes de aproximacién (p-adaptividad), permitiendo
asi la simulacion realista de escenarios sismicos en regiones de interés. Estos dos modelos, a pesar de
ser complementarios, requieren un tratamiento cuidadoso de manera independiente, de modo que la
tesis estd dividida en dos partes. La primera parte, presenta la ecuacién constitutiva que modela la
anelasticidad intrinseca asociada a un cuerpo viscoelastico a través de la convolucién de los esfuerzos
con la tasa de las deformaciones. Posteriormente se presenta una formulacién alterna, con la intro-
duccién de funciones aneldsticas, que evita el computo de dicha convolucion. Esta formulacién hace
factible la solucién numérica de las ecuaciones que rigen la propagacién de ondas viscoelasticas. La
discretizacién de estas ecuaciones con el esquema de Galerkin Discontinuo se hizo de forma novedosa
y eficiente respetando la hp-adaptatividad del esquema numérico. En la segunda parte, se introducen
las condiciones de frontera y leyes de friccién que deben operar sobre una falla preexistente para
simular la dindmica de la ruptura sismica. Para la modelaciéon computacional se construyeron flujos
ad hoc a través de la falla que respetan en todo momento las condiciones de frontera impuestas.
De ambas partes de la tesis se obtuvieron articulos cientificos en los cuales se realizaron anélisis de
convergencia y comparaciones con otros métodos existentes. Estos andlisis demuestran que las he-
rramientas desarrolladas son una excelente alternativa a otras metodologias propuestas en el estado
del arte. Ambos desarrollos ahora forman parte de un mismo cédigo que permitird determinar el
peligro sismico de ciudades como la de México, a través de la simulacién computacional en paralelo
de posibles escenarios sismicos.






Capitulo 1

Introduccion

Los sismos para México no sélo representan fenémenos naturales de gran interés cientifico sino tam-
bién una amenaza permanente. De modo que para aquellos investigadores que dedican su vida al
estudio de la sismologia en México, su objeto de estudio les permite no sélo apaciguar su inquietud
intelectual, sino también la satisfaccién de saber que sus productos cientificos, utilizados con fines
préacticos, podrian salvar vidas.

Para entender los terremotos nos debemos preguntar jcémo es que estos se producen? y ;por qué los
podemos observar a pesar de que, en ocasiones, estamos a miles de kilémetros de distancia?, el origen
de los terremotos se debe esencialmente a la liberacién espontdanea de energia elastica acumulada
entre placas tectonicas vecinas o en el interior de las mismas. Un terremoto entre placas en vecinas
sucede cuando el movimiento continuo, asociado al flujo convectivo del manto, al que estan sujetas
las placas en contacto tiene diferente direccién. De modo que la friccién entre las placas se opone a
su deslizamiento induciéndose un crecimiento en los esfuerzos en la vecindad de la interfaz de con-
tacto. La nucleacion de los terremotos se da justamente cuando los esfuerzos que se van acumulando
superan la resistencia al movimiento ejercida por la friccién. Esto produce un desplazamiento entre
las placas que libera la energia acumulada, de la cual una parte viaja en forma de ondas.

La complejidad del trayecto que siguen las ondas se debe a la estructura heterogénea de la tierra.
La atenuacion que sufren las ondas se debe en gran parte a la disipacién de la energia durante el
trayecto y es debido a ésta que la vida de las ondas en la Tierra tiene una duracién finita.

Es a través de las matematicas que se han creado modelos que pretenden representar la fisica de los
terremotos. Estos modelos se han vuelto con el tiempo mas complejos en bisqueda de una represen-
tacion veraz de la realidad. Con frecuencia las ecuaciones involucradas en estos modelos no pueden
resolverse de forma analitica de modo que es necesario recurrir a aproximaciones computacionales.

Nuestro objetivo final es poder determinar el peligro sismico en ciudades como la de México a través
de la modelacién de posibles escenarios sismicos. Quisiéramos poder modelar correctamente el inicio
del sismo en la trinchera del Pacifico y la subsecuente propagacién de las ondas a través de la masa
continental hasta el Valle de la Ciudad de México. Se busca que esta modelacion sea 1til para que
funcionarios e ingenieros puedan utilizar esta informacién con el fin de tomar medidas preventivas.
Esto se dice facil pero en realidad es una tarea monumental con muchisimas complicaciones. Entre
estas es imprescindible conocer la estructura interna de la Tierra para lograr una correcta simulacién
de la propagaciéon de ondas sismicas.

Con este trabajo se da un pequeno paso hacia ese objetivo. Se plantearon dos tareas: 1) simular la
propagacion de ondas en un medio viscoeldstico (un medio con atenuacién intrinseca) y 2) modelar
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la dindmica de la ruptura sismica. La propagacién de ondas puede modelarse a través de una ecua-
cion diferencial que, para resolverse sobre un medio estructuralmente complejo y heterogéneo como
la Tierra, deben aplicarse estrategias numéricas sofisticadas. Se decidié trabajar con un esquema
numérico relativamente nuevo (1970’s) llamado Galerkin discontinuo. La eleccién de este esquema
numérico se debe a que demostré ser muy eficiente para modelar la propagacién de ondas eldsticas
en medios heterogéneos, puede trabajar con topografias no planas y, como su nombre lo senala,
permite modelar facilmente discontinuidades, lo cual resulta muy util para modelar la dinamica del
deslizamiento sobre una falla. Otro punto muy importante, es que las simulaciones sismicas requieren
del uso de super cémputo, i.e. clusters, por la extensién de los dominios de simulacién y el esquema
de Galerkin discontinuo permite una facil paralelizacién del cédigo. Los cédigos desarrollados fueron
programados en Fortran90 y utilizan la libreria Message Passage Interface (MPI) para su paraleli-
zacién.

La inclusion de la atenuacién intrinseca dentro del esquema de Galerkin discontinuo se hizo permi-
tiendo modelar la intensidad de la atenuacion en un medio de propagacion heterogéneo. Para obtener
un esquema numeérico eficiente, la discretizaciéon implementada permite tener distintos 6rdenes de
aproximacion de acuerdo a las propiedades fisicas del medio. Por otro lado, la implementaciéon de la
dindmica de la ruptura permite trabajar sobre fallas no planas con estados iniciales heterogéneos.
Ambos desarollos demostraron ser una herramienta alternativa viable con respecto al estado del
arte.

El resultado de este trabajo culminé con dos articulos cientificos que estan incluidos en la tesis. El
primero sobre la dindmica de la ruptura sismica, aceptado el 14 de Agosto del 2012 por la revis-
ta Journal of Geophysical Research. El segundo sobre la propagacién de ondas viscoeldsticas que
serd pronto sometido a la revista Geophysical Journal International.

A continuacién se da una breve descripcién de cada parte de la tesis.
= Resumen. Se describe brevemente la tesis.
1. Introduccion. Explica la motivacién y contenido de la tesis.
Parte I Propagaciéon de ondas viscoelasticas
2. Introduccion (Parte I). Se define el concepto de anelasticidad y la manera en que se cuantifica.

3. Formulacion continua. Explica la reologia de un medio viscoeléstico, su modelaciéon matematica
y una representacién alterna que permite su incorporacién a un esquema numérico en el dominio
del tiempo. Finalmente, las ecuaciones que modelan la propagacion de ondas viscoelasticas se
formulan como un sistema lineal hiperbdlico .

4. Formulacion discreta. La formulacion desarrollada en el capitulo anterior se discretiza utili-
zando un esquema de Galerkin Discontinuo.

5. Condiciones de frontera. Para hacer la tesis autocontenida se explica como incorporar las
condiciones de frontera libre y absorbentes en un esquema de Galerkin Discontinuo.

6. Articulo: 3D Anelastic Wave Propagation with an hp-Adaptive Discontinuous Galerkin Method.
Incluye el articulo sobre la anelasticidad incorporada en un esquema de Galerkin Discontinuo.
Se presenta un andlisis interesante sobre la discretizacién del medio de propagacién.

Parte II Dindmica de la ruptura sismica.

7. Introduccion (Parte II). Explica la modelacién de fuentes finitas y los modos de propagacién
de ruptura de grietas.

8. Formulacion continua. Presenta las condiciones de frontera y la ley de friccion que modelan la
superficie de contacto de una falla preexistente.



10.

11.

12.

Formulacion discreta. Explica como implementar las condiciones de frontera que modelan la
dindmica de la ruptura en un esquema de Galerkin Discontinuo.

Articulo: 3D hp-Adaptive Discontinuous Galerkin Method for Modeling Earthquake Dynamics.
Incluye el articulo aceptado sobre la dindmica de la ruptura. Este incluye un pequeno estudio
del sismo de Landers de 1992.

Benchmarks de SCEC. Presenta los ultimos benchmarks propuestos por el Southern California
Earthquake Center y se compara nuestra solucién contra las de otros modeladores.

Conclusiones y Trabajo Futuro. Indica la relevancia de nuestros resultados y el trabajo que
queda pendiente.

Computo de los coeficientes aneldsticos. Incluye dos métodos para calcular los coeficientes
anelasticos que son parametros que deben incorporarse en el esquema de Galerkin Disconti-
nuo para la propagacién de ondas en un medio viscoeldstico. Finalmente se analizan ambas
metodologias.

. Computo del maodulo sin relajamiento. Presenta como deben calcularse los pardametros que

forman parte de la respuesta eldstica en una propagaciéon de ondas viscoelasticas.

Dindmica de la ruptura utilizando la ley de friccidn “rate & state”. Se introducen las ecuaciones
de la ley de friccion “rate & state”, se incorporan en un esquema de Galerkin Discontinuo y
se presentan algunos resultados preliminares.






Parte 1

Propagacion de ondas
viscoelasticas






Capitulo 2

Introducciéon (Parte I)

Las ondas sismicas se atenuan, i.e. decrecen en amplitud conforme se propagan, debido a la trans-
misién y reflexién que ocurre en las discontinuidades del medio de propagacion, a la dispersién
geométrica y a la anelasticidad. Los primeros dos son procesos eldsticos, en donde la energia se ex-
tiende en el medio de propagacién pero se conserva. Por otro lado la anelasticidad, a veces llamada
atenuacion intrinseca, involucra la transformacién, i.e. disipacién, de energia elastica en calor.

La intensidad de la atenuacion intrinseca se mide en términos de la fraccion de energia que se pierde
por ciclo y se define como
1 AFE
— = (2.1)
Q(w) 2nE
donde @ se conoce como el factor de calidad del medio, E es la energia de deformacion méxima y
—AF es la energia que se disipa por ciclo. Note que ) es inversamente proporcional a la cantidad
de energia disipada, i.e. regiones de pequenos valores de () tienen mayor atenuacién que aquellas
regiones de valores grandes de ). Para el caso de las ondas sismicas en la Tierra, la energia que se
pierde por ciclo es muy pequena de modo que el valor esperado para el factor de calidad es @ > 1.

La Ecuacién (2.1) rara vez es utilizada de forma directa, debido a que tnicamente en experimentos
muy especiales es posible someter a un material con ondas de esfuerzos cuyas amplitudes y periodos
permanezcan sin cambios. Resulta mas facil que uno pueda observar el decaimiento espacial de la
amplitud de una onda que se propaga con una frecuencia fija. La situacién mas comin en sismologia
involucra la atenuacién de una senal compuesta de un rango de frecuencias, y se debe hacer la fuerte
suposicién (que debe ser verificada posteriormente) que la atenuacién es un fenémeno lineal, en el
sentido de que una onda puede ser resuelta con sus componentes de Fourier y con la subsecuente
sintesis de estos componentes se obtiene el efecto correcto de la atenuacién en las senales sismicas
(Aki y Richards, 2002).

Para un medio con una relacién lineal de esfuerzo-deformacién, la amplitud de la onda A es propor-

cional a E'/2. Por lo tanto
1 1AA

— = 2.2
Q@) ~ T A 22

de la cual se puede obtener las fluctuaciones de la amplitud debido a la atenuacion.

Con el fin de determinar una férmula para calcular A en funcién de la distancia de propagacién z, se

asume que la direccién de la maxima atenuacion es a lo largo de la direccién x que es la misma que

la direccién de propagacién. El estudio implica seguir un pico de la onda a lo largo de una distancia
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dx y observar el decaimiento espacial de A tal que

dA
AA=—)\ 2.3
=% (23)
donde A es la longitud de onda que puede formularse como
c
A=21— 2.4
T, (2.4)

donde w es la frecuencia y ¢ es la velocidad de fase ¢ (e.g., ¢ = « para ondas P con atenuacién @,
y ¢ = [ para ondas S con atenuacién Qg).

Utilizando las Ecuaciones (2.3) y (2.4), la Ecuacién (2.2) se puede escribir como la ecuacién diferen-
cial ordinaria

a __ w_
der  2cQ°
con solucion
A(z) = Ag exp™we/2Q (2.5)

donde Ag es la amplitud inicial de la onda original. A partir de observaciones del decaimiento expo-
nencial de valores de A(z) se puede calcular, a partir de la Ecuacién (2.5), el valor de @ siempre y
cuando se considere los efectos de la dispersion geométrica.

Una consecuencia importante de la atenuacién de ondas sismicas es la dispersion fisica, donde las
ondas con diferentes frecuencias viajan a diferentes velocidades, i.e. la velocidad de las ondas es
funcién de la frecuencia. Esta se distingue de la dispersién cominmente observada en las ondas
superficiales donde ondas de diferentes frecuencias tienen diferentes velocidades aparentes. Sin em-
bargo esa dispersién observada se debe a que las ondas de diferentes frecuencias muestrean distintas
profundidades que tienen asociadas diferentes velocidades, las cuales en un medio elastico son inde-
pendientes de la frecuencia.

Con el fin de notar cémo la dispersion fisica es consecuencia de la atenuacién, se deducird como
cambia la forma de una onda atenuada. Para lograrlo se asume una onda que es una funcién delta
(ver Figura 2.1a), que se nombrard como onda delta, y se propaga a través de un medio eldstico
homogéneo con una velocidad intrinseca ¢

u(z,t) = 6(t — x/c). (2.6)
La transformada de Fourier de la funcién delta es
Flw) = / u(z,t) exp ™t dt
= / 5(t — z/c) exp™ ™t dt = exp @/ (2.7)

cuya amplitud espectral estd dada por

[Fw)] = [Flw)F @)
_ (exp—iwcv/c expiw:v/c)l/2 =1, (28)

que muestra que la funcién delta excita a todas las frecuencias. Si no existe dispersién, todas las
frecuencias viajan a la misma velocidad y arriban al mismo tiempo. El efecto de la atenuacién como
una funcién de la distancia estd dada por la Ecuacién (2.5) que muestra que si @ es constante, la
tasa a la cual la amplitud decae con la distancia se incrementa fuertemente con la frecuencia. Para
notar cémo es que la atenuacién afecta a la onda delta se multiplicard a la Ecuacién (2.7) por el
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Amplitude

t=x/fc t=x/c t=x/c.

Figura 2.1: Demostracién de la dispersién fisica de un pulso atenuado. a) Una onda delta que se
propaga sin atenuacién. b) Una onda delta atenuada que se propaga sin dispersién. ¢) Una onda
delta atenuada con dispersién. Imagen tomada de (Stein y Wysession, 2003).

factor atenuante de la Ecuacién (2.5) y se aplicard la transformada inversa de Fourier para regresar
al dominio del tiempo como

1 e )
u(z,t) = o exp @/ 2@ F(w) exp™t dw
—00
1 o0 . .
= — exp 9/ 2Q expT /€ exp™t duw. (2.9)
21 J

Evaluando la integral se obtiene
1 x/2¢Q
t) ==
Ut = Q)R + (wfe— 07

cuya forma puede observarse en la Figura 2.1b, que muestra que la funcién delta se ha ensanchado
en una onda que es simétrica en el tiempo con un maximo en ¢t = x/c.

(2.10)

El problema con esta solucién es que la energia sismica arribaria antes que el tiempo de arribo
geométrico que tendria la onda delta (i.e. ¢ = x/¢). Ademéds como la onda es asintética en ambos
lados de t = x /¢, algo de energia llegarfa incluso antes de que el sismo ocurriera. Esta situacién
imposible, llamada no causalidad, resulta del hecho de que la atenuacién ensancha al pulso al remover
de forma preferencial los componentes correspondientes a las altas frecuencias.

Por lo tanto los mecanismos fisicos que causan la atenuacion en la tierra provocan que las ondas de
todas las frecuencias viajen a la misma velocidad. Como resultado se tiene la dispersién fisica donde
las bajas frecuencias viajan mas lentamente a través de un medio anelastico.

La condicién matemética para la causalidad es que u(z,t) = 0 para todo t < x/cs donde co = ¢(00)
es la velocidad de las ondas con frecuencia infinita que arriban primero. Una relacién de dispersién
para la velocidad de fase como funcién de la frecuencia es la llamada ley de atenuacion de Azimi
(Azimi et al., 1968) que estd dada por

c(w) = co {1+iln (i)} (2.11)
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donde ¢y es una velocidad de referencia con su correspondiente frecuencia de referencia wg. Esta
relacién provee la causalidad requerida porque el pulso resultante (ver Figura 2.1c) contiene altas
frecuencias que arriban después de t = /¢, y cuyas bajas frecuencias arriban después de estas con
una duracién que depende del valor de Q). Si no existe atenuacién, i.e. Q = oo, la Ecuacién (2.11)
no sufre de dispersién de modo que la onda delta no se ensancha. El pulso de la Figura 2.1c también
se conoce como operador atenuante, y puede ser usado para modelar los efectos de la atenuacion
en la forma de las ondas sismicas al convolucionarlo con estas. Esta puede ser una alternativa para
que a partir de sismogramas sintéticos calculados sobre un medio eldstico se pueda incorporar la
atenuacion para obtener sismogramas mas realistas.

A partir de la Ecuacién (2.11) se pueden determinar funciones para las velocidades a y § de las
ondas P y S respectivamente, como una funcién del periodo T tal que

ary = o) (1- o)
oT) = 1) {1 — IHTT (L@, +(1- L)Q;Q)} , (2.12)

donde L = 4/3(8/a)?, p es el médulo de rigidez, K es el médulo de compresibilidad y a(1) y 5(1) son
las velocidades a 1 s. La diferencia entre velocidades con distintos periodos puede ser significativo,
e.g. para un tiempo total de viaje de 934 s una onda vertical S¢S con T' = 40 s es 5 s mas lenta que
una con T'=1 s (una diferencia del 0.5 %).

Este fendmeno causa una discrepancia entre la estructura de las velocidades sismicas calculada al
invertir las observaciones entre los modos normales de periodo largo y las ondas de cuerpo de periodo
corto. Las velocidades inferidas a partir de los modos normales son considerablemente més lentas
que las obtenidas por las ondas de cuerpo. Esta discrepancia refleja el efecto de la atenuacién que
provoca que las ondas de periodo largo, como los modos normales, viajen a velocidades mas lentas
que las ondas de cuerpo. El no tomar este efecto en cuenta puede causar errores en las predicciones
de los tiempos de varios segundos para el arribo de las ondas de cuerpo.

Un modelo comin para los procesos anelésticos en la tierra es tratarla como una combinacién de
sélidos estandar lineales que combinan la respuesta eldstica y viscosa de una onda sismica incidente.
Un sélido estandar lineal estd representado por un resorte conectado en paralelo con otro resorte
conectado a su vez en serie con un amortiguador. Liu et al. (1976) propuso este modelo para mode-
lar la friccién interna en la tierra para una () independiente de la frecuencia. La eleccién de una @)
constante se deriva de observaciones sismoldgicas donde se observa que la friccién interna en la tierra
es casi constante en el rango de frecuencias sismicas que corresponde aproximadamente a periodos
desde 0.01 s hasta de 1 hr. Esto se asume a la naturaleza multi-material de la tierra de modo que la
atenuacion global se debe a la contribucién de la atenuacion que sufre cada uno de los materiales.
Sin embargo, para estudios regionales y locales una atenuacién constante no modela correctamente
la observacién de ondas incidentes como ha sido demostrado por ejemplo en la Ciudad de México
por Ordaz y Singh (1992); Singh y Ordaz (1993) donde la atenuacién depende de la frecuencia como
Q(f) = 273f°55. Esta aproximacién de la atenuacién, modelada a partir de datos, es fundamental
para estudios ingenieriles de riesgo sismico como los realizados por Garcia et al. (2004, 2005).

En esta primera parte del trabajo inicialmente se detalla la relacién constitutiva que caracteriza a
un medio viscoeldstico. A partir de dicha relacién se desarrolla el médulo viscoeldstico expresado en
términos del factor de calidad del medio Q. Asi se introducen diferentes modelos reolégicos para de-
ducir dicho médulo y la funcién de relajacion correspondientes a un cuerpo generalizado de Maxwell.
En seguida se introducen las funciones anelédsticas junto con las EDOs que las gobiernan para evitar
la convolucién temporal de la ecuacién constitutiva del medio. Se presenta entonces el desarrollo del
sistema hiperbdlico de primer orden en 3D para la propagacién de ondas viscoelasticas implicando
las funciones anelasticas y se discretiza detalladamente siguiendo un esquema numérico en Galerkin
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Discontinuo. Después de presentar los desarrollos detallados necesarios para la aplicacién de condi-
ciones de frontera libre y absorbentes (CPML), finalmente se presenta un articulo donde se resume
el método computacional Galerkin Discontinuo propuesto. Un andlisis cuidadoso de verificacion y
convergencia le siguen para terminar con otro andlisis cuantitativo sobre el efecto del refinamiento
de la malla en la solucién del problema.






Capitulo 3

Formulacion continua
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En este capitulo se presenta la ecuacién constitutiva de un medio viscoelastico como la convolucién
entre los esfuerzos y las tasas de las deformaciones. Se introduce una formulacién alterna a través de
la eleccién de un modelo reolégico particular y la inclusién de funciones anelédsticas con el objeto de
evitar la relacion de convolucion. Finalmente la ecuacion constitutiva resultante junto a la ecuacién
de movimiento se plantean como un sistema hiperbdlico de primer orden que serd discretizado, en
el siguiente capitulo, siguiendo un esquema de Galerkin Discontinuo.

3.1. Medio viscoelastico

La relacién esfuerzo-deformacion en un medio viscoelastico esté definida como
t
0:(t) = / ikl (t — 7)Orer (T)dr, (3.1)
—o0

donde o;;(t) es el tensor de esfuerzos, 1,k es el tensor de funciones de relajacién que describen el
comportamiento del material y €g; es el tensor de deformaciones. Esta ecuacién se obtiene a partir
de los principios de causalidad y de superposicién de Boltzmann (Christensen, 1971).

Cuando el medio es isotrépico, la Ecuacién (3.1) se puede escribir como

t

oii(t) = (5ij5kl/ Mt — 7)0re (T)dT

—o00
t

+ (5ik5jl + 5il5jk) / ,U,(t — T)atekl(T)dT, (32)

— 00
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donde A(t) y pu(t) son las funciones de Lamé relajadas. Es facil notar que la diferencia con el caso
elastico es que las constantes de Lamé son ahora funciones del tiempo y que estan incorporadas en
la ley constitutiva dentro de una convolucién.

Desde un punto de vista numeérico, el célculo de las integrales en la Ecuacién (3.2) es inviable debido
a los altos requerimientos de memoria y tiempo de computo. Esto se debe a que el tensor de esfuerzos
al instante ¢ depende de la historia completa de la tasa de deformaciones en todo el dominio. De
modo que la meta sera transformar la formulacién integral por una serie de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) que podrén ser incorporadas en un esquema numérico.

En la siguiente subseccidn se presentan los conceptos basicos sobre la ecuaciéon constitutiva vis-
coelastica en 1D que seran primordiales en los desarrollos de las subsecciones posteriores.

3.1.1. Conceptos basicos

Para simplificar la descripciéon matematica de la fisica involucrada en un medio viscoelastico, consi-
deraremos por el momento el caso 1D cuya ecuacién constitutiva es

o(t) = [ Y(t — 7)0e(T)dr, (3.3)

donde o(t) es el esfuerzo, €(t) es la deformacién y ¥ (t) es la funcién de relajacién que representa
la respuesta del esfuerzo ante una funcién escalén Heaviside aplicada a la deformacién. En esta
ecuacion el esfuerzo o en el momento ¢ recolecta la historia completa de la deformacién hasta ese
instante. Se puede reescribir la Ecuacién (3.3) como

a(t) = () * Oe(t)
= O(t) x e(t), (3.4)

donde por propiedades de la convolucién hemos cambiado de lugar la derivada temporal parcial.
De modo que siendo ¥ (t) el esfuerzo sujeto a una funcién escalén en la deformacion, su derivada
temporal

M(t) = 9(t)

se conoce como el médulo viscoeldstico y determina la respuesta del esfuerzo ante un delta de Dirac
en la deformacién. Se puede entonces reescribir la Ecuacién (3.4) como

o(t) = M(t) = €(t). (3.5)
Si se aplica la transformada de Fourier a la Ecuacién (3.5) se tiene
o(w) =M(w) - e(w), (3.6)

donde
M(w) = F{M(t)} = F{o (1)}, (3.7)

es el modulo viscoelastico complejo que depende de la frequencia. Aplicando la transformada inversa
de Fourier a la Ecuacién (3.7) se tiene

Orp(t) = F-H{M(w)}, (3-8)

y como F{f®) (1)} = (iw)*F(w) se puede escribir la Ecuacién (3.8) como

Y(t)=F! {M} ) (3.9)

w
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Como 9 (t) es la respuesta del esfuerzo ante una funcién escalén en la deformacion, se puede reescribir

como

donde

T ) v0)=9(0) ift=0,
w(t)_{ O(t) = p(t) ift > 0.

De modo que la derivada temporal de () puede escribirse como

b (t) = O () H () + D (t)8(1). (3.10)

Para analizar el comportamiento del médulo viscoeldstico desarrollamos la Ecuacién (3.7) utilizando

(3.10)

M(w) =

/ - (B H () + ()d(t)] exp ™™t dt

—00

Debido al pulso de Dirac
¥(0) + / Db H (t) exp™ ™t dt
Cambiando los limites de la integral por la funcién de Heaviside

b(0) + / Brp(t) expi* dt

Extrayendo la derivada temporal e incluyendo una constante conveniente

H(0) + / " Bu(1) — (o0)] exp~ de

Integrando por partes

(0) + 1) —(oo) exp™ [ — /Ow[wt) — (00)]a; exp™ dt
(0) = [(0) —1h(o0)] ~ / " 1(0) — ¥(00)] (i) exp "

w(e0) +iw [ () — (o0)] expit (3.11)

Entonces si se evalia la Ecuacién (3.11) en w = 0 se tiene que

M(w=0) =9t = c0). (3.12)

De forma alternativa al procedimiento anterior, a partir de la Ecuacién (3.7) tenemos que

M(w)

= [ + d0s] et
Debido al pulso de Dirac
= O+ [ adH e

— 00

Cambiando los limites de la integral por la funcién de Heaviside

= 1/;(0)—1—/0 p(t) exp ™™t dt

Integrando por partes

—p(0) + a2

exp

oo 00 —iwt
_ / 82u(1) 22 gr.

0 0 —w
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Aplicando el limite cuando w — oo

—iwt o} —iwt
lin M) = w(0)+ i |00 215 - [ oo™
= ¥(0)+0,
de modo que

Con las relaciones (3.12) y (3.13), se pueden definir los siguientes estados del médulo viscoeldstico

= My es el médulo sin relajamiento y es responsable de la respuesta eldstica instantanea del
material viscoeldstico

My = }1’11(1) Y(t) en el dominio del tiempo
My = lim M(w) en el dominio de la frecuencia.
w—00

= Mp es el médulo relajado y corresponde a la respuesta en estado estacionario

Mrp = tlim P(t) en el dominio del tiempo
Mp = h’rrb M(w) en el dominio de la frecuencia.

El moédulo defecto o de relajacion esta definido como
oM = MU - MR.

Los términos usados para los limites del médulo viscoelastico se deben a que si se aplica un funcién
escalén al esfuerzo €(t) = H(t) se produce un decremento de 1 (t), i.e. una relajacién del estado sin
relajamiento con ¢ (0) = My a un estado relajado con ¢ (c0) = Mpg.

Finalmente para que el médulo viscoelastico atente de acuerdo a una reologia dada se debe cumplir
que
ImM (w)
-1
W) =—"-+, 3.14
Q@)= forio) (3.14)
donde Q@7 !(w) es el inverso del factor de calidad del medio y representa una medida de la friccién
interna de un cuerpo viscoeldstico lineal que puede obtenerse a partir de datos geofisicos, para

conocer los detalles revisar el Capitulo 2.

Complicaciones en la modelacion de la atenuacion

La incorporacién de la atenuacién en el dominio de la frecuencia es relativamente facil debido al
principio de linealidad de la teoria viscoelastica donde el modulo real independiente de la frecuencia
del caso elastico es simplemente remplazado por una funcién compleja dependiente de la frecuencia.
Por otro lado, en el dominio del tiempo la relacién esfuerzo-deformacién es una convolucién, ver la
Ecuacién (3.3).

Si se quieren utilizar métodos numéricos en el dominio del tiempo, e.g. Diferencias Finitas, Elemento
Finito o Galerkin Discontinuo, resulta practicamente imposible conservar en la memoria de una
computadora toda la historia de la deformacién en cada punto de la malla. Ademéas de que la
evaluacién de la convolucién conforme avance el tiempo de simulacién incrementaria mucho el tiempo
requerido para su cémputo. Estos son los problemas para incorporar una atenuacion realista en los
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métodos numéricos del dominio del tiempo y una posible solucién es cambiar esta convolucién por una
forma diferencial, i.e. encontrar ecuaciones diferenciales parciales equivalentes que puedan resolverse
por el método de nuestra eleccién.

Si M (w) fuera una funcién racional

(3.15)

P (iw) = Zpl(iw)l
=1

Qnliw) = Y aqliw). (3.16)
=1

Entonces si se aplica la transformada inversa de Fourier a la Ecuacién (3.6) con M (w) dado por la
Ecuacién (3.15) tenemos

D adio(t) =Y pdje(t),
=1

I=1m

donde la EDO de n-ésimo orden puede eventualmente resolverse mucho mas facilmente que la con-
volucién. Day y Minster (1984) asumieron que, en general, el médulo viscoeldstico no es una funcién
racional. De modo que sugirieron aproximar el médulo viscoeldstico por una funcién racional de
n-ésimo orden y determinar sus coeficientes por la aproximacién de Padé. Ellos obtuvieron n EDOs
para cada n variables internas adicionadas que reemplazan la convolucién. La suma de las variables
internas multiplicadas por el médulo sin relajamiento genera un término viscoelastico adicional a
los esfuerzos elasticos. El trabajo de Day y Minster no sélo produjo una aproximacién particular
pero de hecho sugirié la futura evoluciéon que consiste en la construccién de modelos reolégicos cuyo
médulo viscoeldstico, M (w), es una funcién racional de iw.

En la siguiente subseccién se construird un modelo reoldgico como una funcién racional, en ba-
se al trabajo de Emmerich y Korn (1987), que permitird la correcta modelacién de la atenuacién
intrinseca del medio.

3.1.2. Modelo reolégico

Existen muchos modelos reolégicos que podriamos considerar para modelar la tierra. Desafortuna-
damente los modelos més sencillos, como el cuerpo de Maxwell, cuerpo de Kelvin-Voigt y cuerpo de
Zener, no son adecuados para modelar la friccién interna, Q !, presente en la Tierra. Siguiendo la
idea propuesta por Day y Minster (1984) de trabajar con una M (w) que sea una funcién racional
aparecieron dos aproximaciones. Una introducida por Emmerich y Korn (1987), usando un Cuerpo
Generalizado de Maxwell (CGM-EK) - n cuerpos de Maxwell y un elemento de Hooke conec-
tados en paralelo - y otra hecha por M. Carcione et al. (1988a,b), que de acuerdo a lo propuesto por
Liu et al. (1976) utiliz6 un Cuerpo Generalizado de Zener (CGZ) - n cuerpos de Zener conec-
tados en paralelo -. Desde entonces muchos trabajos surgieron utilizando uno de los dos modelos sin
hacer ninguna referencia de la otra alternativa. Fue hasta que Moczo y Kristek (2005) analizaron los
dos modelos y demostraron que eran equivalentes. A continuacién se explicard el modelo CGM-EK
porque es el modelo que utilizamos - siguiendo el consejo en Moczo et al. (2007) - por tratarse de
una formulacién mas sencilla.
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Cuerpo Generalizado de Maxwell (CGM-EK)

GMB - EK

— MB | —
— MB 2 —

e

— MB » —
MM ———

.'i??‘ H

e MB / —

means

an {-th classical
Maxwell body:

AMMN—-]

M ; m

Figura 3.1: Modelo reoldgico viscoelastico de un CGM-EK. MB denota un cuerpo de Maxwell , My
y M; son los médulos elasticos del cuerpo de Hooke y del [-ésimo cuerpo de Maxwell respectivamente
y m; la viscosidad del I-ésimo cuerpo de Maxwell. Imagen tomada de (Moczo et al., 2007).

En la Figura 3.1, se puede observar la estructura reolégica de un CGM-EK. Como se encuentra
compuesto por modelos reolégicos mas sencillos, se introducirdn sus partes para entender el com-
portamiento del modelo.

Los modelos reolégicos mas simples son los modelos extremos para el caso perfectamente eldstico y
el puramente viscoso que se enlistan a continuacién.

s Cuerpo de Hooke (CH): Representa el comportamiento de un material sélido perfectamente
elastico, donde el esfuerzo es proporcional a la deformacion como

o(t) =M - e(t), (3.17)

donde M es el médulo elastico independiente del tiempo. Al aplicar una carga se produce
una deformacién instantdnea y cuando esta se retira se obtiene una recuperacion total. Este
proceso no tiene memoria dado que el esfuerzo en un momento dado dependen solamente en
la deformacion del instante. Se puede representar este modelo como una resorte perfecto. Al
aplicar la transformada de Fourier a la Ecuacién (3.17) se tiene

ow) =M - e(w). (3.18)
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= Cuerpo de Stokes (CS): Representa el comportamiento de un material sélido viscoso, donde
el esfuerzo es proporcional a la tasa de la deformacién como

o(t) =n- Owe(t), (3.19)

donde 7 es la viscosidad independiente del tiempo. Al aplicar una carga se produce una res-
puesta lineal no-instantdnea en la deformacién y al retirar esta no se remueve la deformacion
obtenida. Como no existe recuperacion, se dice que el cuerpo tiene memoria extrema o abso-
luta. Se puede representar este modelo como un amortiguador. Al aplicar la transformada de
Fourier a la Ecuacién (3.19) se tiene

o(w) = iwn - Ore(w). (3.20)

Un cuerpo de Maxwell (CM) es uno de los modelos viscoeldsticos méas simples y se contruye con
un cuerpo de Hooke y un cuerpo de Stokes conectados en serie, de modo que

O=0g =08 €=¢€y + €g.
Entonces, la deformacién puede ser calculada usando (3.18) y (3.20) como

y por lo tanto
iwnM )
w)=|———)¢(x).
ow) (M =+ twn (=)
Con estos modelos reolégicos se puede construir un CGM-EK con n CMs Y un CH conectados en
paralelo. Por su configuracién se tiene

n
o = UH+ZU]VI

=1
€ = €H =€M, = €M, = ' * = €M,

lo cual permite la construccién del médulo viscoeldstico de un CGM-EK como

~ _imMw
M(w) = Mg+ -
@) & ; My + iwmn
2 ile
M = M 3.21
() ot ZZ; wy + tw ( )
con las frecuencias de relajacién
M
w=="—" 1=1,-,n
m

Siguiendo la seccién 3.1.1, de la Ecuacién (3.21) podemos obtener el médulo relajado y el médulo
sin relajamiento como

MR = HII%)M(UJ):MH
n
My = lim M(w)=Mg+> M.

w—00

=1
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Debido a que el médulo sin relajamiento se puede escribir como My = Mg + M entonces se tiene

que

My = oM,

lo cual nos permite incorporar, sin simplificacién alguna, al médulo defecto total
n
OM; = a0 M Zal =1,
i=1

e integrarlo con el médulo relajado a la Ecuacién (3.21) como

- QW
M(w) =M —|—5ME —. 3.22
) R = wi + 1w ( )
Para obtener la funcién de relajaciéon se debe utilizar la siguiente identidad
ft) =e " = LI F(w), (3.23)
w+a

que con la Ecuacién (3.9) y a partir de (3.22) se tiene

Y(t) = | Mg+ 5MZal exp | - H(t).
=1

A continuacién se reescribird el modelo viscoeldstico a través de funciones aneldsticas y se introdu-
cirén las ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a estas.

3.1.3. Funciones anelasticas

La introduccién de las funciones aneldsticas nos permitird evitar la convolucién en la ecuacién
constitutiva viscoeldstica (3.4) pero antes es conveniente reescribir el mddulo viscoeldstico (3.5)
usando el médulo sin relajamiento

1w

Mw) = Mg+dMY_
=1
Usando (3.14)

n
; wp + tw

- 2 1aw
= My —0M» adM+6MY :
=1 = Wi T w

~ w
= My —46M (1— - )
v ;al w; + 1w
n
= My—oM>Y
=1

a|wi

. 3.24
W + tw ( )
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y la funcién de relajacién usando la Ecuacién (3.9)

oy = 7 o () -onr 3 ()]
=1

= o (L) oy (o ) (1))
b (L) (L)

Usando (3.23)

My — 5MZal(1 — expwlt)] - H(t).
=1

Aplicando la derivada temporal a la funcién de relajacién se obtiene el médulo viscoeldstico en el
dominio del tiempo

M(t) = 0p(t)

—oM Z ajw exp 't H (1)
I=1

+ | My — M Zn: ar(1 — exp‘”t)‘| 4(1). (3.25)
=1

Insertando (3.25) en la ecuacién constitutiva viscoeldstica (3.5) tenemos
t n
o(t) = f/ oM Z ajwy exp @ t=7) H(t—r7)-e(r)dr
o —
t
+/ Myé(t —7) - e(r)dr

t n

— / OM > ay(1—exp™")5(t — 1) - e(7)dr
- 1=1

Debido al pulso de Dirac y la funcién de Heaviside

n t
= —(5MZalwl / exp ) (1) dr + Mye(t)

—oM Z ar(1 — exp~tt=)e(¢)
=1

= Mye(t) 5MZalwl/ exp*wl(t*ﬂ dr.

Con esta formulacién es posible reemplazar la convolucién con la introducciéon de funciones adiciones
que se llamarén funciones aneldsticas. En (Day y Minster, 1984), (Emmerich y Korn, 1987) y (M
Carcione et al., 1988a,b) definieron estas funciones extras como dependientes de las propiedades del
medio de propagacién. Pero a continuacién se seguird la ruta tomada por Kristek y Moczo (2003),
al definir sus funciones anelasticas como independientes del material

¢
G(t) = w / e(1) - exp~“t=7) dri =1,---,m, (3.26)
— 00
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tal que la relacion esfuerzo-deformacion adquiere la forma

o(t) = My -e =Y SMaiGi(t). (3.27)
=1

Para seguir la evolucion de las funciones aneldsticas se aplica la derivada temporal a la Ecuacién
(3.26) y se utiliza el Teorema de Leibniz! tal que

t
oGt = Wlat/ e(r) - exp =) dr

Aplicando el Teorema de Leibniz

t
= w {e(t) cexp et +/

— 00

Ope(T) - exp™™! (t=7) dT:|

= w {—wl / t e(r) - exp @ t=T) dT—i—e(t)}
— () + ).
de modo que la EDO asociada a ¢(f) es
0t + wG(t) = wie(t)  T=1,-- ,m. (3.28)

Las Ecuaciones (3.27) y (3.28) constituyen una relacién esfuerzo-deformacién en el dominio del
tiempo para un medio viscoeldstico cuya reologia corresponde a la de un CGM-EK. Pero lo méas
importante es que es una formulacién anéloga a (3.4) pero sin la convolucién que la hacia practica-
mente imposible de implementar en un esquema numeérico.

Es 1til reagrupar algunos pardmetros de la Ecuacién (3.27) en otros que se llamardn coeficientes
aneldsticos definidos por

M
Y i=a— l=1,--,n. 2
Py SRR O (3.29)
Usando los coeficientes aneldsticos (3.29) se puede reescribir la relacién esfuerzo-deformacién (3.27)

como

a(t) = My - e(t) = > MyYiGi(t).
=1

Resulta claro que los esfuerzos pueden calcularse si el médulo sin relajamiento y los coeficientes
anelasticos son conocidos. El médulo sin relajamiento estd directamente relacionado con la velo-
cidad propagacion de ondas eldsticas mientras que los coeficientes aneldsticos se obtienen a partir
del factor de calidad. Las metodologias para calcular los coeficientes anelasticos y el mddulo sin
relajamiento se explican en los Apéndices A y B respectivamente.

En la siguiente subseccién se extiende el desarrollo anterior para un medio viscoelastico tridimen-
sional.

1Teorema de Leibniz

d b(a)
do

a(a)

 db(a) da(a) by
f(z,a)de = Wf(b(a):a) - Wf(fl(a)va) + /a(a) Ef(%a)dw-
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3.1.4. Formulacién 3D

Con la introduccion de las variables aneldsticas en la seccién 3.1.3 se cambiard la formulacion de
un medio viscoeldstico en 3D, Ecuacion (3.2), para evitar el célculo de la convolucién. Cada una de
la integrales de la Ecuacién (3.2) tienen la misma forma que la Ecuacién (3.3) que corresponde al
caso 1D. Para cada integral se modela su reologia como la de un CGM-EK, de modo que tenemos
la superposicién de dos CGM-EK para nuestro medio isotrépico viscoelastico.

Se puede escribir cada médulo viscoeldstico de Lamé en el dominio de la frecuencia, ver Apéndice
A, como

Aw) = Mo (1 - zn:Yﬁwlilw) (3.30)

=1

- L wi
pw) = pu (1 R W) ; (3.31)

=1

donde Ay y pp son los pardmetros de Lamé sin relajamiento que corresponden a la respuesta elastica
instantdnea del material viscoeldstico. Por simplicidad, de ahora en adelante, se usard tinicamente
Ay o como los pardmetros de Lamé sin relajamiento en lugar de A, v p,, (para calcularlos revisar
el Apéndice B).

Para calcular los coeficientes anelasticos Yf‘ y Y}, ver Apéndice A, se deberian conocer los factores
de calidad para cada término de Lamé, Qi (w) y Q. (w). Pero en la practica sélo se pueden estimar
las factor de calidad para las ondas P y S, Q. (w) vy Qs(w) respectivamente, y definirlos en funcién
de los médulos viscoeldsticos de Lamé (3.30) y (3.31) utilizando (3.14) como

n

Q) =Y TG Wty gy

2 2
= wi +w

Para expresar a los coeficientes anelasticos con respecto a los parametros de Lamé A\ y p, primero
establecemos las siguientes relaciones entre las velocidades de las ondas P y S, a y 3 respectivamente,
con los parametros de Lamé

2 A+2u
(0% =
p
=\ = pa’—-2u
= pa® —2pp?
— pla? —28%), (3.32)

g o= =
(3.33)
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Ahora usando las Ecuaciones (3.32) y (3.33) se pueden encontrar los coeficientes aneldsticos para el
parametro A

YA = p(®Y —28°Y))
oy Y 25y
l pla? =27
A+2p I
_ P a 2 (P) B8
T M2u 2l A2 2u 1
Iz Iz Iz Iz
2#) 21,8
= (1+— Y- =Y
( ) T
y usando la Ecuacién (3.33) se pueden encontrar los coeficientes aneldsticos para el pardmetro p
Y4 o= o8y
pB?
=Y = =Y,
: pi? !
_ B
= v/

Para sustituir la integrales de la Ecuacién (3.2) con las funciones aneldsticas, se debe seguir exacta-
mente el mismo procedimiento de la seccién 3.1.3 a los médulos viscoeldsticos (3.30) y (3.31) para
obtener

t

/ Mt —71)0er(T)dT = e — A Z Yfl‘ kL (3.34)
¢

/ p(t — 7)o (T)dr = peg — p Z YECH (1), (3.35)
o0 m=1

donde las funciones aneldsticas estan definidas como
t
fnl(t) = wm/ et (7) epr‘”’"(t*T) d™m =1,---,n k,le{l,2,3}.
—00
Ademas cada funcién aneléstica tiene asociada una EDO

Gt + wnCEL(t) = wmew(t)  m=1,---,n kle{1,23}

Sustituyendo las integrales por los términos con las funciones anelésticas (3.34) y (3.35) en la relacién
esfuerzo-deformacion viscoeldstica 3D (3.2) se tiene

oij(t) = dijoreni(t) — 8ijorA Z Yl (t)

m=1
n

+ (k051 + O et (t) — (Binbi + dudjn)pen(t) D Ykt

m=1

= 0;0mAer(t) + (0idj1 + 010 ) er ()

— > " (Bi AV CRL () + (Bindju + Sadjn) pYECEL(E)), (3.36)

m=1

donde los primeros dos términos de la suma en la Ecuacién (3.36) estén relacionados a la respuesta
eldstica y el otro término a aneldstica. De modo que puede reescribirse la Ecuacién (3.36) como

0ij fo E O'U,
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donde
05 = 5ij5kl)\€kl(t) + (5ik5jl + (sil(sjk)ﬂekl(t)
o = = S 00NV ACE () + (B + 0udj ) HYECEL (D))
m=1

En la siguiente seccion se plantea a la ecuacion constitutiva viscoeldstica junto a la ecuacién de mo-
vimiento como un sistema hiperbélico de primer orden que sera discretizado en el siguiente capitulo.

3.2. Sistema viscoelastico hiperbdlico de primer orden

A continuacion se presentard como a partir de las ecuaciones involucradas para la modelacion de la
propagacion de ondas viscoeldsticas puede construirse un sistema hiperbdlico de primer orden que
resulta muy conveniente para un esquema de Galerkin Discontinuo.

Como el tensor de esfuerzos g es simétrico, se desarrollan tinicamente aquellos términos indepen-

dientes de g en funcién del vector de desplazamientos u a partir de la Ecuacién (3.36) para obtener

n

Op = Op(N 4 20)ug + Oyduy + O Auz — (A + 2uY) G + AV + AYVG)
=1
n

Oy = Oty + Oy(N + 20)uy + O huz — Y (AT + (AP + 2uY)GPY + AV ()
=1

0z = OpAug + 9yAuy + 0. (A + 2p)u; — Z()‘YZAQM + )‘YlAclyy + (AYZA +2uY) ()
=1

Opy = Oyy + Oppitty — Z 2uY ¢

=1
Opz = Ozpty + Oppiu, — Z 2MY2MCle

=1

n
Oys 0. pruy + Oypuz — Y 2uY' (7,

=1

que pueden agruparse y reescribirse de forma matricial como

] e

Tyy Uy Uy Uy n Clz ;
o . . ~
FA=0N | uy | +ON | uy | +N | u, | — Y A by | (3.37)
Ty Tl ou Yl u 1w = |
. -
Oz ? z Clmz

Oyz l
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donde
[ A+2u 0 0]
A 0 0
- A 0 0
ﬂm - 0 w0
0 0 w
0 0 0 |
[0 A 0]
0 A+2u 0
- 0 A 0
ﬂy B K 0 0
0 0 0
L0 0 ]
[0 0 A ]
0 0 A
< 0 0 A+2u
QZ - 0 0 0
w0 0
L0 w0
[ A} A2 A2 0 0 0 ]
A2 A A2 0 0 0
i - A7 A7 AL 0 0 0
= 0 0 0 A 0 0
0 0 0 0 A 0
0 0 0 0 0 A} |
Al = AV 2y
A =
Al = 2yl
o de manera compacta CcOomo
X A,
N 25

b= Y O H*Zn:
oc{z,y,z} 0 =1

Para factorizar las propiedades fisicas, las primeras tres filas de las matrices N requieren tener las
=0

mismas variables en cada columna. Se puede observar facilmente que las propiedades fisicas de las
primeras tres filas son las mismas en cada matriz N pero en diferente orden. De modo que para
=0

poder factorizar basta una combinacién lineal de las primeras tres filas. Se seguird la propuesta de
Benjemaa et al. (2009) donde, para el caso puramente eldstico, factoriza los esfuerzos normales a las
direcciones canodnicas con el auxilio de la traza y la parte deviatdrica del tensor de esfuerzos.
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De modo que en lugar de o, se usard la traza

Ozz + Oyy + 022
3

0. 252 0 0] [ v

= 49,[0 22 0] [uyJ

+0.00 0 2] | w,
s
C

n

_Z[ 3IAY  +2uY 3AY M 2uy) 3AY M 2y 00 0] G~
3 3 3 G
— !
=1 o

De igual forma se sustituird oy, por el componente zx del tensor de esfuerzos deviatérico

2030 — Oyy — O
r_ TT Yy 2z
T 3
Ou _(; 0 ] Ug
= +0,[0 = 20] Uy
+0.0 0 =% U
l.’L‘fE
yy
n lZZ
B [4u§fl“ 72{;3//‘ 72;??}3“ 00 0] Cl:cy
=1 Ly
!
Yz

Finalmente en lugar de o, se usard el componente yy del tensor de esfuerzos deviatorico

" _ —Ogzg + 20yy — O0zz
Tz 3
Ol =22 0 0] [uz]
= 40,/ 0 % 0
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Con la manipulacién algebraica propuesta, la Ecuacién (3.37) es equivalente a

g
vy
1 s [ ] [ ] | €
c=0:N | uy [+0,N | uy | +.N | u, | =Y A | 24,
S ] I e I B =
i
1
donde
[3A+2n g g ]
23—” 0 0
N o= | "3 00
0 0 u
L 0 0 0 ]
'0 3)\+2M O"
0 —:%“ 0
2
N = 0 23 0
Ty H 0 0
0 0 0
L O 0 B
r Qg (0 3AE2e 7
0 0 —ﬁ
N = |00 =%
= 0 0 0
w0 0
L0 w 0
AL AL A 0 0 0]
242 —A? A2 0 0 0
G | AT o2& & 0 0 o
=l 0 0 0 A} 0 o0
0 0 0 0 A 0
0 0 0 0 0 A} |
i AV + 2uY)
: 3
Az - 2uY}
: 3
FTT)
De esta forma se pueden facilmente factorizar las propiedades fisicas como
| &,
Ug Ug Uy n glzz
o=AT N fuy | +ON | uy | 0N |y _Zé by
T, Y u, | u, =1 ! CZM
i

)

(3.38)

(3.39)
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donde
(3229 0 0 0 0
0 2 0 000
A-l = 0 0 2 00 0
= 0 0 0 u 00
0 0 0 0 p 0
L 0 0 0 0 0 u
(1 0 0]
2 0 0
-1 0 0
a = 0 10
0 01
L 0 0 0]
[0 1 0]
0 -1 0
0 2 0
A =11 0 o
0 0 0
L0 0 1]
[0 0 1
00 -1
00 -1
A =1oo o
10 0
L0 1 0 |
AL Al A 0 0 0
242 —A2 —A2 0 0 0
A - | A 2 -4 0 0 o
= 0 0 0 24 0 0
0 0 0 0 24 0
| O 0 0 0 0 247
g - A2
! 3N+ 2
A7 = YM

La factorizacién pudo remover las propiedades fisicas de los términos eldsticos uinicamente pero en
los términos aneldsticos no fue posible por la relacion entre las propiedades fisicas y los coeficientes
aneldsticos en Aj}.

La Ecuacién (3.39) puede escribirse de forma compacta como

Ao= > 39&9& - Zélg, (3.40)
=1

oc{z,y,z}

_ 3 03 3 111
dondeA_ = diag (m, 200 2w u)'

Para obtener una ecuacién hiperbdlica basta con aplicar la derivada temporal a la Ecuacién (3.40)



32 CAPITULO 3. FORMULACION CONTINUA

tal que
2} (ég = ) WNu-> Ag
oc{z,y,z} o =1 !
=000 = Y N du-) Ad,
0e{z,y,z} =1
= Ao = Y Dol v — > A, (3.41)
oc{z,y,z} =1

Como se aplico la derivada temporal, la Ecuacién (3.41) involucra ahora a las velocidades v = O,u.
También al cambiar las funciones aneldsticas como Btg = £ . entonces la ODE asociada a £ ; seria

0hg, () + wig, (1) = widhe(t), (3.42)

donde

Oz
agvy
9z V=
+ %Uy)
vy + aawvz%

<
8

—~

HoFlode

9
vy + 8—va

N[ | Nl

SN

Finalmente para obtener el sistema hiperbélico ademads de la ecuacién constitutiva de la tierra (3.41),
se necesita la ecuacién de movimiento para rastrear la velocidad de particula

pov =V -a+f, (3.43)

donde p es la densidad del medio de propagacién y f es un vector de fuerzas externas.

Como para la ecuacién constitutiva (3.41) no se estd utilizando todo el tensor de esfuerzos g sino

al vector ¢ definido en la Ecuacién (3.38), es este mismo vector que se utilizard para la ecuacién
de movimiento (3.43). Entonces para recuperar los esfuerzos normales a las direcciones canénicas a
partir de ¢ se tiene

!
Oge = T+T

1"
Oyy = T+T

/ 1"
Ory, = T—T —T.

Separando los términos de la divergencia de la Ecuacién (3.43)

{am] [Uwy] [ax]

paty:(')w[ZZJ+8y[ZzZJ+8ZLasz+i.

Debido al cambio de variables introducido por la factorizaciéon de las propiedades fisicas, se tiene

T4 { Tuy ] { Oz ]

patyzé)z{ Oy J—&—By[T—l—T”J—&-BZ{ Oyz //J+i.

Oz Oy T—7 —7
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Introduciendo a o en la ecuacién anterior, esta puede escribirse como

paty:azﬁ Q+ayM Q“”azﬂ Q+i7
T y z

donde
1 1.0 0 0 01
M = 000 100
x |00 00 1 0]
[0 001 0 0]
M = 1 01000
v |00 00 0 1]
[0 0 0 01 0]
M = 0O 0 0 00 1],
z 1 -1 —1000J
o de forma compacta como
pou="3, O o)+ (3.44)
oc{z,y,z}

Las Ecuaciones (3.41) y (3.44) forman el sistema viscoeldstico hiperbdlico de primer orden que
modela la velocidad de particula y los esfuerzos en un medio con atenuacion intrinseca. Si se definen
las funciones

pov = V-(E(o))+f

=

o = V-( (y))—Zélgl. (3.45)
- =1

IR

En el capitulo siguiente se discretiza el sistema obtenido y las ecuaciones diferenciales ordinarias
asociadas a las funciones anelasticas siguiendo el método de Galerkin Discontinuo.
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En este capitulo se muestra de manera detallada el desarrollo matematico para discretizar, a través
del esquema numérico de Galerkin Discontinuo, el sistema viscoelastico hiperbdlico de primer orden.
De igual manera se presenta como resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a las
funciones anelasticas siguiendo el mismo esquema con una formulacién que preserva la p-adaptividad,
i.e. la eleccién arbitraria de elementos PO, P1 o P2 en el dominio discretizado.

4.1. Galerkin Discontinuo

Para resolver de forma numérica el sistema hiperbdlico (3.45), primero se requiere descomponer al
dominio Qen K elementos
K

Q~q,=|]JD, (4.1)

i=1

donde cada D? es un tetraedro de caras planas que forman una malla conforme. Se asume que ¢ y
v pueden aproximarse en estos tetraedros a través de interpolacion nodal en un espacio polinomial
por tramos

<

K
= p (D).
. ieij( )

Los espacios de funciones en cada i-ésimo elemento, P’ , es un base polinomial de orden N que se
=N

contruye por polinomios de Lagrange con d‘ nodos soporte. Para determinar el ntimero de nodos
soporte requeridos para una aproximaciénde orden N, se utiliza la siguiente férmula

N +1)(N +2)(N +3)

i (
d = 5 .

35
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Los polinomios de Lagrange pueden ser ordenados por elemento de forma matricial, de modo que si
el vector que queremos aproximar pertenece a R3 entonces se tendria

| A0 0 @b 00 gl 0 0]
gla={ 0 ¢l 0 0 ¢ 0 -~ 0 ¢ 0 |,
[0 0 ¢ 0 0 ¢4 0 0 SDZI‘J

donde cada columna de fi puede identificarse como un vector en el cual se debe identificar la

dimension en la que acttia el polinomio y su nodo de soporte. Para clarecer esto, las primeras tres
columnas de ¢* pueden identificarse por los siguientes vectores

o = l¢l 00"
e, = [0 ¢ 0]
o, =100 ¢ T,

y estos vectores pueden ser agrupados en una matriz como
i

ﬁi =[ % @n el

Siguiendo esta notacién el vector v puede aproximarse como

vi(z) = g o =Z<p§£ vl (4.2)

HM&

J

De igual manera se puede aproximar al vector ¢ como

QU

1

d;
c@=2.2e Z

H‘\c

(4.3)

.
H

Es fécil notar que la diferencia entre las aproximaciones (4.2) y (4.3) se debe tnicamente a las
diferentes dimensiones de los vectores v y g.

Para obtener la formulacién débil del sistema hiperbdlico (3.45), se multiplica por una funcién prueba
y después se integra sobre el volumen del elemento

[ @y = [ @) v @)+ f|av (4.4

/ (@;j)Téatng dv, (4.5)
vi o

[
S—
s
&8
e

donde 6 es una dimension elegida. Estas ecuaciones deben satisfacerse para cada funcién prueba
de un espacio de funciones previamente definido. Esta condicién de ortogonalidad con respecto al
residual asegura que el esquema numérico sea 6ptimo en este espacio de funciones prueba, ver (Reddy,
1998).

Si se elige el espacio de funciones prueba sea el mismo que el espacio de funciones base entonces
se tiene el método de Galerkin estandar, ver (Zienkiewicz et al., 2005). Cabe sefialar que el espacio
de funciones prueba no es el mismo para (4.4) que para (4.5) por las diferentes dimensiones entre
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los vectores v y ¢. Usando una regla de identidad de calculo’ las Ecuaciones (4.4) y (4.5) pueden
escribirse como

/ (féj)TpathV = / Vgpe 0)dV + V- (@(g)fgj)d‘/
; vi
i \T
/ (a,) L4V
/ (I )TABodV = — [ Vgl :G)dV + | V- (Glu)g) )dV
P A Vi o5 = Vi =\=/10j
- Z/ (f;J)Té §ldV'
=17V’ !
Aplicando el Teorema de la Divergencia se tiene
[ @prooeav = - [ Ve p@av+ [ () Eemds
Vi Vi i

| @) sav (1.6

/ _(géj)Téﬁtng = — _vgo,;g(y)dv+ / _
i Vi Si

_Z/ (),)A £av; (4.7)

donde S es la superficie del i-ésimo elemento y n es el vector normal unitario de S* que apunta
hacia afuera del volumen.

(g},

IR

(v)n)dS

En las Ecuaciones (4.6) y (4.7) aparecen los flujos de F(¢) y G(v) respectivamente, que van a ser

evaluados usando un esquema central por su propiedad no disipativa, ver (Hesthaven y Warburton,
2008). Ademds, asumiendo propiedades fisicas constantes por elemento, se pueden reescribir las
Ecuaciones (4.6) y (4.7) como

i i \TAq i _ i \T
p /w(%j) o'dV = V. Ele )dV+/W(<p9j) f

éi/i(féj)TatQidV = —/ Vgo;j :Q(yi)dV_ él/ (fzj)Tgl
% > / (9),)7 (G(v") + G(*))n™)dS, (4.9)

donde N es el grupo de elementos adyacentes al i-ésimo elemento, S** es la cara compartida entre
el i-ésimo y el k-ésimo elemento y n’* es el vector normal unitario de S* que apunta del i-ésimo
elemento al k-ésimo elemento.

Es importante senalar que los campos ¢ y v requieren unicamente la informacién de sus elementos

1Regla de identidad de célculo
Vo (Ls)=T:Vs+s (V- D),

donde T es un tensor y s es un vector.
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vecinos, que ilustran la naturaleza local de cualquier esquema Galerkin Discontinuo (GD). Esta
propiedad es muy conveniente cuando se quiera trabajar con discontinuidades, ver Parte II de la
tesis, y cuando se requiera computo en paralelo por el tamano del dominio.

A partir de ahora se trabajara cada término de (4.8) sustituyendo los vectores v y g por su respectiva
aproximacién nodal (4.2) y (4.3).

Para el término
P’ / (), ) o'V, (4.10)
Vi
con 0 =ux

di

o [ Tewav = o [ (@)Y AL iy

j=1

d’i
= pi/_Z[ ek 00 JpiL duydV
e

di

pz/, > %s@é(ig)l@t%d‘ﬂ
Vi
j=1

donde (I ); es la primer fila de la matriz I (Esta notacién para indicar una fila serd utilizada
3 3

posteriormente de manera frecuente).

Haciendo lo mismo con 8 =y y 6§ = z e incluyendo estos términos

o | P &
i it i _ i i i i
p /V | AL oy = /V 2 kL DV
=1 tﬂw;(%)s =1
atyzi -|
= pz/ [ PPl erpsl e el ] Ot dv,
vi 3 3 3 cos
atyzli
como esta ecuacién debe satisfacerse para cada funcién prueba, i.e. Vk € {1,2,...,d'}
Pl eienl e hepl
| PholL  phebl o pholl o -
2 / e ’ Clawat =g e Khas, @)
vi : : :
ii iI ii iI ii iiI
‘Pd,@lzg ‘Pd,@2:3 Pai¥q =,

donde K es la matriz de masa, definida por

Kt = /Vigpg.w;dv joref{l,2... . d,

y ©° es un vector con todos los vectores yz- ordenados de manera ascendente con respecto al subindice

j que representa al j-ésimo nodo de soporte (Esta notacién con el circunflejo para agrupar vectores
de forma ascendente serd frecuentemente usada).
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Para el término

| Vel E@)av. (1.12)
con 0 =ux

0 0 0 |:(Mc"\Mo' MgV

/ Chw Pry Pho
7 O 0 0 T y z

Sustituyendo ¢ por su aproximacién nodal (4.3)

0 0

[ SO}LCJ (P}f,y SOk: z —|
- I z%M Z%%M zw
k2 0 J
Aplicando la contraccién y volviendo a arreglar los términos

—/V,_ > Pha?i (B 1 +Z<Pky<pj (M )1 +Zwkz% (M )1o;dV. (4.13)

Por el momento solamente se trabajara con el término que involucra a M . De modo que el primer

T
término de la suma en la Ecuacién (4.13) puede escribirse como un producto interior de la forma

2]

—/ [ Pho?t(M )1 @l Wh(M )1 - @0 (M | [ 22 | qv.
ol
Haciendo los mismo con 8 =y y 6 = z e incluyendo estos términos
PPt N1 Ghoea (M 1 Pl (M
- CroPt(M )2 Phapo(M )2 - @M )2 | 5'dV,
U et )s aeh(M )y e Pl )s
o de forma compacta como
—/ [ Phaid @02 o Gloep M Jotav.

Como debe de satisfacerse para cada funcién de prueba se tiene

oM oM e o o M
5201 M s M 0 g M , ,
,/ v e v = (M ©g)s
O oPIM Pl M el o M
xT xT xT

donde g es la matriz de rigidez con respecto a x, definida por
x

&, = [ whetdv  Gre{iz..d).
Vi
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Haciendo los mismo con los términos que contienen a M y M en (4.13) se obtiene

y z
M ©ge
Ty Ty
_M ® él Ql.
De modo que al incluir cada término derivado del término (4.12) se tiene
- > (M e (4.14)
0 o
0e{z,y,z}

Para el término

| @rsav,
se debe evaluar la funcién vectorial f en los nodos de soporte del i-ésimo elemento para formar al
vector f i. Una vez con los valores de los nodos de soporte conocidos se sigue el mismo procedimiento
que se le aplic al término (4.10) para obtener

(L ®K"f . (4.15)

Para el término
|, @) (B + Elatntas, (1.16)

el espacio de funciones de interpolacion y de prueba es diferente al usado en las integrales de volumen
debido a que la integral de superficie opera con una dimensién menor. Sin embargo esta es la Unica
diferencia porque su construccion es igual y para distinguirlas se utilizara la letra ¢ para las funciones
de interpolacién y de prueba que se utilizardn para las integrales de superficie.

Por el momento, sélo se trabajard con el primer término de la suma en la Ecuacién (4.16), i.e

<.

/ ()T (M o', M o', M o )n*dS, (4.17)
Sik -

T 7 z
con f =x
/ [¢] 0 0)M o', M o', M o')n'dS.
ik

Sustituyendo ¢* por su aproximacién nodal (4.3)

d’ d’ d’
[T IINETE ST ST R-NTE ST T
' =1 =1 =1

Haciendo el producto interior y rearreglando los términos

/Sm (&) Z‘Wﬂ Zj» ﬂ Z‘Wy 7, (M ) Z@qﬁ In'*ds. (4.18)

X

Por el momento sélo se trabajara con el término que involucra a M . De modo que el primer término
x

en la Ecuacién (4.18) puede escribirse como el producto interior como

i
[ 2]
2
g2

x)l 1. ni*ds.

/ [OL(M )1 Gigh(M )1 - Gioi (M
ik z x
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Haciendo lo mismo con 8 =y y # = z e incluyendo estos términos
Ao (M )1 Giohns (M oo 9o (
¢z z (% ) ¢z¢2nzk( )2 ¢Z¢dl zk(
(bz 7 1k(£ ) ¢1¢z zk( )3 ¢Z¢db zk(

2

) &'ds,
|

lli lli lli

x

o de forma compacta

/ [ $ioing M ¢1¢2nsz e Gehing M )5S,
Sik z
Como se debe satisfacer para toda funcién prueba, i.e. VI € {1,2,...,d"}
it ¢inlkM PLosnM e QoM
b ¢1n”€M PROEnFM - Ghehiny M .
/ ® 1 5'dS.
gik : : L :
¢1” M ¢’1¢2nZkM SRR ékM

Factorizando con el producto tensorial
. -
nz ﬂ ® £Z Q’L’

x

donde F * es la matriz de flujo definida por

ik . __ i . i
fjr-/sm@ms irello. )

41

Haciendo los mismo con los términos que contienen a M y M en la Ecuacién (4.18) se tiene

y z
n;k ﬂy ® :Zz‘kéz'
nik M ® i@'k 5.
z
De modo que se puede escribir la Ecuacién (4.17) como

z Yy

z

(nyM +ny' M +nM )@ F4G!
x Y z

(EZk ® £’ik‘)§i’

donde

(p}

ik — § nékM .
0

oe{z,y,z}

(4.19)

Trabajando de la misma manera con el segundo término de la suma en la Ecuacién (4.16) se tiene

(Eik ® gik) )ék ,

donde gik es otra matriz de flujo definida por

g;i’:::/ Phords je{1,2....d'} ref1,2...,d".
Sik

(4.20)

(4.21)
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Es importante resaltar que la dimensién de Qlk no es necesariamente cuadrada dado que no existe

la restriccién de que dos elementos adyacentes tengan el mismo orden de interpolacion. Es esta una
de las propiedades mas ttiles de un esquema GD que permite establecer el orden de los elementos
de interpolacion de forma individual de acuerdo a criterios fisicos por su ubicacién espacial.

Finalmente la formulacién débil discreta de la Ecuacién (4.8) se obtiene incorporando los términos
obtenidos, (4.11), (4.14), (4.15), (4.19) y (4.20), en una sola expresién como

PL KNI = = 3 (M eg)d'+(L ©k)f
oc{z,y,z}
1 ) L ) )
+3 2 IB* 0 EMe + (2" @ g*)e". (4.22)
keN‘

Siguiendo el mismo procedimiento para la ecuacién hiperbdlica constitutiva (4.9) que se hizo para
la ecuacién hiperbdlica de movimiento (4.8) se obtiene

n

WeL)s = - 3 (W o) - (A ek
oc{z,y,z} =1
1 ) L ) )
+5 D@ e £ + (2" @ g™, (4.23)
kEN?

donde gik = ZGE{-’L‘,’{J,Z} n’bekﬂe

Finalmente para la integracién del tiempo de (4.22) y (4.23) se usa un esquema leap-frog explicito
de segundo orden que permite el computo alternado de la velocidad y los esfuerzos en cada medio
paso de tiempo

Ry s ie M @), + (L oK)f
P &) =7 = = > W eg)s, + (L eK)f
oc{z,y,z}
1 ) . . ) )
+5 D (B* 0 EN)a, + (B* ©d")a,) (4.24)
keN?
i i éﬁn — O-fn RPN’ - i i
Wok)==m=" = = ) W @), —> @ak)
oc{z,y,z} =1 )
1 ) o ) )
+5 2 QYO EN ),y +(QF 0 g, ] (420)
kEN?

donde el subindice m indica el paso de tiempo. El orden de la aproximacién del esquema temporal
es igual al mdximo orden del espacio de funciones espacial, que es de orden 2 (P2), propuesto en
(Etienne et al., 2010) por representar una buena opcién considerando la relacién costo-rendimiento.

A continuacion se presenta como discretizar con un esquema de Galerkin Discontinuo las EDO’s de
las funciones anelasticas. Esta formulacién permite resolver las ecuaciones en elementos PO, P1 y
P2.

4.1.1. Coémputo de las funciones anelasticas

Hasta ahora no se ha explicado como calcular los vectores & ; que determinan la respuesta anelasti-
S
ca de cada [-ésimo mecanismo de relajacién para el i-ésimo elemento. Para conocer su valor en cada
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medio paso de tiempo m + % se resolvera la EDO asociada (3.42) con el mismo esquema de GD.

Para aproximar las funciones aneldsticas se seguird la misma estrategia propuesta para ¢’ en la
Ecuacién (4.3) tal que

d;
=2 28 = 2 LSy (4.26)

Para obtener la fomulacién débil en cada elemento, se multiplica a la Ecuacién (3.42) por una funcién
prueba y se integra sobre el volumen del i-ésimo elemento

i \T % _ i \T i i
/Vi (fej) 8t§ldv - vi (997) [_wlﬁl + wl8t§ ] dv,

donde 6 es la dimensién elegida. Si se utiliza la aproximacién (4.26), elige el método de Galerkin
estdndar y se sigue el mismo procedimiento elegido para la Ecuacién (4.8) se obtiene el siguiente
sistema

(£ @ Ko:€

§ = —all ©K)(E - 0. (4.27)

Si se aproxima @g con diferencias finitas hacia adelante, se puede resolver (4.27) en cada medio
paso de tiempo como

— O,

L.
7”—2

(4.28)

Resolviendo (4.28) para cada [-ésimo mecanismo de relajacién se puede aproximar el valor de cada
funcién aneléstica en cualquier parte del i-ésimo elemento en el paso de tiempo m + % Sin embargo
por las derivadas espaciales involucradas en atgj'n_ 1 esta formulacién no podria utilizarse para una
base de funciones constante PO, i.e. una aproximacién de Volumen Finito. Como los elementos PO
son muy econdmicos numéricamente, pueden ser muy utiles para algunos problemas dependiendo
de las propiedades fisicas del medio. De modo que es conveniente reformular la EDO (3.42) para
permitir elementos P0. Para lograrlo se reescribird al vector d.e como
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donde
1 0 0 ]
0 0 0
0 O 0
Qx - 0 05 O
0 0 0.5
10 0 0 |
0 0 0 ]
0 1 0
0 0 O
Qy - 05 0 0
0 0 O
L 0 0 0.5 |
) 0 0]
0 0 0
0 0 1
QZ o 0 0 O
05 0 O
L 0 05 0 |

o de forma compacta

Si se define la funcién

entonces puede escribirse ;e como la divergencia de (4.29)

Ohe =V - (H(v))-

De modo que la Ecuacién (3.42) puede reescribirse como

3t§l + Wlél =wV- (g(y))

(4.29)

(4.30)

Para obtener la formulacién débil, se multiplica (4.30) por una funcién prueba y se integra sobre el

volumen del elemento

/V (féj)T [Btg +wl§§] dV — /

Vi

(eh,) |V - (E(w)]

donde 6 es la dimensién elegida. Como se indicé previamente se puede seguir el procedimiento
realizado a (4.8) y aproximar a 0;§, con el método de diferencias finitas hacia adelante para obtener

~ AT

§z N gl

; m+1 tm-1 . Af
I K B B ) % —w
- RIS

6 At = mo1

1 % ik AT 7 ik ~
+(.«Jl§ Z [(Ek ®£ k)ym+% + (Ek ®g k)gfn+%]a

keN?

donde Eik = Zé’e{x,y,z} nékO
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En esta formulacién para elementos PO la evoluciéon de las funciones anelésticas se presentard, a
diferencia que en el esquema anterior (4.28), por los flujos numéricos a través de las fronteras de los
elementos.

En el siguiente capitulo se detalla la inclusiéon de condiciones de frontera libre y absorbentes en un
esquema de Galerkin Discontinuo. Estas condiciones son esenciales para la simulacién de escenarios
sismicos a una escala regional.
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Existen dos tipos de condiciones de frontera que usualmente se utilizan en la simulacién de escenarios
sismicos: de superficie libre y absorbentes. Estas tltimas han sido extensamente estudiadas por
la dificultad numérica que implica la propagacién de ondas sismicas en un medio acotado, i.e.
escalas regionales y locales. A continuacion se explicard la implementacion de estas condiciones en
un esquema de GD.

5.1. Superficie libre

A pesar de que nuestro esquema GD se construye a partir de la formulacién débil, la implementacién
de la superficie libre resulta un poco més complicada que en otros métodos basados en la misma
formulacién, como el método de Elemento Finito (MEF) y el método de Elemento Espectral (MES),
donde basta con eliminar un término de la formulacién débil. Esta diferencia se debe esencialmente
al método escalonado propuesto donde se intercalan los calculos de las velocidades y los esfuerzos
en cada medio paso de tiempo, ver las Ecuaciones (4.24) y (4.24).

En la superficie libre se pide la continuidad en el campo de velocidades pero de igual forma se debe
anular el campo de esfuerzos. De modo que para todas las caras localizadas en la superficie libre,
se utiliza una condicién explicita en el flujo. Para lograr esto se crean elementos virtuales que son
las imagenes espejo de aquellos elementos interiores que contienen a la superficie libre. En estos
elementos virtuales, se impone el mismo campo de velocidades y el campo de esfuerzos opuesto
que aquellos del elemento interior correspondiente. Como puede notarse esta estrategia es similar a
aquella utilizada en los métodos de Diferencias Finitas (MDF).

47
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5.2. Fronteras absorbentes

Para poder simular un medio infinito, se requieren aplicar condiciones absorbentes a lo largo de
los limites del modelo numérico. En los tltimos 30 afios, numerosas técnicas han sido desarrolladas
para este propdsito: capas amortiguantes (Cerjan et al., 1985), condiciones paraxiales (Clayton y
Engquist, 1977; Engquist y Majda, 1977), condiciones optimizadas (Peng y Toksoz, 1995), etc. Sin
embargo aquellas condiciones locales exhiben un comportamiento malo bajo algunas circunstancias,
e.g. reflejan grandes cantidades de energia espuria cuando la incidencia de ondas es casi paralela a
la frontera o emisién de energia de bajas frecuencias a cualquier angulo de incidencia. Por otro lado
las condiciones no-locales son dificiles de implementar y muy caras numéricamente.

Para el estudio de los fenémenos electromagnéticos, Bérenger (1994) introdujo para las ecuaciones
de Maxwell las estratos perfectamente acoplados (PML por las siglas en inglés de “Perfectly Matched
Layer”). Las PML en su formulacién continua cuentan con la notoria propiedad de no tener reflexién
alguna para cualesquiera angulo de incidencia y frecuencia. Esta formulacién ha demostrado ser muy
eficiente con respecto a formulaciones anteriores y se ha vuelto muy popular.

A continuacion se presentaran las condiciones PML y una posterior modificacién de estas condiciones
llamadas estratos perfectamente acoplados convolucionados (CPML por las siglas en inglés de “Con-
volutional Perfectly Matched Layer”) con base en los trabajos (Collino y Tsogka, 2001; Komatitsch
y Martin, 2007). Finalmente se ilustra el desarrollo numérico para la incorporacién de las CPML
para nuestro esquema GD propuesto por Etienne et al. (2010).

5.2.1. Formulacion PML clasica

La ecuacién diferencial de onda elastica puede escribirse como

pdiu =V - ( : Vu) , (5.1)

Il

donde u(z,t) es el vector de desplazamientos, ¢ es el tensor eldstico y p es la densidad.

Se cambia la Ecuacién (5.1) al dominio de la frecuencia aplicando la transformada de Fourier

:VU>,

donde w es la frecuencia angular, u(z, w) es el vector desplazamiento en el dominio de la frecuencia.

([

—pu=V- (

En el caso de un medio homogéneo, se tiene la solucién como una onda plana de la forma

u=Aexp ik,

donde A representa la amplitud y polarizacién de la onda plana, k = k12 + ko + k32 es el vector de
onda y z = x& + yy + zZ es el vector posicion.

Ademas, si el medio es isotrépico se puede hacer la siguiente distincién
» Para las ondas P de velocidad o se cumple que A x k =0y k = (k? + k3 + kg)% =w/a.

» Para las ondas S de velocidad § se cumple que A-k=0y k =w/(.
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Dominio

principal PML

=Y

;

Figura 5.1: Esquema del dominio principal y el estrato PML.

El estrato PML consiste en la continuacién analitica de las coordenadas reales en el plano complejo.
Considere una region PML como la que se muestra en la Figura 5.1 contenida en = > 0 con un vector
normal a la interfaz denotado por n. Se incorpora una nueva coordenada compleja & expresada en
términos de un perfil de amortiguamiento como

Z(zx)=a— ‘ /Om dg(x)ds, (5.2)

w

donde d, es una funcién de amortiguamiento. Derivando la Ecuacién (5.2) con respecto a z

0F or 1 9 [”
— = — - —— dz(s)d
0x Jr wox J, (s)ds
Applying the Leibniz Theorem
i
= 1——d,
2 du(w)
_iw A dy ()
N iw ’
Si se define ] J J
iw iw
entonces se puede escribir al operador diferencial como
0 10 1

Oz = == ——— = —0,. 5.4

0% sy 0t sy (5-4)

A continuacién ser mostrard como reescribir la Ecuacién (5.1) en funcién de las nuevas coordenadas

(Z,y, z). El operador gradiente V puede dividirse en término de los componentes perpendiculares y
paralelos a la superficie

V =hd, + V”, (5.5)

donde 9, = 2~V es el componente perpendicular del gradiente y V/ = (I —nn)-V es el componente

paralelo del gradiente.

La Ecuacién (5.1) puede escribirse con la formulacién clésica esfuerzo-velocidad de primer orden
como

<

pou =
atO' =

'z

: Vo,

I e
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o en el dominio de la frecuencia

wpy =

<
(S]

wg =

Il
<
IS

iwpy = 10, o+ v//.g

w

(S}
Il
T
I3
&
<
_|_
o
4
3
=
=

Ahora se puede reemplazar el operador diferencial de x con aquel de & para obtener
iwpp = ndz-a+V'-g

iw :n0zv +c: V. (5.7)

(S
I
I 1o

I

En el dominio principal, las Ecuaciones (5.6) y (5.7) son equivalentes dado que d, = 0. Pero en la
regién PML, la Ecuacién (5.7) tiene como soluciones ondas planas que decaen exponencialmente de
la forma

—i(keZ+kyy+hz—wt) _ Aexp—i(km (m—; foz dm(s)ds)+kyy+kzz—wt)

Aexp

= Aexpﬂ@!*m) exp” © Jo dm(s)ds’

, . —ka [T g (s)ds . . . ., .
donde el término exp <« Jo (945 o5 o] coeficiente de decaimiento en la direccién = que es inver-

samente proporcional a la frecuencia angular w. Es importante recalcar que como el coeficiente de
decaimiento dependen de la direccién de la propagacién de ondas, el amortiguamiento sera mayor
para aquellas ondas cuya incidencia es casi normal. También vale la pena destacar que el coeficiente
de reflexién entre el medio y la region PML es exactamente cero sin importar su angulo de incidencia
o frecuencia debido al perfecto acoplamiento entre ambas regiones, por lo tanto el nombre de estratos
perfectamente acoplados.

Para reescribir la Ecuacién (5.7) en términos de z, se utiliza la definicién del operador diferencial
(5.4) tal que

1
iwpr = A—0,-a+V"' g
~ 1 "
wo = c:n—0v+c: V. (5.8)
- = Sz =

Si se dividen los campos de velocidades y esfuerzos como
v o= vl +o?

g = d'+d°,

entonces se pueden dividir las Ecuaciones (5.8) para obtener

1

iwpr' = —h-0,a

Sy =
zprQ — v// . g
1

iwg' = c:n—0v
a c:h
2 (5.9)

£

(5]

|

I s
<1
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Aplicando la transformada inversa de Fourier se pueden enviar las Ecuaciones (5.9) al dominio del
tiempo como

(O +dy)pv' = 70, g
ath2 _ v// g
(O +d)g' = c:ndyw
atgz =

[ lie}
4

Estas ecuaciones modelan la propagacién de ondas eldsticas en una regién PML en su formulacién
clasica de primer orden. A pesar de tener ventajas sobre otros esquemas cuenta con dos problemas,
el primero es que requiere la particién de los campos con respecto a la geometria de la interfaz y el
segundo es que después de la discretizacion su eficiencia se vuelve muy pobre cuando la incidencia
es casi paralela a la interfaz. A continuacién se presentard una versién de las PML que ataca las
desventajas de la formulacién clasica.

5.2.2. Formulacion CPML

Esta version fué introducida por Roden y Gedney (2000) y consiste en reescribir la formulacién de
la PML como una convolucién en tiempo para después sustituirla por la inclusién de variables de
memoria. Esto tltimo con el objeto de evitar problemas con los limites de almacenamiento y un
pobre rendimiento. Ademaés no se requerird la particién de los campos de modo que el computo de
las velocidades y de los esfuerzos no serd modificada.

La idea principal consiste en hacer una eleccién mas general para s,, de modo que ademés del perfil
de decaimiento d, se incluyen otras dos variables reales a; > 0y s, > 1 tal que

da

oy + 1w

(5.10)

Sy = Ky +

Note que cuando k; =1y a, = 0 se obtiene la definicién para s, previa (5.3).

Como la definicién (5.10) depende de la frecuencia, cuando regresa al dominio del tiempo se obtiene
una convolucién temporal en cada derivada espacial modificada

FH0; = siagg} = 0z = 5,(t) * 0,.

Reescribiendo la Ecuacién (5.10)

r 1 _ 1
_ 1
N 2 (dg /Ko t0a+iw)
Ko (de /Kot 0q+iw)—dg
_ Hw(dz/ﬁm"‘raaj—l—iw) _di 1
K2(dy )l + ap +iw) K2 (dy/le + Qg +iw)
1 d 1

ke K2 (dg/kg + 0g) + iw’
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y utilizando las siguientes propiedades de la transformada de Fourier

FH1} = 6(t)
FH1/(iw+a)} = exp™® H(2),

se obtiene el siguiente valor de 5,
5.(t) = — — —H(¥) exp~ (de/Rotaz)t
Si realizamos la siguiente definicién
dCE —(dg /Katag)t
Go(t) i= =L H(p) expr /st

x

entonces 0z puede escribirse como

0z = / o) 0. (t — 7)d7 + / —d—;H(t) exp”~de/Rataa)t g (t — 7)dr
— Rz —00 x
1

Roden y Gedney (2000) demostraron que la convolucién temporal en (5.11) puede llevarse a cabo de
forma recursiva con el uso de variables de memoria definidas por

% = Ca: * 8z

Esta variable de memoria ), serd relacionada a una EDO, de la misma manera como se hace con las
funciones anelésticas (ver la seccién 3.1.3). Debido a la propiedad conmutativa de la convolucién,
1, puede escribirse como

/ (0z)" {*df;ﬁH(t) expf(dw/“r+%)(t*7)} dr
Kw

— 00

NOTA: El superindice de (9,)” indica el instante de tiempo en que debe aplicarse el operador.

(o) dg;
= /0 (0)7 {7’?2 exp*(dx/"‘””*%)(t*ﬂ} dr.

Aplicando la derivada temporal a la Ecuacién (5.12) se tiene
d t

0a(t) = —20 [ (0.7 expr(de/eren - gy
0

Aplicando el Teorema de Leibniz

t
= —;l:% |:(8I)t eXp_(dz/’{z"r(Xm)(t_t) + / at(aw)T exp_(dm/ﬁm‘i‘am)(t_T) dT:|
T 0
d ¢ d
= L0 — (efra ) [ @) |~ expr@elren )y
Rz 0 Rz
dy
= _Kﬁ(am)t — (da /R + o )he ().

T

Se podria pensar que como la formulaciéon de un medio viscoelastico y de una regién CPML son
muy similares se podria utilizar cualquiera de estas para cumplir ambas tareas. Sin embargo esto

(5.12)
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no es posible, primero porque el origen de las formulaciones es totalmente diferente dado que para
un medio viscoeldstico se busca encontrar aquel modelo reoldgico que atenue las ondas de acuerdo
a las propiedades fisicas del medio y los esfuerzos son el tnico campo alterado. Por otro lado para
una region CPML la idea es usar un sistema coordenado complejo para incluir un factor de amor-
tiguamiento a ambos campos, velocidades y esfuerzos, sin reflexion entre la regién principal y la de
amortiguamiento. Ademas si fuera posible extraer el médulo viscoelastico a partir de la formulacién
CPML, no se podria decir que este modelo es reolégicamente realista, ademéas de que no seria posible
relacionarlo con los factores de calidad de las ondas P y S.

A continuacién se presenta como incorporar las CPML en el esquema de GD desarrollado anterior-
mente para la propagacién de ondas para poder utilizarlo en escalas regionales.

5.2.3. Incorporacién de CPML en un esquema GD

En la seccién previa se introdujo la formulacién CPML cuando la interfaz es el plano yz, pero se
debe generalizar para considerar los otros dos planos ortogonales. Se debe recordar que la funcién de
amortiguamiento es aplicada unicamente a la derivada espacial relativa a la direccién perpendicular
de la CPML. De modo que la funcién de amortiguamiento, previamente definida en (5.10), se puede
escribir como
de
Sg =Ky + —— Vo € {z,y, z}.
o o g + 1w { Y }

Para definir el perfil de amortiguamiento dy se sigue el trabajo de Collino y Tsogka (2001), el cual
varia de 0 en la entrada de la regién a su valor maximo dg s« al final de esta como

2
d9 = dGméx (670) Vo e {(E,y,Z}
Lopmr
log(Recocys)
d mix — Vp———= Vo 'Y )
0 3Vp Y. € {r,y,2}

donde dy es la profundidad del baricentro del elemento dentro de la CPML, Lopasy, es el grosor del
estrato absorbente y Rcocf5 es el coeficiente de reflexién tedrico.

Etienne et al. (2010) eligieron Reoefr = 0.1%, kg = 1 y ag que varfa de un valor de mdximo
(g max = 7fo) a la entrada de la CPML y cero en su fin. Con esta eleccién, las derivadas espaciales
en la region CPML serian reemplazadas por

8@ — Oy + C@ * Og, (513)
con las variables de memoria definidas como

’(/JHZCQ*aQ Vee{x,y,z},

y su respectiva EDO
Oibg = —dgOp — (do + cp)pe VO € {x,y,2}.

Como debe introducirse una variable de memoria por cada componente del campo de velocidades y
de esfuerzos y pensando en la formulacién previa (3.45), se definen los siguientes vectores

1/)9(2) = (¢9(Um)a¢6(vy)v¢0(vz))T Vo € {ZL’,y,Z}

Yola) = (Wo(r),o(r), Yo (7"), Yo (0ay), Yo (022), Yo (0y2))-
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Si se cambian las derivadas espaciales incluidas en la divergencia del sistema (3.45) por aquellas
definidas en (5.13), se obtiene el siguiente sistema

pow = D>, Moyt Y, My,o)+f

Oe{z,y,2} oe{z,y,2}

éatg

|
i\
S
1=
C
£
1=
@

izf, (5.14)

y ademds de las EDO relacionadas con las funciones anelésticas, se requiere incluir las siguientes
EDOs que corresponden a las variables de memoria

Oiby(@) = —doda(e) — (do+ o), (o)
O, (v) = —deOp(v) — (dg + cp),(v) Vo € {z,y,z}. (5.15)
Ahora se incorporaran los términos nuevos relacionados a las variables de memoria del sistema
(5.14) en el esquema GD compuesto por (4.24) y (4.25). Primero se desarrollarén los términos de las

variables de memoria relacionados al campo de esfuerzos que aparecen en la ecuaciéon de movimiento
dados por

> M y(o). (5.16)

oc{z,y,z}

Para obtener la formulacién débil se debe multiplicar por una funcién prueba y después integrar
sobre el volumen del elemento

> / ()" M :é(g)dV.

oc{z,y,z}

Trabajando con el primer término de la suma ©= z y con la eleccién de la dimension 0 = z
i \T
[ )r v @y

Sustituyendo %x(a) por su aproximacién nodal’

di
/ (o )M Zwl v /[ P, 0 0 ]ﬂxzwé%y;j(g)dv
]:

di
| et s @)av.
Vi j=1 z

Haciendo lo mismo con 8 =y y # = z e incluyendo estos términos

Py [ ‘Pk@g(ﬂ )1 -| di
/Z ‘PWJM vl (0)dV = /_Zwiwéﬂ vl (@)aV
@k%(ﬂ )3 V=1 ’
{ v, (@) ]
= /,[ L P e VT A %2:@
! (o)

1Esta aproximacién nodal seré exactamente igual a la realizada para ¢ en la Ecuacién (4.3).
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Como debe satisfacerse para cada funcién prueba, i.e. Vk € {1,2,...,d*}
PAM M i M ¢ (o)
. Tz A o i Fr1\=
Pop1 My M g M ¥, (9) L

oM PhiM - Pl M ¥, 4:()
x T x
donde K es la matriz de masa previamente definida en (4.12). Haciendo el mismo procedimiento con

los otros términos de la suma (5.16) cuando ©= y y ©= z se tiene
M oK'V, (0)
M @ gfz (o).
Juntando todos los sumandos se tiene
> My = > ( K, (o) (5.17)

oc{z,y,z} oe{z,y, z}
Formulacién continua Formulacién GD.

Para la misma suma pero de las variables de memoria de la velocidad se puede seguir el mismo
procedimiento para obtener

> Ny = Y (N oK) (5.18)
oe{z,y,z} oc{z,y,z}
Formulacién continua Formulacién GD.

NZ

Estos nuevos términos difieren ligeramente de aquellos presentados por Etienne et al. (2010) pero
son equivalentes porque ellos hacen la aproximacién nodal con M ’(/J; mientras que en el desarrollo
=7

anterior se optd hacer la aproximacién con las variables de memoria 1/);.

Para resolver las EDO’s relacionadas con las variables de memoria, se desarrollard la formulacién
propuesta en (Etienne et al., 2010) con un esquema GD. Primero se trabajard con las ecuaciones
asociadas con las variables de memoria de los esfuerzos dadas por

8@9(@ = —dydy(c) — (dp + ag)ye(g) Vo € {z,y,z},

cuya formulacién débil es

/ (95,)" 0t (@)dV = / (e5,)" [—djde(0) = (d + af)v,(@)] dV; (5.19)

donde © es una dimension elegida y 8 € {x,y, z}. Integrando por partes se puede reescribir (5.19)
€omo

~dy+)) [ (e aV (520)

Para obtener el esquema GD se trabajard con cada término de la Ecuaciones (5.20) sustituyendo los
vectores ¥, (o) y 1, (v) por su aproximacién nodal en la misma manera que se hizo con los vectores
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oy uven (4.3) y (4.2) respectivamente. Después con las funciones de prueba en la formulacién débil
se cumple la condicién de ortogonalidad. Mucha de la nomenclatura que se usara y la definicién de
algunas matrices no seran dadas por encontrarse en la seccion 4.1.

Para el término

| (b o e)av
con © =1
/ (£),) Oy (a)dV = / ()" Z @;%@ﬂm (a)dV
7 Vl ]:1
-/ Sk 000 0 01510,V
= / Z R i 3t£2j(g)dv
Haciendo lo mismo con © =2,0 =3,...,0 =6 e incluyendo estos términos
|V Sok@](i ) -|
d’ (pkw] (i ) i d' .
/Z . Oy (2)dV = /iZwMi ity (@)dV
j=1 ) .: j=1
PP (£6)6
{ 8t¢91(g) -|
i 0 i 8”/} (U)
= / il <Pk901£6 @k‘?2£6 Prpal ] o dv.
81‘@2& (7)
Como debe satisfacerse para cada funcién prueba, i.e. Vk € {1,2,...,d'}
wpll solcpzl %@di
wpll sochzl wpdi L
/ . VO (@) = I © K'0uy (o). (5.21)
%@11 %%I sailmﬁpiﬁ
Haciendo exactamente el mismo procedimiento con el término
~dy+ab) [ ()T (v,
se obtiene la formulacién discreta
. . i i
~(dy+ AL )y (). (5:22)

Para el término

/ L((%so@k) adV, (5.23)
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con ©®© =1

di
& [ @) eV = & [ @ug )T e gy
Vi Vi =

.
dé/V_Z[ “ho 0 0 0 0 0JpiL g3dv
74]71

dl
= dé/V_sz,e%(iG)lo;dV (5.24)
it

Haciendo lo mismo con © =2,0 =3,...,0 =6 e incluyendo estos términos
902,9903‘ @6)1
©h.0%5 (£6)2

4[>

.
v = dy [ Y eleeil oidv
: V’Lj:1 6
%02,0%@6)6

;
| 2]
‘'
g2

= dg/ [ ChoPiL  Phoesl o Ghevul || T | av.
Vi 6 6 6 :
Qili
Como debe satisfacerse para cada funcién prueba, i.e. Vk € {1,2,...,d*}
[ ‘Pie%ﬁiiﬁ @i,a@éiG sﬁi,e%iﬁ
. PooPiL  Phewdl b gl o o
p / 6 6 6 | dve' =d)I @&'6". (5.25)
Vi : : . G 0
@Zi79@§£6 ‘Pfiae‘Péiﬁ 9031',9%%
Para el término
—dj /S (95, anedS, (5.26)
se usard un esquema central para su evaluaciéon como
1 . , .
—~dy > / (¢, (@' + " )ngtds. (5.27)
keni /5"

Por el momento, se trabajara iinicamente con el k-ésimo vecino y el término que contiene ¢°, i.e.

ny A . (65" a'ds, (5.28)

con © =1

di
i [ Garetas = nif [ @)Y 6L olas
Sik Sik =1 6
_ "3k/s.kz[ ¢ 0 0 0 0 0141 ojds
"

p
= ny / D iei(L )rgtdS. (5.29)
sik 6
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Haciendo lo mismo con © =2,0 =3,...,0 =6 e incluyendo estos términos
oy @ )1 -I
s (i 2 |
/Slk Z : oidS = / ZWM aidS (5.30)
$195(L o
]
i i i i i bi b
= nik [ o101 L Pyl - ¢l¢di£ ] . ds.
K 6 6 6 :
gik :
Qili
Como debe satisfacerse para cada funcién prueba, i.e. VI € {z,y, z}
i ﬂﬁ ¢§¢§£6 ¢7i¢2li£6
| GOl L e Gl .
né,k/ o6 o0 -6 1 dss’ =n) (I ® F*)g! (5.31)
ik . : B :
zL i T ii i T z'i iiI
¢d (bl:(i d ¢2:6 divd =6

Trabajando de la misma manera con el término que contiene ¥, en (5.27), para k-ésimo vecino se
tiene

nék(:6 ®g*)e". (5.32)

Juntando los dos términos del flujo, (5.31) y (5.32), y aplicando la suma de la Ecuacién (5.27) sobre
todos los vecinos 1
—dps Y (L ®EM)e' + (L ©G™)5"). (5.33)
2 _ 6 6
keN'
Entonces a partir de la formulacién débil (5.20) se obtuvieron para cada uno de los términos su
formulacién discreta, (5.21),(5.22),(5.25) y (5.33), que al incorporarlos todos se obtiene

(L @KYowb,(0) = dil @E'6 —dps Y niflIl @ EM)e' + (I ®G™)s"]
6 — 6 0 2 6 6
keEN?
~(dy+ o) (L KN, (0) VO € {a,y,2). (5.34)

Si se trabaja en la misma forma con las EDOs relacionadas con las variables de memoria de (5.15),
i.e. obtener la formulacién débil y después su esquema GD, se obtiene

(L, 2 KN, (v) = &L ©€0"—dys > nyfl(L @ £%)0" + (L @ G™)']
- 3 0 2 3 3
kEN?
—(dy+ap) (L @ K)y() VO E {r,y,2). (5.35)

Finalmente para incorporar regiones CPML en nuestro esquema GD basta con incluir los términos de
las variables de memoria (5.17) y (5.18) en las ecuaciones hiperbdlicas (4.24) y (4.25) respectivamente.
Y para calcular las variables de memoria de los esfuerzos y las velocidades en cada paso de tiempo
deben resolverse las EDOs (5.34) y (5.35) respectivamente.



Capitulo 6

Articulo: 3D Anelastic Wave
Propagation with an hp-Adaptive
Discontinuous (alerkin Method

NOTA: El articulo que se presenta a continuacién sigue el formato requerido para su publicacion.
De modo que cuenta con su propia bibliografia y las referencias de las ecuaciones y figuras son con
respecto al cuerpo del mismo. En el articulo se obvian los pasos detallados en los capitulos anteriores
de la primera parte de la tesis. Ademas se incluye el anélisis de convergencia del esquema propuesto
y otro analisis sobre el efecto que tiene el engrosamiento de la malla.

6.1. Resumen

Un tépico importante que debe tratarse para la simulacién de la propagacion de ondas sismicas es la
atenuacion intrinseca del medio. En este trabajo se presenta cémo puede introducirse facilmente la
respuesta viscoeldstica del medio en un esquema de Galerkin discontinuo (DG-FEM) hp-adaptativo
que fue previamente formulado para la propagacién de ondas eldsticas por Etienne et al. (2010). El
efecto aneldstico se calcula de acuerdo a los factores de calidad, definidos sobre un rango de frequen-
cias de interés. La aproximacion utilizada consiste en evitar la relacién de convolucién presente en la
ecuacion constitutiva viscoelastica con el uso de funciones anelasticas propuestas por Kristek y Moc-
zo (2003). La evolucién temporal de cada funcién aneléstica estd relacionada con su propia ecuacién
diferencial ordinaria (EDO) tal que la p-adaptividad, i.e. diferentes érdenes de aproximacién entre
elementos adyacentes, usada en DG-FEM se preserva. Para verificar la implementaciéon computacio-
nal del modelo se resolvié el benchmark viscoelastico LOH3 del Southern California Earthquake
Center (SCEC) (Day et al., 2003) y se comparé la solucién con la solucién semi-analitica obtenida
con el método de onda discreto llamado AXITRA (Bouchon y Coutant, 1994). En la comparacién, en
lugar de tratar de aproximar un factor de calidad constante, se usé el mismo médulo viscoelastico en
DG-FEM y en AXITRA, para que las diferencias entre las soluciones no se deban a la aproximacién
del factor de calidad, sino a la precisién del esquema numeérico. Para el andlisis de convergencia,
también se resolvié la versién eldstica de LOH3 llamada LOH1 (Day et al., 2003) para comparar
las tasas de convergencia entre los dos casos, eldstico y viscoelastico, usando mallas estructuradas y
no estructuradas. Finalmente también se hizo un andlisis de la tasa de engrosamiento aplicada a la
malla para cuantificar las reflexiones espurias presentadas en la solucion.
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Abstract.  An essential issue that must be considered in realistic simu-
lations of seismic waves propagation is the intrinsic attenuation due to the
anelastic energy loss. In this work we present how we can easily take account
of this phenomenon by introducing a viscoelastic response of the medium in
an hp-Discontinuous Galerkin (DG-FEM) scheme, which was previously for-
mulated for elastic wave propagation by Etienne et al. [2010]. The anelas-

tic effect is introduced via frequency dependent rocks qualtiy factors () de-
fined over a frequency range of interest. The approximation consists in avoid-
ing the convolutional relationship present in the viscoelastic constitutive equa-
tion through the incorporation of anelastic functions, as proposed by Kris-
tek and Moczo [2003], such that the p-adaptivity is preserved, i.e. different
approximation orders between two adjacent elements. To verify our model
implementation we solved the viscoelastic benchmark LOH3 of the South-
ern California Earthquake Center (SCEC) [Day et al., 2003] and compared
our results with the semi-analytical solution obtained with the discrete wave
number method [AXITRA; Bouchon and Coutant [1994]] considering exactly

the same viscoelastic modulus (i.e. the same frequency-dependent () func-

3Institut des Sciences de la Terre,
Université Joseph Fourier, Grenoble, France.
4Instituto de Ingenierfa, Universidad

Nacional Auténoma, D.F., Mexico.
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tions) in both the DG-FEM and AXITRA methods. Our results show that
the viscoelastic DG-FEM has convergence rate to the third power as a func-
tion of elements per minimum wavelength, n,, in unstructured meshes. How-
ever, this rate degrades by a factor 1.8 in structured meshes due to the en-
hancement of numerical anisotropy. RMS errors of 1.2% and 2% for unstruc-
tured and unstructured meshes are obtained respectively, provided that n, >
3. A detailed analysis of spurious oscillations due to the mesh coarsening re-
vealed that such undesired effect depends on both frequency and the coars-
ening rate, ¢, in a similar way n, does. It shows that preserving n, > 2
everywhere in the simulation domain, no matters ¢, guarantees the ampli-
tude of the spurious oscillations to be smaller than those observed without

coarsening.
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1. Introduction

In the past few decades the computational seismology has been developed very quickly
thanks to sophisticated numerical methods with the ultimate goal of simulating realistic
seismic scenarios. These numerical methods have incorporated important medium char-
acteristics such as the waves anelastic attenuation [e.g. Day and Minster, 1984; Emmerich
and Korn, 1987; Carcione et al., 1988a, b] and anisotropy [e.g. Backus, 1962; Cara, 2002;
Carcione, 2002].
The role of the attenuation in wave propagation is a key characteristic for assessing the
seismic hazard. There are two effects of a linear anelastic solid that must modeled in
a numerical scheme. These are the attenuation absorption, related with to the energy
dissipation [e.g. Anderson et al., 1965; Anderson, 1967] and the waves dispersion which
is due to the difference of propagation velocity between waves as a function of frequency
le.g. Lomnitz, 1957; Futterman, 1962; Lamb, 1962].
The anelasticity is frequency dependent. For instance, regional studies for engineering pur-
poses in central Mexico have shown an exponential increase of attenuation with frequency.
However, for long period wave propagation, the earth’s internal friction, translated into
the rocks quality factor @, is nearly constant over a wide range of frequencies [Liu et al.,
1976]. This can be explained by the heterogeneous composition of the earth whose dif-
ferent components contribute in the attenuation through all the seismic frequency range.
Because of this, a realistic numerical approximation should be able to model any kind of
frequency dependency of Q).

The constitutive law of a viscoelastic rheology lead a medium to behave as a mixture of
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an elastic and a viscous body. Its formulation is achieved with the use of the Boltzmann
superposition an causality principle that states that the stress can be computed through
the convolution in time of the entire strain history with a tensor of relaxation functions
[Christensen, 1971]. This convolutional relationship is the main difficulty for the incor-
poration of the anelasticity in any time domain numerical scheme because of the memory
requirements that would need to save the entire strain history.

It was not feasible to integrate the attenuation of seismic waves into time domain nu-
merical schemes until the work of Day and Minster [1984], which proposed to change
the convolutional relationship by approximating the viscoelastic modulus with a rational
function through the Padé approximant method. However, this approximation requires
the introduction of additional variables with their own ordinary differential equations.
This was indeed a revolutionary work because it showed how to avoid the time convolu-
tion in the constitutive equation and pave the way for the works developed later. The
alternative idea developed a few years later by two independent investigations (Emmerich
and Korn [1987] and Carcione et al. [1988a]), was to build from the beginning the vis-
coelastic modulus as a rational function. This approach allows to model any frequency
dependency of @) by using a linear combination of multiple relaxation mechanisms [Liu
et al., 1976]. Each relaxation mechanism is represented by a set of anelastic functions
determined by their own ordinary differential equations. On one hand, Emmerich and
Korn [1987] defined the rheology model with a Generalized Maxwell body plus a Hooke
body (GMB), while Carcione et al. [1988a, b] opted for a Generalized Zener body (GZB).
Following these works, later investigations either the GMB [Emmerich, 1992; Fih, 1992;

Moczo and Bard, 1993; Kaser et al., 2007] or the GZB [Robertsson et al., 1994; Blanch
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et al., 1995; Xu and McMechan, 1998] in their approaches. It was until Moczo and Kristek
[2005] that the equivalence of both models was demonstrated.

More recently, Liu and Archuleta [2006] introduced an alternative to approximate )
through empirical formula to compute the parameters of the relaxation mechanisms, which
has been implemented by Ma and Liu [2006] and more recently by Martin [2011].

In all these approaches the approximation of () depends on the number of relaxation mech-
anisms. Increasing the number of relaxation mechanisms improves the approximation of
(@ but also increases both the memory storage requirements and the computation time.
To reduced the memory storage requirements, Day [1998] introduced the coarse-grained
method where the parameters of the relaxation mechanisms are distribuited in a spatially
periodic manner such that only one anelastic function would be needed for every degree
of freedom. This approach was originally formulated for a staggered-grid velocity-stress
finite-difference scheme and has been theoretical and numerical extended by Day and
Bradley [2001]; Graves and Day [2003]; Ma and Liu [2006]. However, as pointed out by
Martin [2011], when using unstructured meshes this spatial periodic distribution becomes
a shortcoming so we are not applying this technique since we would like to be able to use
unstructured meshes.

In this work we introduce the intrinsic attenuation in a discontinuous Galerkin approach
following the strategy introduced by Emmerich and Korn [1987] and further developed
in the works by Kristek and Moczo [2003], Moczo and Kristek [2005] and Moczo et al.
[2007]. The numerical platform of our model is the GeoDG3D parallel code [Etienne et al.,
2010] developed for the elastic wave propagation. For the parallel implementation it uses

the Message Passing Interface (MPI) and achieves 80% strong scalability. GeoDG3D ac-
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counts for free surface boundary conditions along arbitrary topographies, and includes
Convolutional Perfectly Matching Layer (CPML) absorbing boundary conditions at the
external edges of the physical domain. To maximize both the efficiency and the accuracy
of the scheme depending on the model properties and geometry, the method handles un-
structured mesh refinements (i.e. h-adaptivity) and locally adapts the order of the nodal
interpolations (i.e. within every grid element; p-adaptivity). Recently the earthquake
dynamic rupture has also been successfully introduced in the same scheme through ad
hoc fluxes across a predefined fault geometry. This approach, namely by the DGCrack
[Tago et al., 2012], shows convergence rates close to those of well-established methods and
handles realist fault-system geometries.

We first introduce the mathematical formulation of the viscoelastic equations as a first
order hyperbolic system separating the elastic terms from those incorporating the viscous
rheology. We then develop the ODE associated to each anelastic function. We show, as
proposed by Emmerich and Korn [1987], how to set the attenuation parameters to model
correctly the quality factors () as a function of frequency for a given propagation medium.
Then we propose how to solve the viscoelastic equations with an hp-adaptive discontinu-
ous Galerkin Scheme (DG-FEM) in unstructured tetrahedral meshes. This scheme proved
to be efficient and accurate enough for modeling the wave propagation in large domains
and within highly heterogeneous elastic media [Etienne et al., 2010]. The ODE of the
anelastic functions are also discretized with the DG-FEM such that the p-adaptivity is
preserved. For the verification of the implementation we solve the LOH3 viscoelastic
benchmark [Day et al., 2003] and its elastic version called LOH1 (both benchmarks of the

Southern California Earthquake Center, SCEC) and compare our solutions with those
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obtained with the semi-analytical discrete wave number method [AXITRA, Bouchon and
Coutant [1994]]. For the LOH3, instead of studying the number of relaxation mechanisms
required to achieve a constant quality factor as previously done by several authors [Em-
merich and Korn, 1987; Kaser et al., 2007; Martin, 2011], we use the viscoelastic modulus
approximation computed for DG-FEM in AXITRA, such that the differences between the
solutions are only related to the accuracy of our numerical approximation, and not the
approximation of the quality factor. We made a convergence analysis for the viscoelastic
and elastic cases with the LOH3 and LOH1 problems respectively, with structured and
unstructured meshes. Finally we performed a test to study the mesh coarsening effect
through the quantification of the spurious oscillations due to such domain discretization

feature.

2. Viscoelastic equations
The stress-strain constitutive relationship in an isotropic viscoelastic medium can be

defined as
t
Uij (t) = 5ij5kl [ )\(t — T)atekl(T)dT

t
G I S /_ 1t — 7)Oher(7)dr, (1)

where 0;;(t) is the stress tensor, A(t) and y(¢) are the Lamé relaxation functions and ey (t)
is the strain tensor.

Following Emmerich and Korn [1987], to avoid the computation of the convolutions in
Equation (1) we will model the viscoelastic rheology like a Generalized Mazwell Body
(GMB-EK) with n Mazwell Bodies (MB) and 1 Hooke Body (HB) connected in parallel,

for each Lamé relaxation function. In the frequency domain, the relaxation functions can
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be written as

~—

A<w>=AU(1—li1Yﬁ “ ) o

wp 4w
n wy
= 1— H 3
p(w) ,uU< l:§1)l wl+iw>’ (3)

where A\y and py are the unrelaxed Lamé parameters that correspond to the instanta-
neous elastic response of the viscoelastic material, ¥;* and Y} are the anelastic coefficients
and w; are the relaxation frequencies for the I'h MB. The anelastic coefficients, Y;* and
Y/, gather some physical properties of the propagation medium (see Moczo and Kristek
[2005]) and its computation will be explain in Section 2.1.

We use the inverse Fourier transformation to express the Lamé relaxation functions (Equa-

tions (2) and (3)) in the time domain, so that convolutions in Equation (1) may be written

as:
/t At —T)0ep(T)dT = Ape — A z": Y1) (4)
—00 m=1
/t p(t = 7)0er (T)dT = puew — po Y YECH (), (5)
— 50 m=1

where we define the anelastic functions as
t
(1) = wm/ (M exp D dm  =1,--n kle{1,2,3},  (6)

and, because of the exponential term in Equation 6, their time evolution can be associated

with their own ODE [Kristek and Moczo, 2003]:
ACH(L) + wnCH (1) = winer(t) m=1,---,n k/le{l,2,3}. (7)

By substituting Equations (4) and (5) into Equation (1) our constitutive relationship

becomes

0,i(t) = 0ij0mAven(t) + (Ol + dadjn) uew(t)
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= 32 (o VG + (budu+ BabmVECH W) (8)

Following the algebraic transformation proposed by Benjemaa et al. [2009], Equation (8)
may be written in a matrix form as

AG= Y OpNyii — i A 9)

0e{z,y,z} =1

where & = (w,w',w", 04y, Oz, 0y2)" 1S the stress vector, @ = (uy, uy, u,)" is the displacement
vector and § = (¢, ¢, ¢, (Y, (%, (P%)! is the anelastic function vector for the Ith \MB,
To get Equation (9) we performed a change of variable in the stress vector, to separate
the physical properties of Equation (9) from the elastic term (i.e. first term in the RHS),
leading to its first three components w = é(crm +oyy+0.), W = %(QUM — 0y — 0,,) and
W= %(—am + 20y, — 0,,). This procedure will simplify the fluxes computation in the
DG scheme (see Section 3).
The matrix A = diag(3/(3\v + 2uv), (3/2uv), 3/ (2uy), 1/ 1w, 1/ py, 1/py) which gathers
the physical properties of the medium, is given by the unrelaxed Lamé parameters, Ay
and pg, and Ny are constant real matrices whose definition can be found in Appendix A.

The matrix A, associated with the anelastic term (i.e. second term of the RHS) is given

by

AL A A 00
247 —A7 —A7 0 0
—A? 247 —A2 0 0

0 0 0 247 0
0 0 0 0 247
o 0 0 0 0 2

(10)

NO oo oo

2
]

1 _ Y2y 2 _ yH
where Al = W and Al == le .

To obtain a hyperbolic system of partial differential equations for the viscoelastic consti-
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tutive equation, we just applied the time derivative to Equation (9):

N3G = Y NGt — Y A, (11)
0e{z,y,z} =1
where 0 = O = (vgvy,0,)" is the velocity vector, and El = 81551 =

(&=, &Y, €77, 60, €%, £/7), is the time derivative of the anelastic functions vector (; that

for simplicity, we will still call it will be called the anelastic function vector. Then the

ODE associated with é is given by

D& +wl =w > 047, (12)
0e{x,y,z}
where
10 0 ] 0 0 0 | 0 0 0]
00 O 010 0 0 O
00 O 0 00 0 0 1
O = 005 0 Oy = 050 0 0, = 0 0 O (13)
0 0 0.5 0 00 05 0 0
00 0 0 00.5) | 0 0.5 0|

To complete the hyperbolic system, describing the viscoelastic wave propagation, besides
the Equations (11) we require incorporating the equation of motion to track the velocity
field which, following Benjemaa et al. [2009], can be written as

poT = > OpMod+ f, (14)

0c{z,y,2}

—

where p is the medium density, f is the external force vector and My are constant real
matrices whose definition can be found in Appendix A. Thus, the system of hyperbolic
equations given by Equations (11) and (14) completely describes the physical problem we

need to solve.

2.1. Computation of the anelastic coefficients
The computation of the anelastic coefficients, Y;* and Y}, in Equations (2) and (3)

respectively, is done such that the quality factors, Q,, for ¢ € {\, u}, are approximated
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over a frequency range of interest. The inverse of the quality factor is defined for each

Lamé relaxation function (Equations (2) and (3)) as

Q;'(w) = i) i“lwiql(”)”f vy pewl  (15)

To approximate a nearly constant Q,(w) in a given frequency range, Emmerich and Korn
[1987] proposed that the relaxation frequencies w; should cover the frequency range of
interest with a logarithmically equidistant spacing. A constant () has been proved to
be a good approximation for most geophysical applications [Liu et al., 1976] but it is
important to notice that the following procedure can also be applied for any frequency
dependency of @ [Liu and Archuleta, 2006]. Once the relaxation frequencies are spread
along the frequency range, we used a least square method to find the anelastic coefficients
in Equation (15) that best fit the function Q,(w).

However, seismically observable are the quality factors ), and (g, for the P- and S-
waves, respectively. Then, we can get the corresponding coefficients ¥, and Y}B that can

be expressed in terms of the Lamé parameters by the transformations

2 2
Y = (1+;\L)Yl“ A“Yﬁ and Y/ =Y/ (16)

It is important to notice that the more relaxation frequencies the better is the approx-
imation of the given function Q),(w). Nevertheless increasing the amount of relaxation

frequencies cause a significant increment in the memory storage.
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3. hp-Discontinuos Galerkin method
Before solving the hyperbolic system given by Equations (11) and (14), we first need to

decompose the domain €2 into K elements, so that

K

i=1
where each D; is a straight-sided tetrahedron which union compose a geometrically con-
forming mesh.

We approximate the velocity and stress vectors in every tetrahedron, D; Vi € {1,..., K},

using a nodal interpolation by

@p

Ui, (%5, t) i, (T) (18)

f.]’ 8021 ) (19)

where # € D;, t is the time and d; is the number of nodes associated with the interpolation
Lagrangian polynomial basis function ¢;; relative to the j-node located at Z; [Hesthaven
and Warburton, 2008].

Then, using the nodal interpolations (18) and (19), we can apply the discontinuous

Galerkin approach proposed by Etienne et al. [2010], to Equations (11) and (14) to get

v. — Ai —n
p,(Ig@’Ci)# - - Z (M6®€i6)gi
Ge{m,y z}
+ > (Pik @ Fir) o7 + (Pir ® Gi) 7] (20)
kEN
—’n+1 6_*71 41 n 41
(A ®/<;)TZ =— Y Ne@&)T =Y (A, @ K)E
Ge{myz} =1
+ > { (Qik ® Fir) Uy Ty (Qix ® gik)77:+§ (21)
keN

where the matrices involved are: the mass matrix

(Ki)rj = /V @i, dV gor € [1,dil,
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the stiffness matrix

)i = [ @Opi)puaV  jrelld]  0efay.z},

the flux matrices

(Fik)rj = /s @i i, dS  jyr e [1,d]]
ik

(Gi)ry = /S piondS  relld]  jeldyl.
1k

and the auxiliary flux matrices

P = >, niyMo

Oc{z,y,2}

Qe = Y NNy,

Oef{z,y,z}

where n;, is the component along the 6 axis of the unit normal vector 7;;, of the element
face S;r which points from the i- to the k-element.

The size of these matrices depends on the order of the polynomial basis (e.g. PO, P1,
P2) used for the nodal interpolation. In the code we have implemented PO, P1 and P2
approximation orders that can be assigned for each tetrahedron D; according to its char-
acteristic size and corresponding medium properties. Staggered time integration is done
through a second-order explicit leap-frog scheme, which allows the alternation of veloci-
ties and stresses computation. The order of approximation used in the time integration
scheme matches the highest approximation order used for the spatial interpolation (i.e.
P2). The flux terms of the i"-tetrahedron are computed following a centered scheme with
its V; adjacent elements and ® represent the tensor product. Thanks to the change of
variables previously introduced, the Equation 21 fluxes does not involve the neighbors
physical properties but only their velocity fields.

To solve each ODE of the anelastic functions (12), we apply a nodal interpolation for the
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anelastic functions and the same Galerkin approach, used before for Equations (11) and

(14), to get
ARl s \
(ZG X IC@)% = —w ((I@ X Ki)gz_a + Z (09 ® 52‘9)1_)?_5)
0e{z,y,z}
1 _1 _1
oy Y [(Ra @ Fa)il ™ + (Ru 0 Ga)il | (22)

kEN;

where R, = > gefay,-} Nik,Op- It is important to notice that the discontinuous Galerkin
approximation used in the ODE allow us to use the same p-adaptivity achieved in Etienne
et al. [2010] for the pure elastic case.

There are two main features of DG-FEM that make it a very flexible and powerful numer-
ical scheme. One is the h-adaptivity, which allows working with unstructured tetrahedral
meshes that can be geometrically adapted to the physical properties of the medium and
the free surface topography. The other is the p-adaptivity that allows to chose the order of
approximation the most convenient for each tetrahedron. This later property is possible
and easily implemented thanks to the fluxes between neighboring elements that do not
need to have the same order of approximation. We chose to compute the fluxes with a
centered scheme because it is non-dissipative, although suffers from numerical dispersion
[Hesthaven and Warburton, 2008].

FEtienne et al. [2010] showed that to achieve good accuracy for P2 elements, 3 tetrahedra
per minimum wavelength is required when using unstructured tetrahedral meshes. As we
will see later on, this criterion is less restrictive in the viscoelastic case. The stability
of the scheme is given by the heuristic criterion proposed by Kaser and Dumbser [2008]

expressed as

At < mi ( L * 2”)
min —
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where r; is the radius of the sphere inscribed in the element indexed by i, a; is the P-wave
velocity in the element and k; is the polynomial degree used in the element.
We are currently exploring higher interpolation orders and different fluxes schemes to

improve the convergence rates and minimize the computational cost.

4. Model verification

The verification of our approach consists in solving benchmarks problems and measuring
the correctness of the solutions as compared to reference ones. We solved two benchmarks
from SCEC and compared our solutions with a semi-analytical solution computed with
the discrete wave number method, AXITRA [Bouchon and Coutant, 1994]. These bench-
marks are the elastic and viscoelastic versions of a layer over an homogeneous half-space
model, LOH1 and LOH3 respectively [Day et al., 2003]. All the simulations were run on
Pohualli, the parallel computer with 172 cores (2.33 GHz quad-core Xeon processors) of
the Department of Seismology at UNAM.
For the viscoelastic LOH3 benchmark, the reference solution by AXITRA was computed
considering exactly the same viscoelastic modulus used in the DG-FEM simulation. This
choice was taken to test only the numerical implementation of the attenuation without
including differences due to the approximation of @) for a given number of relaxation
mechanisms. Analysis of the number of relaxation mechanisms to approximate ) in a
finite frequency range has been previously done in many works [e.g. Emmerich and Korn,
1987; Kaser et al., 2007; Martin, 2011]. The general conclusion, using the approximation
proposed by Emmerich and Korn [1987], which is the one we adopted, is that three re-
laxation mechanisms are enough to approximate a constant () with a deviation of around

5%. Using two mechanisms are not enough for a good approximation while more than
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three increases, in an unnecessary way, the memory storage requirements and the CPU
time (see Kaser et al. [2007]).

From solutions for the LOH1 and LOH3 benchmarks we studied the convergence of this
scheme using structured and unstructured meshes. We analyzed the difference between
the convergence rates found in both cases as well as the effect of using unstructured

meshes.

4.1. SCEC benchmarks

The viscoelastic wave propagation in a Layer Over an homogeneous Halfspace (LOH3)
benchmark was developed by SCEC [Day et al., 2003]. We solve this benchmark because
the anelastic response must be accurately simulated for a correct propagation of the surface
waves trapped in the layer. The layer is only 1000 m thick and the physical properties
of the whole model can be found in Table 1. For this benchmark we approximate the
frequency-independent quality factors (), and ()g with three relaxation mechanisms. All
receivers are located in the free surface (z = 0) with a position relative to the epicenter
(x — North and y — East) given in Table 2.

(Figure 1)

A point source is located 2000 m below the free surface with all components of its

moment tensor equal to zero except M,, = M,,, which have the moment value M, =

10'® Nm. The Moment rate time history is a gaussian pulse given by

1 —(t — to)?
ex .
V. TR

(23)

where t is the time, ¢, = 0.05 s is the rise time and ¢ty = 0.25 s is the origin time. The

duration of the simulation is 9 s and the synthetic seismograms must be accurate up to
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5.0 Hz. The moment-rate time history and its spectrum can bee seen in Figure 1. Notice
that the spectrum is almost flat up to 5 Hz so all the frequencies below have almost the
same energy.
The elastic version of the LOH3 test (i.e. Qo = Qs = 00) is called LOH1 and was also
proposed by SCEC [Day et al., 2003]. Solving both benchmarks is important to under-
stand if the convergence rates are different between the elastic and viscoelastic cases.
All the solutions were computed using P2 elements in the physical domain and approxi-
mately ten P1 elements in the CPML region away from every limit of the physical domain,
as suggested by FEtienne et al. [2010], except at the top where free surface boundary con-
ditions are applied. The characteristic size of the tetrahedra used for both the structured
and the unstructured meshes was 100 m, as proposed in the benchmarks descriptions
[Day et al., 2003]. This choice is convenient for our method since the number of elements
per minimum wavelength, n,, is about three which is the suggested value for elastic wave
propagation reported by Etienne et al. [2010].

(Figure 2)

Figure 2 shows the tree velocity components of the three farthest receivers (i.e. located
about 32 times the minimum wavelength from the epicenter) for both benchmarks com-
puted with DG-FEM using the same unstructured mesh. The time series were filtered
using a two-pass four-pole Butterworth filter in the frequency band [1 — 5] Hz. The low
cut off frequency of 1 Hz was applied because of computation limitations (i.e. several tens
of simulations were required in our further analysis) that force us to make the simulation
region not big enough (i.e. 8 km) to correctly model low frequency Love waves. Neverthe-

less this constraint does not affect our comparisons and further analysis since the upper
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limit of the frequency band is respected. From 3 s the attenuation is clearly affecting the
amplitude in every component, still no significant dispersion can be observed.
(Figure 3)

Velocities in the same receivers for both benchmarks computed with AXITRA and DG-
FEM using an unstructured mesh can be seen in Figures 3 and 4 for the LOH1 and LOH3
benchmarks, respectively. We find an excellent agreement between solutions for both
benchmarks. However, the agreement is slightly better in the LOH3 comparison. This is
because most discrepancies in the elastic LOH1 case are associated with high frequencies,
which are attenuated in the viscoelastic LOH3 benchmark.

(Figure 4)

In the next section we present a convergence analysis using both the elastic (LOH1)

and the viscoelastic (LOH3) benchmarks in structured and unstructured meshes.
4.1.1. Convergence analysis

The LOH1 and LOH3 benchmarks were solved on both structured and unstructured
meshes in the same physical domain. The Normalized Root Mean Square (NRMS) differ-
ence of the velocities, was computed to quantify the error between our DG-FEM solutions

and the reference solutions computed with AXITRA, is given by

n (yDG-FEM _ v XITRAY) [y
NRMS(vPG-FEM AXITRAY _ \/( iz (v, )?)/ (24)

max(,vnglTRA) _ mzn(,vngITRA) )

where n is the velocities arrays length and 6 € {z,y, z}. Because of the relative position
of receivers 1, 2 and 3 (see Table 2) with respect the source position and mechanism,
the velocity components y and z are zero there we are not using them to compute the

NRMS since it would be undetermined. For the rest of receivers we compute the NRMS
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in the 3 velocity components and average them to have a single value without a preferable
direction.
(Figure 5)

Figure 5 presents NRMS values computed for the following four cases: 1) the LOH1
benchmark with structured mesh, 2) the LOH1 benchmark with unstructured mesh, 3) the
LOH3 benchmark with structured mesh and 4) the LOH3 benchmark with unstructured
mesh. The NRMS were computed with respect to the number of elements per minimum
wavelength, n,, related with the corner frequency of the low pass filter applied. Linear
regressions of the NRMS data are also plotted in the log-log scale. The resulting slopes
give the convergence rates of the solutions with respect n,.

Three main observations detach from Figure 5: 1) viscoelastic solutions are systematically
better than the elastic ones no matter we use structured or unstructured meshes; 2)
the convergence rate of both viscoelastic and elastic solutions is virtually the same and
depends on the kind of mesh we use; and 3) the convergence rate of DG-FEM significantly
degrades in structured meshes no matter we solve the elastic or viscoelastic equations (i.e.
convergence rate about 1.8 times lower).

We expected observation 1 since the high frequency content has lower energy in the
viscoelastic solution than in the elastic one, so using the same n) implies a better resolution
condition for the viscoelastic benchmark.

Given that the elastic model implementation has been previously verified [Etienne et al.,
2010], observation 2 implies both that we are correctly solving the viscoelastic equations
and that our second order approximation solves the elastic and viscoelastic wavefields the

same way even if the later has been smoothed by the attenuation effect.
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Finally, observation 3 reveals and interesting and well known numerical problem. Since
the convergence rates for structured meshes are significantly lower (i.e. about a factor
1.8), the mesh anisotropy reveals to be strongly enhanced in those cases. On the contrary,
the unstructured elements disposition breaks up the anisotropy thanks to the absence of
regular mesh geometrical patterns that ultimately increase the convergence rate. Linear
regressions cross around ny = 2.25, value that is below the minimum required to obtain
an accurate solution (n), = 3 see Etienne et al. [2010]). In the region where ny < 2.25
the difference of the NRMS is due to noise related to the high frequency content that is
promoted in the unstructured meshes.

In the next section we show that the mesh coarsening must be handled carefully because

it may produce spurious reflections that would pollute the solutions.

5. Mesh coarsening analysis

Mesh coarsening, often used with h-adaptive methods, may induce significant spurious
oscillations if not handled carefully. This mesh feature may be used, for instance, to move
away as far as possible the CPML by applying an outward mesh coarsening to minimize
possible undesired reflections without unaffordable computational costs. Our experience
with this kind of meshes shows that significantly spurious oscillations are produced due
to numerical reflections associated with the mesh coarsening(see the spurious oscillations
reported in Figure 9 of [Tago et al., 2012]) so that the greater the coarsening rate the
greater the oscillations.
We thus designed a series of tests to quantify this effect in an homogeneous full space
with P- and S-waves speeds of 4000 m/s and 2000 m/s, respectively, and density of

2600 kg/m3. The point source is the same as for the LOH1 and LOH3 benchmarks. Only
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one receiver is considered and is located at the source from which the mesh becomes radi-
ally coarser with a different rate for each test. As a result, once the source excitation ends,
any registered signal corresponds to spurious reflections caused by the mesh coarsening.

For every test the coarsening rate is constant in the whole physical domain, which mea-
sures 2000 m x 2000 m x 2000 m. The coarsening is applied in the three Cartesian

directions away from the source, so that we define its rate ¢ = ¢; as

i€{1,2,3}. (25)

C;, =

ox;
We perfomed five test. For each one we constructed a specific unstructured mesh that goes
from a characteristic element size of 100 m at the source to a larger value at the external
domain boundary (i.e. where the CPML begins). These values are 100 m (no coarsening
c¢=0), 200 m (¢ = 0.05), 300 m (¢ =0.1), 400 m (c = 0.15) and 500 m (c = 0.20). Since
the point source we considered should not excite any motion in the vertical component at
the observational point (i.e. located at the hypocenter), we used the z component for our
analysis within 5 Hz low pass filtered windows lasting 1.0 s from 1.5 s to 2.5 s. Figure
6a shows the signals obtained for all tests. Notice that the higher the coarsening rate
the largest are the signal amplitudes, revealing that spurious oscillations are proportional
to that rate. Although very small, velocities with no coarsening (¢ = 0 are not zero, as
expected from previous tests (e.g. see Figure 3). Figures 6b show the source-normalized
peak amplitude measurements along the entire time window for the five tests as a function
of ¢. In accordance with Figure 6a, this measurement reveals a clear correlation between
the content of spurious oscillations and the mesh coarsening rate.

Although the amplitude of spurious oscillations (ESO) depends on ¢ as previously pointed

out, it also depends on frequency. Figure 7 presents a spectral analysis for the same tests
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where such a complex dependency can be seen (background colours). We have applied
the logarithm to the source-normalized peak amplitude for a better data visualization.
However, the most interesting thing is that the ESO behaves very much as n, (white
contours) (i.e. gradients of both functions are approximately parallel). This implies there
is a lower bound number of grid elements per minimum wavelength that minimizes the
ESO for any value of ¢. In other words, the ESO is essentially a function of ny, which
means that any coarsening rate is possible provided that such a lower bound value is
guaranteed in the whole simulation domain. From Figure 7 we also see that for values
of ny higher than three, which is the minimum required to maintain under control the
numerical dispersion, the ESO exceeds less than 0.05%, —1.3 in logarithm scale (see red
contour), of the peak velocity, which is a reasonably low noise level. Thus we conclude
that no matter the mesh coarsening rate, if the accuracy criterion given by n, >= 3
is guarantied all over the simulation domain, the ESO due to the coarsening will never
exceed more than 0.05% of the peak source velocity.

Figure 8 shows the normalized velocities in the time window [1.5—2.5] s for all coarsening
rates using n, = 2, except for ¢ = 0 where n, = 3 which is the case with no coarsening
and the accuracy criterion fulfilled. Keeping a fixed n) means that the cutoff frequency
changes due to the maximum characteristic length of each case. We have relaxed the
accuracy criterion and observed that the ESO for all ¢ are below the amplitude of the
optimal case and its lower for lower ¢ values. This means that even though n), = 3 is a
good criterion it can be relaxed since the ESO higher frequency energy content is near the
frequency of the optimal case, ny = 3, with no coarsening. The relaxation of the accuracy

criterion, ny selection, depends on two factors 1) how many elements will be below n, = 3
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and 2) how far they are from the receivers. This two factors will help to discretize a
physical domain avoiding ESO with optimal memory requirements to achieve accurate
simulations. This analysis made for the z component of the velocity is valid for the other
components because of the use of unstructured meshes, i.e. we expect reflections in the
other directions proportionally to the ESO of each direction of the case with ¢ = 0 and
ny = 3. Even though this analysis was made for elastic simulations, the conclusions are
valid for the viscoelastic case because of the convergence analysis shown in the previous

section.

6. Conclusions

We have incorporated the attenuation in a 3D discontinuous Galerkin method previ-
ously proposed for elastic wave propagation by Etienne et al. [2010]. This method is
p-adaptive so it can use PO, P1 or P2 elements according to the medium properties and
it is also h-adaptive which makes it capable of using unstructured tetrahedral meshes.
For the viscoelastic implementation we have avoided the convolution between the stresses
and the strain rates by introducing anelastic functions Kristek and Moczo [2003]. The
number of the anelastic functions chosen depends on the precision to approximate the
quality factores. Each anelastic function has its own ODE that need to solve to update
the anelastic response.
We solve the elastic LOH1 and viscoelastic LOH3 benchmarks of SCEC [Day et al., 2003]
and compare our solutions with the semi-analytical solution computed with AXITRA
Bouchon and Coutant [1994]. For the viscoelastic LOH3 benchmark we compute the AX-
ITRA solution using the same viscoelastic modulus, approximated with 3 mechanisms of

relaxation, used by DG-FEM. This procedure was made such that the convergence analysis
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considers exclusively the solution of the viscoelastic equations leaving aside the approx-
imation of the quality factors. A convergence analysis was done with both benchmarks
using structured and unstructured meshes. It shows that we are solving the viscoelastic
equations as well as the elastic equations achieving in both cases a very good convergence.
We also show that the convergence, for the elastic and viscoelastic case, using unstruc-
tured meshes is better than using structured meshes if we respect the accuracy criterion
of 3 number of elements per minimum wavelength.

A coarsening analysis was also presented in this work. We constructed a test to quan-
tify the spurious reflections caused by the coarsening of the mesh. We found that the
spurious oscillations are essentially a function of the elements per minimum wavelength
instead of mesh coarsening rate. To keep reasonably low the spurious reflections we can
fulfilled the accuracy criterion in the whole simulation domain, but this criterion can be
relaxed according to the number of elements that does not fulfilled it and their distance
from the receiver. This test can be used to analyze any other numerical scheme with the

h-adaptivity property.

Appendix A: Matrices Used in the DG-FEM Formulation

The following matrices are used in our DG-FEM method and where previously intro-
duced by Benjemaa et al. [2009].
Matrices My and Ny, which are required for the wave propagation scheme, are constant

real matrices defined as

110000 12-1000\"
M, =|000100 N.=|000 100
000010 000 010
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Tables
Medium parameters of the LOH3 benchmark

a (m/s) B (m/s) p(kg/m’) Qo Qs
layer 4000 2000 2600 120 40
halfspace 6000 3464 2700 180 80

Receivers location of the LOH1 and LOH3 benchmarks
Receiver 1 2 3 4 5) 6 7 8 9

X (m) 0 0 0 490 3919 7348 577 4612 8647
y (m) 693 5543 10392 490 3919 7348 384 3075 5764
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Figure 1. Moment rate-time time history and spectrum. The spectrum is almost flat until

5 Hz.
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Figure 6. a) v, trace from 1.5 s to 2.5 s filtered up to 5 Hz with a two-pass four-pole
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Figure 7.a. The normalization was done with the maximum value of the applied source filtered
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Mesh-Coarsening Related Noise Analisys

Frequency (Hz)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Coarsening rate

Figure 7. Logarithm of the source-normalized v, traces in the time window [1.5 — 2.5] s for
different coarsening rates and cut-off frequencies. The low pass filter applied was the two-pass
four-pole Butterworth filter in the frequency range [3 — 9] Hz. The white contours show the
numbers of elements per minimum wavelength. The red contour shows the value where the
amplitude of the spurious reflections is 0.05% of the peak source velocity. This Figure shows
the strong relation between the spurious reflection amplitudes and the number of elements per

minimum wavelength.
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Figure 8. Normalized v, traces in the time window [1.5 — 2.5] s for different coarsening rates.
For ¢ = 0 we use the accurate criterion of ny = 3 and for the other cases we use n, = 2. The
cutoff frequencies depend on the selection of ny and the maximum characteristic length. The
two-pass four-pole Butterworth filter was used. We can see that with the criterion chosen for

ny = 2 with ¢ > 0, the amplitude of the spurious reflections are below of those obtained with the

accurate criterion of n), = 3 with no coarsening.
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Parte 11

Dinamica de la ruptura sismica
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Capitulo 7

Introduccion (Parte IT)

Los modelos de fuentes puntuales proveen una aproximacion simple para la simulacién de radiacién
sismica. Resultan utiles para modelar fuentes situadas lejos del observador de modo que la fuente
pueda verse como una fuente puntual. Los detalles del proceso de ruptura se encuentran ocultos
dentro del tensor de momento que es funcién del tiempo. Para grandes terremotos, y especialmente
para aquellos que se registran cerca de la fuente, los modelos de fuente sismica no son suficientes y
se debe tomar en cuenta la geometria de la fuente y la propagacién de la ruptura a través de la falla
finita.

Para fuentes de dimension finita se pueden tener dos aproximaciones que son los modelos cinematicos
y los modelos dindmicos. A pesar de que se han obtenido grandes avances en el entendimiento de
la dindmica de la ruptura, los modelos cinematicos siguen siendo los mas utilizados para interpretar
la radiacién sismica. En estos modelos los terremotos son simulados con la propagacion cinemética
de la discontinuidad del deslizamiento, comtunmente llamado dislocacién, a lo largo del plano de
falla. En estos modelos, se asume que el espesor de la zona de falla es despreciable con respecto a
su anchura y longitud, de modo que la falla puede idealizarse como una superficie donde se presenta
una discontinuidad del desplazamiento.

Para los modelos de dislocacién cinemética, el deslizamiento es una funcién del tiempo y de la po-
sicién que puede ser completamente arbitraria y la propagacién de la ruptura puede ser tan general
como se desee. Ejemplos clasicos de tales modelos son el modelo de resorte-caja propuesto por Bu-
rridge y Knopoff (1967) y el modelo de dislocacién rectangular propuesto por Haskell (1964). El
modelo de Haskell (1964) fue el mas utilizado a finales de los 1960’s y principios de los 1970’s. Estos
modelos de dislocacion representan una descripcion aceptable de un terremoto como la propagacién
de un episodio de deslizamiento en un plano de falla. Sin embargo, cabe senialar que no todas las evo-
luciones del deslizamiento son fisicamente posibles y/o admisibles. Madariaga (1978) demostré que
el modelo de Haskell podria presentar casos inaceptables como interpenetracién de masa, emisién de
cantidades de energia no acotadas, etc., ademds de que no puede generar las altas frecuencias que
se saben excitadas durante la ruptura. Por esta razén los modelos de dislocacién deben ser consi-
derados como un paso intermedio muy 1til en la formulacién de una descripcién fisica aceptable de
la ruptura, pero debe ser criticamente examinado cuando quiera ser utilizado para explicar la fisica
del fenémeno.

Un modelo de dislocacion puede ser descrito como una distribucion de fuentes con su propio tensor de
momento. Cada una de estas fuentes produce radiacién sismica y el desplazamiento total observado
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en un punto arbitrario x puede representarse como

t
wiwt) = [ [ )y, 7) G g, 7 )i (r.)
0 /S,

donde S,, representa la superficie de la falla, u(z,) es la rigidez en la posicién z,, Au;(z,, 7) es el
deslizamiento a través de la falla como una funcién de la posicién en esta x, y el tiempo 7, n es el
vector normal a la falla y G(x,t) es el tensor de Green que puede ser calculado utilizando un medio
estratificado o a través de simulaciones numéricas (e.g. Método de Diferencias Finitas, Métodos de
Frontera, etc.). Para revisar méas detalles sobre los métodos de dislocacién se pueden consultar en
las revisiones hechas por Aki y Richards (2002), Madariaga y Olsen (2002) y Madariaga (2007).

Como ya se mencioné los modelos de dislocacién capturan algunas de las propiedades geométricas
de las fuentes sismicas pero a su vez pueden conducir a escenarios irreales. Los modelos de grieta
son mas adecuados debido a que el deslizamiento y los esfuerzos estan relacionados cerca de la orilla
de la grieta, de modo que una cantidad finita de energia es acumulada en la vecindad de la grieta.
Griffith (1920) introdujo la teorfa de grietas bajo el requerimiento de que la aparicién de una grieta
en un cuerpo provoca que los esfuerzos se relajen y se libere una cantidad finita de energia. Este
simple requerimiento es suficiente para definir muchas de las propiedades de las grietas a partir del
balance de energia (Kostrov y Das, 1988; Freund, 1989).

La dindmica de la fuente sismica provee elementos clave para la prediccién del movimiento fuerte
y para entender la fisica de los terremotos que involucra su iniciacién, propagacién y término. Un
estudio pionero en los modelos de grieta fue el de Kostrov (1964, 1966) quien propuso la propaga-
cién de una grieta de cizalla como un modelo de ruptura circular auto-similar. Para la comunidad
sismoldgica resulté claro que la propuesta de Kostrov (1966) de intentar modelar la dindmica de una
grieta de cizalla es la formulacién adecuada de la propagacion y radiacién de una ruptura sismica.

A continuacién se presentan las caracteristicas principales de un modelo de grieta. En la Figura

Mode Il Mode Il

Figura 7.1: Modos de ruptura para una grieta de cizalla. Modo III conocido como modo antiplano y
Modo II conocido como modo plano. Dentro de una falla ambos modos se presentan. Imagen tomada
de (Madariaga, 2007).

7.1, se presentan dos modos de fractura de una falla plana sobre el plano x — y con normal z. A
pesar de que el plano de ruptura puede tener cualquier forma, es mas sencillo considerar un frente
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de ruptura lineal perpendicular al eje x que se mueve a una velocidad v, en la direccién positiva de
x. Tres modos de fractura pueden definirse con respecto a esta configuracién:

= Modo IIT o antiplano, cuando el deslizamiento y la caida de esfuerzos se da en la direccion y,
i.e. el esfuerzo o, se relaja con el deslizamiento.

= Modo IT o plano, cuando el deslizamiento y la caida de esfuerzos se da en la direccién z, i.e.
el esfuerzo o, se relaja con el deslizamiento.

= Modo Ilo apertura, cuando la falla se abre con una discontinuidad en la direccién z. En este
caso el esfuerzo o,, se hace cero.

En los terremotos, el modo de apertura es poco probable que ocurra para escalas grandes aunque
es posible que surja para grietas pequenas debido a las concentraciones de los esfuerzos, o a las
discontinuidades geométricas de la falla, etc.

Para rupturas reales, cuando el frente de ruptura es curvo (o multiples rupturas disjuntas si la fuente
es compleja, los modos II y IIT ocurrirdn de manera simultdnea en la periferia de la grieta. Afor-
tunadamente, en medios homogéneos, excepto cerca de esquinas bruscas y fuertes discontinuidades
geométricas, los dos modos estan localmente desacoplados, de modo que la mayoria de las carac-
teristicas determinadas en 2D pueden llevarse a grietas en 3D con pocas consideraciones.

Para estudiar un modelo de grieta bidimensional se resuelven la ecuacién de elastodindmica junto a
las siguientes condiciones de frontera en el plano z = 0, para el modo III se tiene

oy(z,t) = Ao para x < [(t)

uy(z,t) = 0 para x < [(t) (7.2)
y para el modo II

() = Ac para x < [(t)

ug(z,t) = 0 para x < [(t) (7.3)

donde I(t) es la posicién actual del frente de ruptura en el eje z. Estas condiciones de frontera consti-
tuyen un problema de fronteras mixtas que pueden resolverse usando técnicas de variable compleja.
La solucién para el modo IIT con una variacién de tiempo arbitraria de I(¢) fue encontrada por Kos-
trov (1964). Para rupturas planas, la solucién para una [(t) arbitraria fue encontrada por Freund
(1972).

Por otro lado, la friccién juega un papel fundamental durante todo el fenémeno de la ruptura. El
modelo clasico de Coulomb modela la caida repentina en la friccién del coeficiente estatico al dindmi-
co, lo cual conduce a singularidades de los esfuerzos en el frente de ruptura. Este problema se debe
a que el modelo carece de una escala de longitud caracteristica requerida para definir una tasa de
energia finita cerca del frente de ruptura. Mejores modelos de la friccién para bajas velocidades de
deslizamiento fueron estudiados en el laboratorio por Dieterich (1978, 1979) y Ruina (1983), quienes
propusieron el modelo de friccién rate and state. Por otro lado la ley de friccion slip weakening fue
introducida en la modelacién de la ruptura por Ida (1972). Esta ley fue introducida en modelos 2D
por Andrews (1976a,b) y en modelos 3D por Day (1982). Estos autores demostraron que la ley slip
weakening regulariza el modelo numérico del frente de ruptura, distribuyendo las concentraciones
de esfuerzo y deslizamiento sobre una distancia controlada por la longitud caracteristica de la ley de
friccién. Ohnaka y Kuwahara (1990), Ohnaka (1996) y Ohnaka y Shen (1999) concluyeron que sus
experimentos podrian ser explicados con la simple ley de friccién slip weakening. Cabe senalar que
las leyes de friccién rate and state y slip weakening se emparentan en que ambos modelos contienen
una escala de longitud finita que controla el comportamiento del frente de ruptura (Okubo, 1989;
Dieterich y Kilgore, 1996).
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Estudios posteriores sobre los procesos de ruptura para algunos terremotos han mejorado el entendi-
miento que se tienen sobre estos. Estos modelos sugieren una complejidad en los procesos de ruptura
que los primeros modelos de fuente con medios uniformemente cargados eran incapaces de explicar.
A pesar de que a finales de los 1970’s, Das y Aki (1977), Mikumo y Miyatake (1978, 1979), Mada-
riaga (1979) y Andrews (1980, 1981) senalaron las deficiencias de los modelos clésicos de dislocacién
y grieta, no fué sino hasta a finales de los 1980’s cuando observaciones de muy buena calidad en
campo cercano estuvieron disponibles para algunos grandes terremotos.

Heaton (1996) observé que la ruptura de los grandes terremotos se caracteriza por un comporta-
miento tipo pulso, donde sélo una pequena parte de la falla rompe en un instante dado de tiempo.
Este resultado ha sido confirmado por inversiones del campo de deslizamiento de grandes terremotos,
como el terremoto de Landers de 1992 en California (Cohee y Beroza, 1994; Wald y Heaton, 1994;
Cotton y Campillo, 1995).

Utilizando una modelacién directa, Olsen et al. (1997) y Peyrat et al. (2001) demostraron que la
propagaciéon de la ruptura en un modelo dindmico del terremoto de Landers de 1992 sigue una tra-
yectoria compleja sobre una falla plana controlada unicamente por la variacion espacial del campo
de esfuerzos iniciales. Por otro lado, (Bouchon, 1997) calculé los cambios dindmicos de los esfuerzos
en este terremoto y observo distribuciones muy variables de la caida de los esfuerzos a lo largo de la
falla.

Ide y Takeo (1997) estimaron los pardmetros de la ley de friccién para el terremoto de Kobe de 1995 a
partir de sus resultados de la inversién cinemética. Para este mismo terremoto, Spudich et al. (1998)
detectaron cambios cosismicos en la direccién del deslizamiento. Nielsen et al. (2000) indicaron que
aquel fenémeno podria deberse al resultado de muchos terremotos recurrentes sobre la misma falla
por un largo periodo de tiempo. Otros autores han estudiado modelos de fallas complejas desde
un punto de vista teérico como Harris y Day (1993, 1997). Beroza y Mikumo (1996) observaron
que modelos dindmicos con parametros de falla heterogéneos tienden a generar deslizamientos de
pequena duracion.

En esta segunda parte del trabajo se introducen conceptos fundamentales sobre la dindmica de la
fuente sismica, como son las leyes de friccién, y las condiciones de frontera sobre la superficie de
ruptura que deben aplicarse para modelar este tipo de fuente. Asimismo se introduce un modelo
numérico empleado el método de Galerkin Discontinuo para la ruptura dinamica de terremotos so-
bre fallas de geometria compleja empleado la ley de friccion slip weakening . Se estudia entonces la
fuente del terremoto de Landers (1992) empleando el método de modelacién desarrollado. Posterior-
mente se presenta una serie de ejercicios de verificaciéon del método propuesto por SCEC implicando
condiciones heterogéneas del estado inicial de esfuerzos y la propagacién espontanea de la ruptura
en fallas oblicuas a la principal.
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Formulacion continua
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En este capitulo se introducen las condiciones de frontera que deben aplicarse en una falla predetermi-
nada para permitir el deslizamiento sobre esta. Este deslizamiento se modela como la discontinuidad
que sufre el campo de desplazamientos sobre la falla. Posteriormente se explica la ley de friccién que
determina la dindmica de la ruptura.

8.1. Condiciones de frontera

La falla,I' , es la superficie de ruptura cuyo vector normal n es dirigido, i.e. cada lado de la falla
estd claramente identificado. Las deformaciones y los esfuerzos sobre la falla estdn relacionados a
través de una ley de friccidn, tal que las tracciones tangenciales a la falla evolucionan de acuerdo a
esa ley, que a su vez dependen de algunos pardmetros cinematicos de falla y de la propagacién de
ondas en la vecindad del frente de ruptura. Por otro lado, el campo de deformaciones en el medio
se debe a las discontinuidades de desplazamiento a través de la falla. De modo que es conveniente
dividir nuestro dominio en un lado positivo (+) y un lado negativo (—) con respecto a la falla y
expresar la velocidad, v, sobre I'como

vE(t,z) = h’n% v(t, z + en(z)). (8.1)
€E—
Atin mis, se puede descomponer a v* en sus componentes normal y tangencial con respecto a n
como
oy = (n-v)n
+ _ o+ o+ _ o+ +
vy = vt —uy=0vT —(n-v)n.

Ahora se puede definir al vector V como la discontinuidad de la velocidad a través del’ , donde su
componente tangencial de falla, llamado velocidad de deslizamiento, es

V= [ur] = vf — o7, (8.2)
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y su componente normal de falla es
Vy:=[uy] = QE —Un- (8.3)

La magnitud del deslizamiento en cualquier instante de tiempo ¢ se define como la integral del
médulo de V- sobre el tiempo:

Ut) = / 1V (s, 2)ds. (8.4)

Las condiciones de frontera dinamicas de ruptura sobre la falla son las siguientes dos condiciones de
salto, que involucran a los campos tangenciales (Day et al., 2005)

e—|Trl > 0 (8.5)
V. -TrlV[| = 0, (8.6)

y una tercera condicién aplicada a (8.3)
Vy=0, (87)

donde T es el vector traccién tangencial de falla y 7. es la fuerza de friccion de falla.

En la siguiente seccion se explica la ley de friccién que determina la dindmica de la ruptura sobre la
falla.

8.2. Ley de friccion

La fuerza de friccién se determina con la ley de friccién de Coulomb, que depende del esfuerzo
normal sobre la falla (con valores negativos en caso de compresion), o, el coeficiente de friccién, u
(no confundir con el segundo pardmetro de Lamé de los capitulos previos), y la cohesién de la falla,
C, como

Te=C — onp. (8.8)

La condicién (8.5) limita por arriba a la magnitud de T con el valor de la fuerza de friccién, 7,
que siempre actia oponiéndose al deslizamiento sobrel’ . La segunda condicién (8.6) fuerza que
la velocidad de deslizamiento sea paralela a la traccién tangencial, T'. Otra implicacién de estas
condiciones de salto es que cuando la desigualdad de (8.5) se mantenga, la velocidad de deslizamiento
es cero (lo cual puede observarse ficilmente a través del médulo de (8.6)). Finalmente, la condicién
(8.7) implica que no se va a permitir que la falla se abra o haya penetracién de masa a través de la
falla durante la propagacién de la ruptura.

El coeficiente de friccion depende del deslizamiento, de la velocidad de deslizamiento y de variables de
estado sobre la falla determinados por la historia de deslizamiento y la edad de la falla (e.g. Dieterich,
1979; Ruina, 1983)(ver Apéndice C). Sin embargo, se asumird una relacién mds sencilla llamada slip
weakening law (Ida, 1972; Palmer y Rice, 1973), que hace a p funcién lineal del deslizamiento como

U

W) = s+ (o= ) (1= 5 ) 11 (1- 5 ). (3.9)

donde H(+) is la funcién de Heaviside, ps and pg son los coeficientes de friccién estatico y dindmico,
respectivamente, y g es la distancia de deslizamiento critico. Ahora se puede definir la energia de
fracturacién como

do
G= /0 Te(tts) — Te(pa)dU (8.10)

que representa el trabajo hecho por la fuerzas cohesivas durante la caida de esfuerzos.
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Una serie de estudios han tratado de estimar Jy a partir de eventos sismicos basdndose en obser-
vaciones de la fuente indirecta a través de la inversién de sismogramas de movimiento fuerte (e.g.
Ide y Takeo, 1997; Mikumo y Yagi, 2003). Sin embargo, debido al ancho de banda limitado de los
sismogramas, la distancia de deslizamiento critico fue pobremente encontrada en estos estudios. Mas
aun, modelos dindmicos basado en valores de dy, inferidos de forma indirecta, pueden estar sesgados
y ser incapaces de predecir la caida de esfuerzos sobre la falla (Guatteri y Spudich, 2000; Spudich y
Guatteri, 2004). La observacién de dy de los datos de campo cercano es poco probable (Cruz-Atienza
et al., 2009); excepto por algunos casos aislados cuya ruptura se propaga a velocidad supershear, i.e.
cuya velocidad supera a la de las ondas S (Cruz-Atienza y Olsen, 2010).

A continuacién se presenta la manera en que se incorpora el modelo de falla, respetando las condi-
ciones de salto (8.5) a (8.6) y la ley de friccién (8.8) y (8.9), en el esquema GD dado por (4.24) y
(4.25).
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En este capitulo se muestra de manera detallada cémo se incorporan las condiciones de frontera sobre
la falla para la ruptura dindmica en un esquema de Galerkin Discontinuo. La aplicacién de estas
condiciones de frontera permiten que el campo de desplazamiento sea discontinuo en su componente
tangencial a la falla pero a la vez asegura la continuidad del componente normal. De igual manera
se presenta como introducir la ley de fricciéon para modelar la magnitud de la traccién tangencial
que determina la dindmica de la ruptura.

9.1. Galerkin Discontinuo

La descomposicién de dominio introducida anteriormente en (4.1) debe ahora incorporar la presencia
de la fallal' . La superficie de la falla estard discretizada por tridangulos que deberan corresponder
a la superficie compartida por tetraedros adyacentes, i.e. I' no podréd encontrarse dentro de ningtin
tetraedro. El dominio fisico,{2 , es entonces descompuesto como

K
Q~Qp, = ZDi tal que sil’ C Q entonces {VD; : (D; \ S;) N T = 0}, (9.1)

=1

donde cada D; es un tetraedro de caras planas con una superficie total de .S; y la unién de todos los
K tetraedros describen una malla conforme. El orden de la base polinomial elegida corresponde a
funciones cuadréticas P2 porque aproximaciones de orden maés alto no mejoran de forma significativa
ni la precisién de los esquemas numéricos de la dindmica de ruptura ni su tasa de convergencia (e.g.
Moczo et al., 2007; Rojas et al., 2009; Pelties et al., 2012). El mantener un orden bajo de aproximacién
(i.e. funciones de interpolacién P2) provee a nuestro esquema numérico tanto de buena precisién
como eficiencia. Como cada tetraedro tiene sus propios nodos en el método GD (en su forma nodal),
un nodo de falla se compone por dos nodos localizados en la misma ubicacién espacial (i.e. un
split-node). Uno de estos corresponde al i-ésimo tetraedro que se encuentra en el lado-positivo del
dominio y el otro al k-ésimo tetraedro adyacente en el lado negativo. Esto significa que cada split-
node se ubica entre dos tetraedros que comparten un elemento de falla. Ain més, como el método

111
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GD no requiere de la continuidad entre las caras de los elementos, la dislocacién producida por la
ruptura puede facilmente manejarse sobre la falla,I" | a través de la discontinuidad de las velocidades
tangenciales v = {v;,., Vg, }- Sin embargo, esto debe tomarse cuidadosamente porque la mayorfa
de los campos elasticos deben permanecer continuos a través del .

El método numérico del cual se va a partir para la introduccién de la dindamica de la ruptura, es el
desarrollado en (Etienne et al., 2010) para la propagacién de ondas eldsticas, dado por

) v m_1 .y
Pl oK) 7= —"2 = — Y (M @&,
2
oe{z,y,z}

1 ik ik Al ik ik Ak
‘*‘lezjw[(g ®@ E")a,, + (2" 2G")s,,] (9.2)

WeL)y==—=" = = > (N o),

2
0e{zy.z}

1 i ik i i ik o
+5 kZN,Kg”C ® EM) iy +(Q 0G0 0] (93)
e 3

La tinica diferencia de este esquema eldstico con el esquema viscoeléstico (4.24) y (4.25), desarrollado
en la Parte I de la tesis, es justamente que no estamos incluyendo los términos anelésticos ni el de las
fuerzas externas. Se decidié trabajar con este esquema para simplificar la lectura de las ecuaciones
pero uno deberia perder de vista que la incorporacién de la reologia viscoeldstica con la dindmica
de la ruptura es inmediata.

El sistema (9.2) y (9.3) se resuelve en todo € excepto sobrel' , donde las condiciones de salto (8.5)
a (8.7) deben verificarse. Sin embargo, como ha sido sefialado por Benjemaa et al. (2009), antes de
buscar la forma de calcular los flujos de falla uno debe notar que el sistema no es simétrico por

Q™ # (™M), (9.4)

que se debe a la transformacion de variable que se hizo para agrupar las propiedades del medio en
el lado izquierdo de la ecuacién constitutiva. A pesar de que método no requiere que el sistema sea
simétrico, esta condicion resulta conveniente porque de esta forma nuestro esquema para elementos
PO se reduce esencialmente al propuesto por Benjemaa et al. (2009) (i.e. la aproximacién de volumen
finito), que se obtuvo a través de un balance de energia a través de la falla.

Para obtener un sistema simétrico, se requiere multiplicar a (9.3) por la matriz simétrica positiva
definida S dada por

Iy
I

(9.5)

SO OO O
O O OwlFwin O
O O Owhwlk O
[Nl oo Nl
O OO oo
_— O O o oo
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Entonces al multiplicar (9.3) por S se obtiene el siguiente sistema simétrico, que es equivalente a
(9.2) y (9.3), como

~7 ~1 At i\ —1 i\ Al
vm-i—% = vm—%+7(£d®l§:) - Z (Me(g)ée)gm
oc{z,y,z}
1 ) ) ) ) )
+3 Y (B* e EMe, + (B" ©G™)ar (9.6)
keN?
~i i i iy—1 APy
Om+1 = gnL+At(§S®§) - Z (ﬂsa(gée)ym-i-%
oe{z,y,z}
1 7 7 A1 7 7 ~
+5 2 (@HT e £ +1+((2k)T®gk)i+;]], (9.7)
keN?
donde
[ 0 0 0 0 07
32
0 L & 0 0 0
0 i f 0 0 O
% _ i 21 o
4, = 24 0 0 0 Lo o (9-8)
0 0o o 0 L o0
I
0 0 0 0 0 4 |
[1 0 0]
1 0 0
0 0 0
ESI - SxNx_ 01 0 (9'9)
0 0 1
0 0 O
[0 1 07
0 0 O
01 0
ﬁsy = in.y— 10 0 (9.10)
0 0 0
10 0 1 |
[0 0 1 -|
0 0 -1
0 0 -1
gSz - SzNZ_ 00 0 (9'11)
1 0 0
10 1 0
@"H" = 5™ (9.12)

Como los flujos a través de los elementos de falla ST = {S* C I'|S* := §? N S¥} deben satisfacer
las condiciones (8.5) a (8.7), no se puede simplemente aplicar el esquema centrado propuesto por
Etienne et al. (2010) para el flujo entre elementos regulares. De modo que se incluirdn los vectores
flujos de falla F'* y G"* para los esquemas de velocidad y esfuerzos respectivamente. Introduciendo
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estos nuevos términos en la formulacion débil del sistema hiperbdlico,

[ @)rras
Sri
ST

Para desarrollar el término (9.13) se empieza eligiendo 6 = x
/ [ ¢y 0 0 ]F"dS.
SFi

Sustituyendo F'* por su aproximacién nodal

(4.8) y (4.9), como

dar dar
P00 Uy F“dsz/ Pl (1) FLids.
[ b AL = [ S

Haciendo los mismo con § =y y 6 = z e incluyendo estos términos

)
3

)2
3

)3

3

s [ 4
3 { 610} (
ST =1

I~ I~ I~

j=

dF
Eas = [ Y ojofL Elas
) ri 3
6195 ( !

/ [ 6{eTL ojobl
ST 3 3

Como debe de satisfacerse para cada funcién prueba, ie. Vi € {1,2,..

[ ¢§¢§£3 ¢’i¢5£3 . fb’i(bgris ]
/ 3 3 5| dsE =
s | I B

(9.13)
(9.14)
ng ]
. F,*
ol 1| ) | ds.
R
L, di}
(L ogME . (9.15)

donde la matriz gm es exactamente a la matriz de flujo previamente definida en (4.21).

Siguiendo el mismo procedimiento pero trabajando con el flujo de falla del esquema de los esfuerzos

(9.14) se obtiene

(L wg"E "

(9.16)



9.1. GALERKIN DISCONTINUO 115

Considerando el flujo sobre la falla, se puede reescribir (9.6) y (9.7) como

) ) A ) o
Uiy = @k_%Jrﬁ-t(i ® K™ [— Y (M eg)s, (9.17)
P 3 [ oc{z,y,z} 0 0
+5 Y (@Yo ENs, + (BT egha,]+" (L @dhE, J
keN? s
SiNI'=0
Gl = G+ AtAs @K [— > <ﬂ39®§;)@in+% (9.18)
[ oc{z,y,z}
1 ; ik ~i i ik iy AL
+5 D U@ O EN D,y + (M) @GN 3]+ (L ©G)Gmyy |
keN* 0
SiNI'=0

donde 6% es una delta de Kronecker que es igual a 1 si S;r # () y 0 en el caso contrario.

Como las condiciones de frontera de falla (8.5) a (8.7) se deben aplicar al vector traccién I, como
Benjemaa et al. (2009) sugiere, entonces deberfamos escribir los flujos en el esquema de la velocidad
(9.17) en funcién de las tracciones y no de los esfuerzos. El primer componente del flujo en (9.17)

esta dado por

(2" © £%)d,, (9.19)
Si se escribe (9.19) de forma matricial
G T AT Y SRR T [ ]
L VY R YT <l N
(B ®E%)e, = / . . : : st
Sk : : Ry : _
| ORET GhghP - el Pt | L 2,
[ ¢ iig dﬂiaﬂg ¢§¢3¢£3 ] { ptoi ]
G L  GhPLL o dhonl pray
_ / 3 . 3 ' 3 ds
Sk : : . :
| Pl GudbL - Gudul || Pol,
|' glkgzlm '|
| B,
= (L ®F") - (9.20)
3
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Si se desarrolla a su vez para el instante m cualquier elemento del vector en (9.20) se tiene

wn® + w'ni —|— men —|— OponF -|
Prs = wn““ +w” n k4 Oyl k4 ayznlk
| wn 1k w/nik w//nzk +szﬂ +0'yzn;k
B Oz Tyy Ozz Za'mm _ Oyy _ Oz ik
(%2 + 2 + %= + )3 5 ) ng +Uzun + 0w —I
Oaa Oyy Ozz _ O ‘Tyy _c ik
_ N 52 ) nik + gaynit + oyenl
[o Tyy Uzz _ 2011 Oyy Ozz Oxx QUyy Uzz) ik
_(3+ + +3+3+3 w4 %) i 4 gy ni 4 oy
Umn k4 nyn ko oxznlk -|
= axyn by ayyn Ftoy,.nt
| Ozzny k4 Uyzn k4 Uzzn’k J
= gn*=1T" (9.21)

donde n'* es el vector normal unitario a la superficie S** cuyo sentido es del i-tetraedro al k-tetraedro
y I es la contribucién de la traccién del i-tetraedro. De modo que se puede escribir el flujo (9.19)
usando la traccién T° como

ik 4
Praoi,, -|

| £, oy | L2
(L ®L") . = @) .
Pmaw —Z"m
= (L ®EML, (9:22)

de modo que haciendo lo mismo para el segundo componente del flujo en (9.17), se puede escribir el
esquema centrado del flujo en funcién de las tracciones en lugar de los esfuerzos como

S © EMs + @* 0 gMah) = S © ENEL + (L o ¢ )T (9:23)

, i K
Al imponer la continuidad de T a través del elemento de falla ST (i.e. T =T :n =T,)y
asumiendo el mismo orden de aproximacion en los dos tetraedros que comparten al elemento de falla

(ie. £ =G ), se escribe al vector de flujo a través de la falla, IF como el vector de traccion
ik Tk

ik
tnico I:n. De modo que el flujo a través de falla estda dado por

AT s ik

(L ®GME, =L ©E"T,, (9.24)
= 3

Al sustituir (9.24) en el esquema de velocidad (9.17) y reagrupando los términos que no involucran

a la falla en Ein se tiene

. . At . o ik
By = D 1+R iy (;3@@)‘1@3@5’“)2,”, (9.25)
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donde

B, = o oK) {— > (L, eg)d, (9.26)

[
0c{z,y,z}

1 s o
+§ Z [(Ezk ]_—zk) (szk glk)gfn]
keN?
T'nT*¢r
Debido a que el esfuerzo normal a la falla determina la fuerza de friccién via (8.8) y el esfuerzo
~ik
cizallante a las condiciones (8.5) y (8.6), resulta conveniente descomponer al vector traccién I:n en
~ik < ik
sus componentes tangencial, I}m, y normal ,Izvm, para finalmente reescribir el esquema de velocidad

(9.25) como

. . N At . ik
Uiy = Gy H R+ N ©K) L © EN @, +T,). (9.27)
3 3

9.1.1. Flujos a través de la falla para el esquema de las velocidades

Para actualizar las velocidades sobrel’ , se deben especificar los flujos a través de la falla en (9.27).

~ik
Con este objeto, se deben calcular Ty, ~ tal que las condiciones de salto (8.5) y (8.6) se satisfagan,

y T;’; garantizando la continuidad de la velocidad normal a la falla (condicién (8.7)). Todas las

condiciones a las tracciones deben ser verificadas en cada nodo de falla y para cada paso de tiempo.

A partir de este momento se asumiréd que S;r # ) tal que dr = 1 en (9.27), donde el i- y k-tetraedros
se encuentran en el lado positivo y en el lado negativo de I' respectivamente. Entonces se define
V% como la discontinuidad en la velocidad sobre el fragmento de T’ que comparte el i-tetraedro con

el k-tetraedro. Para calcular las tracciones tangenciales de falla, TT , cuando la desigualdad de la
condicién de salto (8.5) es estrictal

ik
—1Z7 1 >0, (9.29)
y usando el médulo sobre la condicién (8.6) se tiene
Lok ik ik
12V —=TrIVrll = 0
~ 1k L.
donde |V | = [ IVFI VA I VZ Y
~ ik ~ik ~ ik
V|l - HTT H||VT =0
(.~ 1T DIV = 0
Como se tiene que (9.29) entonces
~ ik
Ve = o0, (9.30)

ik
que implica que mientras ||I;m || permanezca por debajo de la fuerza de friccién, 7., la traccién tan-
gencial debe asegurar la continuidad de las velocidades tangencial en cada nodo de falla compartido

1Se estan agrupando las fuerzas de friccién de los nodos de falla de la misma forma en que se agrupan vectores y
usando la notacién del circunflejo

fo=[ (T ()2 -+ (te)gi |- (9.28)
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entre los i- y k-tetraedros.

. —1

Como lo anterior concierne tnicamente a los nodos de falla, se debe construir la matriz £ como

la inversa de la matriz de masa cuyas componentes dependen exclusivamente a los nodos de falla.
.1

Esta se construye simplemente a partir de K'  al eliminar las filas y columnas asociadas con los

nodos que no pertenecen a la falla.

~ik
Para calcular IlT de acuerdo a la condicién (9.30) se requiere que los tetraedros que comparten
el mismo segmento de falla tengan el mismo orden, para que los nodos en ambos lados de la falla

ik
coincidan entre si. Ademas de esto, para el computo de Isz7 se requiere calcular las integrales de
volumen y de superficie de &ir_l y im, respectivamente, en un elemento estdndar (Zienkiewicz et
al., 2005) tal que

i — 1 —1 . .
S L 9.31
KT = kT ER = shE (931)
donde V7, el volumen del i-tetraedro, y S, la superficie de falla del i-tetraedro, son los corres-
pondientes Jacobianos. Entonces al sustituir (9.27) en la definicién (8.2) y usando (9.31), se puede
escribir al vector de velocidad de deslizamiento como

~ ik — f)z _ f)k
7T7n+% ’ 7T7n+% 7 7n+%
N i AtSHF _ ik
= Oy By + (L ©KT) TN @ £,
m—3 P 3 3
Ak ~k AtSF ~ ki

-

— - = (I @K' @ F)T
,"Li% —Tm pkvk (:3 ® = ) (:3 ® E=S )—Tm

ik i ~ik ~ ki
Como S =Sy Ty =-Tr

~ ik G N . 1 ik
= V R. —R AtSZk( — 7) I @K YI @ F)T (9.32
7T’m,—% +*Tm =—T'm + szZ + pkvk (:3 ®: ) (:3 ® EAS >me( )

Para finalmente poder calcular la traccién tangencial, se usa la condicién (9.30) en (9.32) para
obtener la siguiente expresion

ik pipFViVE 1 r ( ~ ik ~i Ak )
Ty = _— I ®F I oK) |-V -R R . 9.33
=T (AtSzk(szz + pkvk) (:3 ® L ) (:3 ® A ) 7Tm—% Lop —+ i ( )
Este procedimiento asegura la continuidad de la velocidad tangencial a través de la falla. Sin embargo,
si la fuerza de friccién, 7., , es superada por el médulo de la traccién tangencial, ||I§’fm I, la ruptura
debe ocurrir y la velocidad tangencial ya no sera continua en el nodo de falla asociado. En ese caso,
la igualdad de la condicién (8.5) se mantiene tal que

Tc'm - ||I}1—'k,n|| = O A szjlWC

m

= Tem-

Por lo tanto, para calcular la velocidad de deslizamiento (9.32) en cada nodo de falla y para cada
paso de tiempo, la traccién tangencial es ajustada de acuerdo al siguiente criterio, dependiendo si el
nodo de falla ha roto o no

" - ik
ik Iz,  sillIy, |l <7,
= T . i
T T e sITEN = 7,

(9.34)

ol
Tim

Como los nodos dentro de un elemento de falla estdn acoplados a través de la matriz de flujo, ik y

la matriz de masa, gel—" cuando un nodo rompe y la condicién (9.34) se aplica, las tracciones de los
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nodos restantes cambian en el mismo paso de tiempo. Por lo tanto, para cumplir con (9.34) de forma
simultanea en cada nodo de falla, i.e. para una correcta propagacién de la ruptura en los elementos
de falla, se usa un esquema iterativo predictor-corrector (PC). Si nga. es el nimero de nodos en un
elemento de falla dado (i.e. seis para elementos P2) y nyot0s €s €l ntimero de nodos que han roto,
entonces el esquema PC opera s6lo si 0 < Nyotos < Nfalla. El esquema PC calcula las tracciones
tangenciales, I%’fm en aquellos nodos que no han roto dada la condicién de frontera aplicada en los
nodos que han roto para el mismo paso de tiempo. Por lo tanto, este procedimiento sélo incumbe
aquellos elementos que comparten la misma porciéon de superficie de falla.

Este esquema PC es simple y converge rapidamente: cuando un nodo de falla rompe en un elemento
dado, el médulo de la traccién tangencial se ajusta al valor de la fuerza de friccién (condicién (9.34)).
Una vez aplicada esta condicion, las tracciones tangencial predecidas Ié’fm en aquellos nodos que no
rompieran del mismo elemento deben ser recalculadas con (9.33). Con este propdsito, una nueva
matriz K se debe construir considerando dnicamente aquellos nodos que no han roto mientras

sanos

que para los nodos que han roto se fija su traccién tangencial como conocida. Si la magnitud de las
nuevas tracciones predecidas superan la fuerza de fricciéon, entonces se corrigen fijando su valor al
de 7., . Este ciclo de actualizaciones continua de forma iterativa a través de nuevas predicciones y
correcciones hasta que ningtin otro nodo del elemento rompe después de la anterior correccién. El
maximo nimero de posibles iteraciones estd dado por el orden de aproximacion, i.e. DOF, usado en
los elementos de falla, y siempre serd menor que ng., (i.e. seis o menos iteraciones para elementos
P2). El procedimiento PC tiene que aplicarse localmente en cada elemento de la superficie de falla.
Es una verificacién iterativa eficiente de las condiciones de frontera y representa una razén adicional
para preservar bajos 6rdenes de interpolacion, aproximaciones P2, en los tetraedros que comparten
la falla.

Como los esquemas GD no imponen las continuidad de los campos entre dos tetraedros adyacentes,
y la precisiéon de nuestro método depende del tratamiento especial sobre las velocidades en la falla,
entonces se debe poner atencién en las tracciones normales a la falla de la misma forma en que
se hizo para las tracciones tangenciales. A continuacién se deducira una féormula para calcular la
traccién normal, Iﬁm, que asegura la continuidad del campo de velocidades normal a la falla. Este
restriccién estd dada por la condicién de salto (8.7).

De la misma forma en que se calculé la velocidad de deslizamiento (9.33), la definicién (8.3) puede
desarrollarse como

~ 1k . ~d . ~k
KNM+% T QNm+% me+%
9 X A~k ik 1 1 el’'y—1 etk
= Vy | +Ry, —Ry, +ALS SV +W (;3@1@ ) (£3®£ )T N (9.35)
2

Una vez usando la condicién (8.7) para forzar la continuidad de la velocidad normal, entonces se
define la traccién normal a la falla como

ik pzkain 4 r ( ik A N )
Ty = — I © I ®K° -V — R 9.36
=Nm (Atszk(pz‘/z + pkvk) (:3 ® £ ) (:3 ® [ASS ) 7]\/‘7”_% BNm +me N ( )

a partir de la cual se calcula el esfuerzo normal en cada nodo de la falla por

on,, =T% n (9.37)
La fuerza de friccién, 7.,,, puede ahora calcularse de forma nodal usando (8.8) como funcién tanto
de on,, como del coeficiente de friccién, p,,, que depende a su vez del deslizamiento en la falla, Up,

(8.4), a través de la ley de friccién (8.9).
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9.1.2. Flujos a través de la falla para el esquema de los esfuerzos

Para actualizar los esfuerzos se requiere unicamente su estado anterior y el campo de velocidades
calculado un medio paso de tiempo antes, ver (9.18). Como el campo de velocidades puede ser
discontinuo en su componente tangencial sobre I" entonces el flujo de esquemas centrados no puede
ser utilizado. Es por esto que para calcular el flujo a través de I'del i-tetraedro para el esquema de

AT - - .
los esfuerzos, G,, 1,8€ utiliza dnicamente el campo de velocidades en ese tetraedro, de modo que

esta dado por _
Crrys = (B )70 (9.38)

L v, 1.
=L m+ 5

Cabe senalar que para el componente normal se sigue utilizando un esquema centrado pero como
este es continuo por la condicién (8.7) impuesta en el calculo de la traccién normal (9.36), basta
con tomar unicamente el campo de velocidades del tetraedro que se esté actualizando. Este flujo fue
propuesto por Benjemaa et al. (2009) para elementos PO, el cual lo obtuvo a través de un balance
de energia. Este resultado es esperado debido a que los flujos siguiendo un esquema centrado son
conservativos (Hesthaven y Warburton, 2008).



Capitulo 10

Articulo: 3D hp-Adaptive
Discontinuous Galerkin Method for
Modeling Earthquake Dynamics

NOTA: El articulo que se presenta a continuacién sigue el formato requerido para su publicacion.
De modo que cuenta con su propia bibliografia y las referencias de las ecuaciones y figuras son con
respecto al cuerpo del mismo. En el articulo se obvian los pasos detallados en los capitulos anteriores
de la segunda parte de la tesis. Se incluyen la verificacién y los andlisis de convergencia y eficiencia
del esquema propuesto. Finalmente se incluye un anélisis sobre el sismo Landers de 1992.

10.1. Resumen

Se introduce un nuevo esquema, llamado DGCrack, para simular la dindmica de ruptura de terremo-
tos en tres dimensiones (3D) sobre un método Galerkin Discontinuo hp- adaptativo. Este resuelve la
forma débil de la formulacién velocidades-esfuerzos de las ecuaciones elastodindmicas sobre mallas
tetraédricas no estructuradas con posibles refinamientos de la malla (h- adaptividad) y con eleccién
local sobre los 6rdenes de aproximacién (p- adaptividad).

El esquema DGCrack considera elementos de falla de segundo orden (P2) donde las condiciones de
frontera para la dindmica de la ruptura se verifican a través de flujos ad hoc a través de la falla. Para
modelar la ley de Coulomb del rozamiento dependiente del deslizamiento, se introduce un esquema
predictor-corrector para estimar las tracciones cizallantes de falla, ademés de aplicar un tratamiento
especial a las tracciones normales que garantiza la continuidad de las velocidades normales de falla.

Se verifica el esquema DGCrack al compararlo con varios métodos para dos benchmarks de ruptura
espontanea y se encontraron excelentes resultados (i.e. errores cuadraticos medios para los tiempos
de ruptura menores al 1%) usando uno o mds elementos de falla sobre la zona de cohesién. Para
hacer la comparacién clara, se introduce una metodologia basada en medidas de correlacién cruzada
que proveen una forma simplificada para cuantificar similitudes entre diferentes soluciones. Uno de
los benchmarks consiste de una falla normal con un angulo de buzamiento de 60° que alcanza la
superficie libre. El método DGCrack revela tener tasas de convergencia similares a las de métodos
de referencia y una eficiencia numérica significativamente mayor que la obtenida por aproximaciones
similares de Galerkin Discontinuo.
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Finalmente se aplica el método al terremoto de Landers en un medio estratificado considerando
condiciones de esfuerzos iniciales heterogéneas y usando una malla adaptada. Los resultados mues-
tran que los modelos dindmicos previamente propuestos para el terremoto de Landers requieren una
reevaluacion en término de las condiciones iniciales de los esfuerzos.
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Abstract.  We introduce a novel scheme, DGCrack, to simulate dynamic
rupture of earthquakes in three dimensions based on an hp-adaptive discon-
tinuous Galerkin method. We solve the velocity-stress weak formulation of

elastodynamic equations on an unstructured tetrahedral mesh with arbitrary

mesh refinements (h-adaptivity) and local approximation orders (p-adaptivity).

Our scheme considers second-order fault elements (P2) where dynamic-rupture

boundary conditions are enforced through ad hoc fluxes across the fault. To
model the Coulomb slip-dependent friction law, we introduce a predictor-
corrector scheme for estimating shear fault tractions, in addition to a spe-
cial treatment of the normal tractions that guarantees the continuity of fault
normal velocities. We verify the DGCrack by comparison with several meth-
ods for two spontaneous rupture tests and find excellent agreement (i.e. rup-
ture times RMS errors smaller than 1.0%) provided that one or more fault
elements resolve the fault cohesive zone. For a quantitative comparison, we
introduce a methodology based on cross-correlation measurements that pro-
vide a simple way to quantify the similarity between solutions. Our verifi-
cation tests include a 60° dipping normal fault reaching the free surface. The
DGCrack method reveals convergence rates close to those of well-established

methods and a numerical efficiency significantly higher than that of similar
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discontinuous Galerkin approaches. We apply the method to the 1992 Landers-
earthquake fault system in a layered medium, considering heterogeneous ini-
tial stress conditions and mesh adaptivities. Our results show that previously
proposed dynamic models for the Landers earthquake require a reevaluation

in terms of the initial stress conditions that take account of the intricate fault

geometry.
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1. Introduction

The availability of high-quality near-field records of large subduction earthquakes in
the last few years makes it possible to test and validate physics-based rupture models.
The development of sophisticated models to explain such aggregate of observations is now
largely justified. Huge efforts have been made by the seismological community in the last
ten years to overcome technical limitations preventing most methods for dynamic rup-
ture calculations from integrating the effect of fault geometry in the spontaneous rupture
of earthquakes. Because of both its simplicity and efficiency, the finite difference (FD)
method has been one of the first and most persistent approaches to simulate rupture dy-
namics along planar faults [e.g. Andrews, 1976; Madariaga, 1976; Miyatake, 1980; Day,
1982; Virieur and Madariaga, 1982; Harris and Day, 1993; Madariaga et al., 1998; Peyrat
et al., 2001; Day et al., 2005; Dalguer and Day, 2007]. Although different strategies have
been proposed in recent years to integrate complex fault geometries into such methods
[Cruz-Atienza and Virieuz, 2004; Kase and Day, 2006; Cruz-Atienza et al., 2007; Koz-
don et al., 2012], most common approaches handle numerical lattices (meshes) that are
adaptable to the problem geometry (i.e. fault geometry). One set of methods is based
on well established boundary integral equations (BIE), [e.g. Das and Aki, 1977; Andrews,
1985; Cochard and Madariaga, 1994; Kame and Yamashita, 1999; Aochi et al., 2000; La-
pusta et al., 2000; Hok and Fukuyama, 2011]. However, since these methods discretize
only boundaries and require semi-analytical approximations of Green functions, they have
difficulties integrating heterogeneities of the bulk properties into which the fault is em-

bedded. The other set consists of domain methods based on weak formulations of the
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elastodynamic equations, and can be separated into two subgroups depending on how
the lattice boundaries are treated. On one hand the continuous finite element methods
(FEM), whose formulations require continuity between the mesh elements except where
special treatments of boundary conditions are imposed [e.g. Oglesby and Day, 2001; Am-
puero, 2002; Festa and Vilotte, 2006; Ma and Archuleta, 2006; Kaneko et al., 2008; Ely
et al., 2009; Barall, 2009]. On the other, the discontinuous finite element methods, better
known as the discontinuous Galerkin (DG) methods, which only consider fluxes between
elements and, therefore, do not impose any field continuity across their boundaries.
When studying the earthquakes source physics, the discontinuity produced across the fault
by the rupture process must be accurately treated, so that the DG strategy is naturally
suitable for tackling this problem.

The first dynamic rupture model based on a DG approach was introduced in two di-
mensions (2D) by Benjemaa et al. [2007] for low-order (P0) interpolation functions. In
this case, where the basis functions are constants, the DG schemes are also known as
finite volume (FV) methods [Le Veque, 2002] and provide computationally efficient algo-
rithms that are as fast as second order FD schemes (i.e. they are equivalent in efficiency
on rectangular meshes). However, the extension to three dimensions (3D) of this model
[Benjemaa et al., 2009] revealed convergence problems for unstructured tetrahedral grids
(e.g. non-planar faults) [Tago et al., 2010]. On these irregular grids, PO elements have
zero-order convergence for wave propagation modeling due to the centered flux approxi-
mation [Brossier et al., 2009; Remaki et al., 2011], so increasing the element interpolation
order to achieve a proper numerical convergence of wave propagation with a DG scheme

is mandatory. Nevertheless, in practice, high-order convergence rates are not clearly ob-

DRAFT October 19, 2012, 4:54am DRAFT



X - 128 TAGO ET AL.: EARTHQUAKE DYNAMICS WITH A DG METHOD

served for the dynamic-rupture numerical problem (i.e. 4th order or higher), and second
order interpolation methods are often the most accurate and efficient approximations for
applying the corresponding fault boundary conditions [Cruz-Atienza et al., 2007; Moczo
et al., 2007; Rojas et al., 2009; Kozdon et al., 2012]. A notable case for which the con-
vergence rate is essentially insensitive to increments in the interpolation order is the
ADER-DG discontinuous Galerkin method for 2D and 3D geometries by de la Puente
et al. [2009] and Pelties et al. [2012], respectively, despite its spectral convergence for
the wave propagation problem [Dumbser and Kaser, 2006]. The ADER-DG is based on a
modal interpolation formulation, instead of the nodal interpolation we consider here. Both
formulations are mathematically equivalent but computationally different [Hesthaven and
Warburton, 2008]. Our choice of using the nodal approximation essentially relies on the
fact that the evaluation of fluxes requires fewer computations than in a modal scheme, as
we shall explain on Section 4.1.

In this work we introduce a novel discontinuous Galerkin approach, namely the DGCrack
method, to model the dynamic rupture of earthquakes in 3D geometries. The numerical
platform of our model is the GeoDG3D parallel code [Etienne et al., 2010] developed
for the elastic wave propagation. For the parallel implementation it uses the Message
Passing Interface (MPI) and achieves ~ 80% strong scalability. GeoDG3D accounts for
free surface boundary conditions along arbitrary topographies, and includes Convolutional
Perfectly Matching Layer (CPML) absorbing boundary conditions at the external edges
of the physical domain [Etienne et al., 2010, and references therein]. Furthermore, in-
trinsic attenuation has been recently introduced into GeoDG3D via the rock quality @)

[Tago et al., 2010], but will not be discussed in the present work. To maximize both the
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efficiency and the accuracy of the scheme depending on the model properties and geom-
etry, the method handles unstructured mesh refinements (i.e. h-adaptivity) and locally
adapts the order of the nodal interpolations (i.e. within every grid element; p-adaptivity)
[Etienne et al., 2010].

We first introduce the mathematical and computational concepts for the 3D dynamic
rupture problem, and then assess both its accuracy and convergence rate by comparing
calculated solutions with those yielded by finite difference (DFM), finite element (FEM),
spectral boundary integral (MDSBI) and spectral element (SPECFEM3D) methods for
two spontaneous rupture benchmark tests [Harris et al., 2009]. Since one of our major
goals in the near future is the investigation of dynamic rupture propagation along re-
alistic (nonplanar) fault geometries, we take special care to verify the accuracy of the
normal stress field across the fault during rupture propagation, as the fault normal trac-
tions strongly determine the radiated energy throughout the Coulomb failure criterion.
We finally illustrate the capabilities of the DGCrack method through a spontaneous rup-
ture simulation along the 1992 Landers earthquake fault system, which is a geometrically

intricate and physically interesting study case.

2. Elastodynamic Equations
Velocities and stresses induced by the propagation of waves in a homogeneous elastic
medium can be modeled with a first order hyperbolic system [Madariaga, 1976]. Following

the transformation proposed by Benjemaa et al. [2009], a pseudo-conservative form of the
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system is given by

patﬁ = Z 89(/\/{96)

oc{z,y,z}

AOG = Y Op(Npd), (1)

0e{z,y,z}

where ¥ = (v,,vy,v,)" is the velocity vector and & = (w,w’,w”, 04y, 04z, 042)". To avoid
physical properties on the right hand side of (1), a change of variables is applied to the

stress vector leading to its first three components

1
w = g("m + oy +022)

1
W = 5(209590 — Oyy — 022) (2)
(4)// — g(—O-xx + 20-yy - O-ZZ))

which involve the mean and the deviatoric stresses.

In this model, the physical properties of the medium are the density, p, and the medium
matrix A = diag (3/(3X + 2G), 3/(2G),3/(2G),1/G,1/G,1/G) which is composed of the
Lamé parameters A and G. The terms My and Ny are constant real matrices whose

definition can be seen in Appendix B.

2.1. hp-Adaptive Discontinuous Galerkin Scheme
To construct the local approximation of the hyperbolic system (1), we first decompose

the domain €2 into K elements, such that

K
Q~Q, = Z D, (3)
=1

where each D; is a straight-sided tetrahedron and the mesh (i.e. decomposed domain) is
assumed to be geometrically conforming. By applying a Discontinuous Galerkin approach

to the weak formulation of (1) as proposed by Etienne et al. [2010], we obtain the following
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velocity-stress iterative scheme in every i-tetrahedron,

V- — . n
pi(I3 ® }Cz)# - = Z (Mo ® Eip)7;
66{14/z}
+= Z Pir. @ Fir)d; + (Pu @ Gir) 7] (4)
keN
—»n+1 O—:? J”H-l
(A ®IC )T = — Z (Ng@&-g)vi 2
oe{z,y,z}
1 n+3 i+l
+§ kGZN [(sz ®Q Fir)U;  * + (Qir ® Gik,) Uy, ) (5)

where the superscript n indicates the time step, N; is the group of adjacent elements to
the i-tetrahedron and ® represents the tensor product. The matrices involved are the
mass matrix, K;, the stiffness matrices, &y, for all § € {z,y, z}, the flux matrices, F;;, and
Gir, and the auxiliary flux matrices, Q;,. and P;;. A derivation of the numerical scheme
and the matrices definition can be found in Appendix A. The size of these matrices de-
pends on the order of the polynomial basis (e.g. PO, P1, P2, ... Pk) used for the nodal
interpolation. Staggered time integration is done through a second-order explicit leap-frog
scheme, which allows the alternation of velocities and stresses computation.

One of the main features of this scheme is the h-adaptivity, which allows working with un-
structured tetrahedral meshes and thus to adapt the mesh geometry to both the physical
properties of the medium and the problem geometry (i.e. mesh refinement). Furthermore,
the p-adaptivity is possible thanks to the fluxes between neighboring elements, which are
such that two adjacent tetrahedra may have different interpolation orders. The fluxes are
computed via a non-dissipative centered scheme that allows choosing different degrees of
freedom (DOF) in every tetrahedron. As shown by Etienne et al. [2010], the p-adaptivity
is a powerful tool for the optimization of the domain discretization by adapting the ele-

ment order to the medium waves speed. Our scheme includes finite volume approximation
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orders, PO (i.e. constant functions), linear interpolation functions, P1, and quadratic in-
terpolation functions, P2. Etienne et al. [2010] have shown that this scheme is efficient and
accurate enough for modeling wave propagation in large domains and in highly heteroge-
neous elastic media. The accuracy for P2 elements with unstructured tetrahedral meshes
is achieved with 3 tetrahedra per minimum wavelength, which is comparable with the 5
gridpoints required by the fourth-order staggered-grid finite-difference method [Levander,
1988], while the stability is determined with an heuristic criterion proposed by Kaser and

Dumbser [2008] expressed as

. 1 27"7;
At < min * — |,
i 2]{3Z +1 Up,

where 7; is the radius of the sphere inscribed in the element indexed by %, v,, is the P-wave
velocity in the element and k; is the polynomial degree used in the element.

The distribution of interpolation orders in the computational domain is such that PO
elements describe the CPML slab while elements with both P1 and P2 approximations
discretize the physical domain depending on their sizes. This enhances the accuracy of the
scheme and minimizes the computational load. Current computational developments will
allow us in the near future to consider higher interpolation orders away from the rupture

zone for large-distance wave propagation.

3. Dynamic Rupture Model

Earthquakes are highly nonlinear phenomena produced by sliding instabilities along
geological faults. The stability of the rupture system depends on several physical factors,
like the initial state of stresses in the earth, the material properties and rheology, the

sliding rate, the fault geometry, and the constitutive relationship governing the mechanics
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of the rupture surface. During rupture propagation, fault tractions evolve dynamically
depending on all these factors, and the accuracy of an earthquake model strongly depends
on the correctness of boundary conditions applied to these tractions in accordance with the
fault constitutive relationship (i.e. friction law), which in turn depends on the accurate
energy transportation through elastic waves in the medium. Insuring the accuracy of both
boundary conditions (local feature) and wave propagation (global feature) has longly been
a difficult task for many seismologists. In the next sections, we shall introduce both the
fault boundary conditions and the friction law used in our dynamic source model and
then its formulation into the DG scheme. In spite of the attention they deserve, we will
not discuss the features of wave propagation in this study since they have been previously

analyzed by FEtienne et al. [2010] and Tago et al. [2010].

3.1. Boundary Conditions and Friction Law

The fault,I" | is a piecewise discretized surface with a directed normal vector 7, such that
each side of each surface element is clearly identified. Slip and stresses over I' are related
through a friction law in such a way that the fault tangential tractions evolve according to
that law, which in turn depends, for instance, on some fault kinematic parameter (i.e. slip
and slip rate) and wave propagation in the surroundings of the rupture tip. On the other
hand, the strain field is accommodated, in the elastic medium, through displacement (i.e.
velocity) discontinuities acrossI' . It is thus convenient to split our domain into a plus-
and a minus-side with respect to the fault (Figure 1) and express the limiting velocity
field, v, over T'as

TE(t, p= lir% U(t, ek e %T)) eceR.
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Furthermore, we define the normal and tangential components of #* with respect to 7 as

vy = (-7

i
il

Now we can define the vector V as the velocity discontinuity acrossl' , where its fault

tangential component, namely the fault slip rate, is

Vi = HUTH = 77;5 - 77%; (6)

Vi = [in] = oy — Uy (7)

The slip magnitude at any time ¢ is thus defined as the integral of the modulus of Vi over
time given by

00 = [ Vi, s ®)
The dynamic rupture boundary conditions on the fault are the following two jump con-

ditions, involving the tangential fields [Day et al., 2005],

. — ||| > 0 (9)
Ve — Tr|| V|| = 0, (10)

and a third jump condition applied to (7)

—

where fT is the fault tangential traction vector and 7. is the fault frictional strength.
The fault strength is determined by the Coulomb friction law, which depends on the fault

normal stress (with negative values for compression), oy, the friction coefficient,u, and
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the fault cohesion, C, as

7.=C —onp. (12)

Condition (9) provides an upper bound to the magnitude of Tr to the fault strength, 7.,
that always acts opposite to sliding onl" . The second condition (10) forces the slip rate to
be parallel to TT, the tangential traction. Another implication of these jump conditions is
that, whenever the inequality of (9) holds, the slip rate vector is zero, which can be easily
seen through the modulus of (10). Finally, condition (11) implies that there is neither
fault opening nor mass interpenetration across the fault during rupture propagation.

In nature, the friction coefficient depends on the fault slip, slip rate and state variables
accounting for the sliding history and fault age [e.g. Dieterich, 1979; Ruina, 1983]. How-
ever, we shall assume a simple slip weakening law [Ida, 1972; Palmer and Rice, 1973],

which makes p linearly depend on the slip as

) =+ =) (1- 5 ) 1 (1 1), (13)

where H(-) is the Heaviside function, ps and pug are the static and dynamic friction
coefficients, respectively, and dq is the critical slip weakening distance.

A series of studies have tried to estimate dy from historical earthquakes based on indirect
source observations through the inversion of strong motion seismograms [e.g. Ide and
Takeo, 1997; Mikumo and Yagi, 2003]. However, due to the limited bandwidth of the
seismograms, the slip weakening distance was poorly resolved in these studies. Moreover,
dynamic models based on such indirectly inferred d, values may be biased and not able to
resolve the stress breakdown process over the fault [Guatteri and Spudich, 2000; Spudich
and Guatteri, 2004]. Direct observation of J§y from near-field data is seldom possible

| Cruz-Atienza et al., 2009]; except for some isolated cases where rupture propagated with
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supershear speeds [Cruz-Atienza and Olsen, 2010].
The manner by which we incorporate the fault model given by both the jump conditions

(9) to (11), and the friction law (12) and (13), into our DG scheme is presented next.

3.2. Discrete Source Model

The domain decomposition introduced in equation (3) should account for the presence
ofl" | such that the fault surface is discretized by triangles lying on the faces of adjacent
tetrahedra (Figure 1), i.e. we preclude I' to be embedded inside any tetrahedron D;. The

physical domain,{2 , is then decomposed as follows

K
Q ~Q, =) D, such that ifl C Qthen {VD;: (D;\ $;) NT = 0},

i=1
where each D; is a straight-sided tetrahedron with surface S; and the union of all K
elements describes a geometrically conforming mesh. The order of the polynomial basis
chosen in our method corresponds to P2 quadratic functions because higher approximation
orders do not significantly improve neither the accuracy of the dynamic-rupture numerical
schemes nor their convergence rate [e.g. Moczo et al., 2007; Rojas et al., 2009; Pelties et al.,
2012]. As we shall see, keeping a low approximation order (i.e. P2 interpolation functions)
provides both good accuracy and efficiency to our numerical scheme.

Since every tetrahedron has its own nodes in the nodal form of the DG method (i.e.
ten independent nodes for P2 elements, Figure 1), a fault node is then composed of two
co-located nodes (i.e. a split-node). One of them belongs to the i-tetrahedron within the
plus-side of the domain and the other to the adjacent k-tetrahedron in the minus-side (see
Figure 1). This means that each split-node lies between two tetrahedra sharing a fault

element. Furthermore, since the DG method does not require field continuity over the
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element faces, the dislocation produced by the rupture may be handled naturally over the
fault,I" , through the discontinuity of the tangential velocities 75 = {#;,, ¥, }. However,
this should be treated carefully because most of the elastic fields must remain continuous
acrossl’.

(Figure 1)

System (4) and (5) is solved everywhere inside €2 except overl" | where jump conditions
(9) to (11) must be verified. However, as pointed out by Benjemaa et al. [2009], before
treating the fault fluxes accordingly we should notice that the system is not symmetric
because of

Qir # (Par)",
which is due to the variable transformation (2) required to group all the medium properties
on the left-hand side. Although our method does not require the system to be symmetric,
that condition is convenient because then our scheme for PO elements essentially reduces
to the one proposed by Benjemaa et al. [2009] (i.e. finite volume approach), which was
derived from energy balance consideration across the fault.
To obtain a symmetric system, we first multiply (5) by the symmetrical positive definite

matrix S, defined in Appendix B, and then we isolate the updated field values to get the
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equivalent symmetric system

1 _1 At 5
T =0 (Lo k)T = Y (M ® &)y
Pi o {2}
+= Z Pir @ Fir)0; + (Pir @ Qik)ﬁ};]] (14)
kGN

1

ot =ar AN @ KT = Y W e &)
oc{x,y,z}

1 1 1
+5 2 [Phe i + (Phe gz-k)ﬁZ“]] . (15)

keEN;

whereA 7 = SA;, N = SNy and PL = SQu.

Since the fluxes across the fault elements S;r = {S;x C ['|Six := S; N S} must satisfy
the jump conditions (9) to (11), we cannot simply use the centered scheme proposed by
FEtienne et al. [2010] for fluxes between regular elements. Introducing the fault vector
fluxes ﬁ and g; for the velocity and stress schemes, respectively, the system (14) and (15)

may be rewritten as

1 _1 At 5
5 =0 P (LK) - ) (My® &)}
pi be{z,y.2}
]. -n —=n _'n
+§ Z [(Pire ® Fir) 37" + (Pir ® Gir)y] + 6r(Zs © Gir) [; (16)
kEN;
S;pNI'=0
Gl = AN KT - Y W e
oe{z,y,z}
1 ! 3 :
5 Y |PReFNT T+ (PR Gt F | oG edg | an)
kEN;
S;NI'=0

where dr is a Kronecker delta that is 1 if S;r # () and 0 otherwise.
Since the fault boundary conditions (9) to (11) must be applied to the traction vector

T, following Benjemaa et al. [2009] we notice that the flux in the velocity scheme (14)
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through any element surface may be expressed in terms of tractions as
1 2N 2N 1 _)7’1/ _»TL
(Pi ® Fir) 3" + (Pir © Gin) 0] = 5|(Zs @ Far) T}" + (T @ Gur) Ty |

By imposing continuity of T, over the fault element S;r (i.e. T;’,; =T = T}") and assuming
the same approximation order in the two tetrahedra sharing the element (i.e. Fir = Gix),
we set the flux vector across the fault, ﬁ-”, to the unique traction vector T;’}f, and define

the flux across the fault as
(T3 @ Gi) [ = (T @ Fu) Ty (18)

By substituting (18) into the velocity scheme (16) and regrouping the terms excluding

the flux across the fault on ﬁ?, we obtain

1 _1 o At -
77?+2 :77? 2 +R7+5F—(13®K1)_1<13®Ek)7—ﬁ;, (19)
where
_)’I’L At —1 -n 1 =N g 1
R = 7(%@’@) — ) (Mp®Ep)FT + 5 D (P ® Fa)G} + (P ® Gir) )
v oe{z,y,z} SkFGWJIYZ 0
ik =

Because the fault normal stress determines the frictional strength via (12), and because

boundary conditions are applied to the shear tractions, the fault traction vector f;}g has

to be decomposed into its tangential, :-T,;T, and normal, :-’,;N, components to rewrite the
velocity scheme (19) as
1 _1 " At - -
B =T B o ST @ K) T (B ® Fu) (T, + T (20)

3.2.1. Fluxes across the fault for the velocity scheme (20)
For updating velocities onl" , we need to specify the flux across the fault in (20). For

this we require fﬁ;T such that the jump conditions (9) and (10) are fulfilled, and f{,;N such
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that the continuity of the fault normal velocity is also guaranteed (condition (11)). All
traction conditions must be verified at every fault node and for every time step.

Let us assume that Sir # 0 so épr = 1 in (20), where the i- and k-tetrahedra lie at the
plus-side and the minus-side of the faultl’ |, respectively. Then we define Vir to be the
velocity discontinuity between the i- and k-tetrahedra over the facel' . To compute the
fault tangential tractions, T;ZT, we first notice that the inequality of condition (9) along

with the modulus of (10) implies that
Vi = 0, (21)

which means that, whenever Hff,;T || remains below the frictional strength, 7., the tangen-
tial traction must ensure the continuity of the tangential velocities at every fault node
shared by the i- and k-tetrahedral.

Since we only deal with fault nodes, we thus construct the matrix A ! which is the
inverse mass matrix whose components depend exclusively on those nodes. It is simply
constructed from ;' by eliminating its rows and columns associated with the off-fault
nodes.

The computation of fli’,;T verifying condition (21) requires both tetrahedra sharing a fault
element to have the same order, so that the nodes in both sides of the fault match to
each other (see Figure 1). Besides this, for the specific contribution of T;’,QT, we need to
compute the volume and surface integrals of ;. ! and Fj, respectively, in a standard

element [Zienkiewicz et al., 2005] such that

1
]C»fl = V]C;FI and f;k = Sikfe, (22)

ir -
i
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where V;, the i-tetrahedron volume, and S;, the i-tetrahedron fault surface, are the
corresponding Jacobians. Then by substituting (19) into definition (6) and using (22), we

express the slip rate vector as

= Vi, >+ R — Ry + AtSy (— +

W ) Bk EE AT @)

For computing the tangential traction, we use (21) into (23), which leaves us the following

expression

n

) @e R @k, (Vi - A e Ay). e

Fn ( PipkViVi
ik AtSi(piVi + pe Vi)

This procedure ensures the continuity of the tangential velocity across the fault. However,
if the time-dependent frictional strength, 7', is overcome by the modulus of the tangential
traction, ||7:[,2TH, rupture must occur and the tangential velocity is no longer continuous

across the associated fault node. In that case, the equality of condition (9) holds so that

¢ = Tk, I = 0 & [T, [l = 72

Therefore, to compute the slip rate (23) at every fault node and for every time step,
the tangential traction is adjusted according to the following criterion, which depends on

whether or not the fault point has broken:

Ty if |0 | <72,
B O T (25)
kT

Since the nodes within a fault element are coupled through the flux matrix, F;;, and the
mass matrix, K;., when rupture happens in a given node and the condition (25) is imposed,
tractions in the remaining nodes change for the same time step. Thus, to accurately and

simultaneously satisfy (25) on every fault node, i.e. to allow rupture propagation inside
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the fault elements, we use an iterative predictor-corrector (PC) scheme. If ngyy is the
number of nodes in a given fault element (i.e. six for P2 elements) and nyroen is the num-
ber of nodes that have broken, then the PC scheme operates only if 0 < nproken < Mfault-
The PC scheme will basically find the tangentail tractions, TZ,QT, in the unbroken nodes,
given the boundary condition applied in the broken nodes for the same time step. Thus,
the procedure will only influence the two interacting elements sharing the same breakable
portion of the fault surface.

Our PC scheme is simple and converges fast: when a fault node breaks in a given element,
the modulus of its tangential traction is set to 72 (condition (25)). Once this condition
applies, the predicted tangential tractions T;ZT in the unbroken nodes of the same element
must be recomputed accordingly via (24). For this purpose, a new matrix, K;‘?b“’ke“, must
be constructed considering only the unbroken fault nodes while for the broken nodes the
tangential traction condition is set. If the magnitude of the new-predicted tractions over-
comes the fault strength, then it is corrected by setting it to 77'. This updating cycle
continues iteratively through new predictions and corrections until no other node breaks
inside the element after the last correction. The maximum number of possible iterations is
given by the order of approximation, i.e. DOF, used in the fault elements, and will always
be smaller than ng,,, (i.e. five or less iterations for P2 elements). The PC procedure has
to be performed locally in each piece of fault surface. It is an efficient iterative verification
of boundary conditions and represents an additional reason to preserve low interpolation
orders (i.e. P2 specifically) in the tetrahedra sharing a fault segment.

Since the DG schemes do not enforce continuity of the fields between two adjacent tetra-

hedra, and the accuracy of our method depends on the special treatment of velocities over
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the fault, we must take care of the fault normal tractions in the same manner as for the
tangential components. We now derive a formula to compute the normal traction, :’,QN,
which ensures continuity of the fault normal velocity field. This model constrain is given
by the jump condition (11).

As done for the tangential slip rate (23), definition (7) may be written as

—‘n+% _,nJr% _,n+%

‘/ik'N = UiN - Uk)N
el sy oo 11 | )
= Vik:N + R, — Ry, + AtSi m + m (Zs @ Kep) (I3 ® fe)TikN-

Using condition (11) to force continuity of the normal velocity, we then define the fault

normal traction

g i ViVi
Tin _< PiPrViVi

_ Lo F) Lok, ) (—V" 7R + B ). (26
ikn AtSzk(ﬂz‘/z‘i‘pk‘/k))(g@f) (3® F)( kN 1N+ kN) ( )

from which the fault normal stress is given by

—
n

n o __ '_’
ON = Liky "0

The frictional strength, 72, can now be computed on every fault node using (12) as a
function of both o and the friction coefficient, p", which depends on the fault slip, U™
(8), through the slip weakening law (13).

Definitions given for the normal (26) and tangential (24) traction components finally allow
us to update the velocity field in every fault node via equation (20).

3.2.2. Fluxes across the fault for the stress scheme (17)

For the stress scheme and within the i-tetrahedron, the flux across the fault, g?? +%, is
computed using only the velocity field in that tetrahedron, through the equation (20), so
that the flux is given by

AR ) (1)
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The simplicity of this flux stems from the computation of a unique traction vector on the
fault that guarantees either the continuity or discontinuity of the velocity field depending
on whether the fault has broken or not. This fault-flux approximation is equivalent to the
one proposed by Benjemaa et al. [2009] for PO elements, where the flux estimation is based
on an energy balance consideration across the fault, but the simpler form of definition (27)
is due to the continuity of the fault normal velocity implicit in the computation of f{,@N

through (26).

4. Rupture Model Verification, Convergence and Efficiency

Verification of dynamic rupture models is a particularly difficult task. Since no ana-
lytical solution exists for the spontaneous rupture problem (i.e. closed form equations
for the resulting motions), the only possible way to be confident of a given approach is
the comparison of results for a well-posed rupture problem between various numerical
techniques based on different approximations. This kind of exercise has been system-
atically performed in recent years by an international group of modelers [Harris et al.,
2009]. In this section we present results for two benchmark tests proposed by this group,
TPV3 and TPV10 (see: http://scecdata.usc.edu/cvws/index.html), and compare them
with those obtained with finite difference, finite element, spectral element, discontinuous
Galerkin and spectral boundary integral methods. Based on these comparisons, we as-
sess the numerical convergence rate of our method, its efficiency and determine numerical

criteria to guarantee its accuracy.
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4.1. The Problem Version 3 (TPV3)

Consider the spontaneous rupture of a vertical right-lateral strike-slip fault embedded
in a homogeneous fullspace with P- and S-waves speeds of 6000 m/s and 3434 km/s,
respectively, and density of 2670 kg/m?. The fault is rectangular and measures 30 km in
length by 15 km in width (Figure 2). Rupture nucleation happens in a 3 km by 3 km
square region, centered both along-strike and along-dip, because the initial shear stress
there is higher than the fault strength. The friction law is linear slip-weakening with
zero cohesion (Equations (12) and (13)), and both static and dynamic friction coeflicients
are constant over the fault. The initial fault normal traction is also constant, as are the
static and dynamic fault strengths. Values for all source parameters, i.e. initial stress
conditions and friction parameters, are shown in Table 1. Results for this problem are
compared with those obtained by the DFM finite difference scheme [Day et al., 2005], the
ADER-DG discontinuous Galerkin scheme [Pelties et al., 2012] and the spectral boundary
integral equation method by Geubelle and Rice [1995] with the implementation of E.M.
Dunham (MDSBI: Multidimensional Spectral Boundary Integral, version 3.9.10, 2008);
all of them for an equivalent grid size of 50 m.

All DGCrack solutions presented in this section were calculated for the same 100 x 110 x
95 km? physical domain discretized with unstructured h-adaptive meshes such that the
element characteristic lengths extends from 1 £m in the CPML slab to the desired length
over the fault plane (i.e. 1.0, 0.8, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2 and 0.1 km).
(Figure 2)
Our first comparison corresponds to the rupture times on the fault plane with the

DFM method (Figure 3). We have used a characteristic elements size of 100 m over the
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fault (i.e. an effective grid size (internode distance) of about 50 m in our P2 elements
approximation). The fit between both solutions is almost perfect. No significant difference
may be seen in this comparison. Figure 4 compare DGCrack seismograms at fault points
PI (pure in-plane deformation) and PA (pure anti-plane deformation) (see Figure 2) for
the slip (4a), shear traction (4b) and slip rate (4c and 4d) fields with those obtained by the
DFM, ADER-DG and MDSBI methods. Except for weak oscillations, the comparison is
also excellent. Besides the stress build-ups, which are nicely resolved at both observational
points before failure, let us notice how the friction law is well resolved as compared to the
other solutions, with stress overshoots around 7 s and 8 s at PI, and 8.5 s and 10.5 s at
PA. The associated slip reactivations are also well modeled and can be seen in the slip
rate functions at both points. Stopping phases from the fault edges strongly determine
the slip rate and are well resolved at 6.5 s and 7 s at PI, and at 4 s and 7.5 s at PA.
A closer comparison of slip rates at both observational points (Figure 4d) suggests that
the closest two solutions to each other correspond to ours and the one generated by the
spectral boundary integral method (MDSBI). Despite weak oscillations present in the
DFM, MDSBI and DGCrack waveforms, both amplitude and phase of the DGCrack and
MDSBI solutions are remarkably similar.
(Figure 3)
(Figure 4)

Since no analytic solution exists for this problem, quantitative comparisons between
all the approximations may give insights about their correctness. Figure bb presents a
quantitative comparison of all numerical solutions based on cross-correlation, cc, measure-

ments of the slip rate time series on both PI and PA observational points. Each colored
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square of the Cross-Correlation Matrix, C'C'M, corresponds to a cc-based metric between
two solutions: for a given method, its metrics with respect to the other approaches are
those corresponding to its associated raw and column of the matrix. Values in the upper

triangular part of CC'M are given by

CCjj — CCmin

CCMIPP™ = : (28)

1 — cemin
where cc;; is the maximum cross-correlation coefficient between the 7 and j solutions, and
subscript min reads for the smallest coefficient of all possible combinations. Values in the

lower triangular part of CC'M are given by

dtz] - dtmax

COMI™er = ,
* dtmax

(29)

where dt;; is the delay in seconds between the 7 and j solutions for the maximum correla-
tion coefficient, and the maz subscript means the maximum delay of all possible combina-
tions. Both measures provide a quantitative mean to assess the similarity between solu-
tions relative to the worst comparison found between all combinations. However, they do
not provide absolute cross-correlation information except for the auto-correlations along
the CCM diagonal. While the ADER-DG solution is the closest to both the DGCrack
and MDSBI solutions in terms of correlation coefficients (see CCM"PP*" in Figure 5b), the
smallest phase error is found between the DGCrack and MDSBI solutions (see CC M'™°ver).
As may also be seen in Figure 4d, the solution with the lowest correlation metrics with
respect to the other ones is that from DFM (i.e. first column and first row). By averaging
both metrics per solutions couple, we may better assess which time series are the closest
to each other. Figure 6 presents the results of this exercise, where the two discontinuous

Galerkin solutions reveal to be the more similar, although very close to the one yielded by
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the Boundary Integral method. Measures provided by this method should be interpreted
carefully since they do not account for the computational cost required by each method
to achieve its solution.

(Figure 5)

One important issue in dynamic rupture modeling is the control of spurious oscillations
produced by the advance of the crack tip throughout the discrete lattice. Using either
artificial viscosity or intrinsic dissipation procedures in rupture models is a delicate mat-
ter because the associated damping does not distinguish between numerical and physical
contributions. In other words, if badly handled, dissipation may absorb frequencies be-
longing to the physical-problem bandwidth affecting, for instance, peak slip rates and
rupture speeds, as shown by Knopoff and Ni [2001]. This is probably why the ADER-DG
scheme [de la Puente et al., 2009], which uses intrinsically dissipative Godunov fluxes
[Le Veque, 2002; Gonzdlez-Casanova, 2006], requires high interpolation orders to achieve
good accuracy (e.g. compare O2 with O3 or higher order solutions in Pelties et al. [2012]).
In the DGCrack scheme, in contrast, the centered flux scheme is conservative such that
the energy is not intrinsically dissipated [Hesthaven and Warburton, 2008] but, because
it is dispersive, contains spurious oscillations. However, since these oscillations remain
reasonable small and we expect them to be even smaller for physically attenuating media
or different friction laws (e.g. rate- and state-dependent), we have decided not to integrate
an artificial viscosity.

(Figure 6)
The upper horizontal axis in the Figures 5a and 5c represents the number of fault ele-

ments in the cohesive zone, N, associated to the characteristic element sizes shown in the
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lower horizontal axis. The cohesive zone is the fault area next to the crack tip where the
shear stress drops from its static to its dynamic value. N, is measured along the rupture-
front propagation direction and its values correspond to the reference DFM solution for
h = 50 m reported in Day et al. [2005].

To assess the convergence rate of the DGCrack scheme and to determine a quantitative
criterion that guaranties its accuracy, Figures ba and 5c¢ present two different error metrics,
defined by Day et al. [2005] as the relative root mean square difference between a given
solution and the reference one (i.e. the DFM solution for h = 50 m), as a function of the
characteristic elements size on the fault. These metrics correspond to the rupture times
over the fault and the peak slip rates at fault points PA and PI (Figure 2). Both figures
reveal a power-law convergence rate of the DGCrack method with regression exponents
reported in Table 2 and compared to those for other methods. We also report in that table
the exponent for the final slip on both observational points (not shown in the figure). It
is important to notice that all DGCrack solutions presented in the manuscript correspond
to unstructured meshes with refinements around the rupture surfaces. As mentioned by
de la Puente et al. [2009], this is a critical issue since the accuracy of solutions signifi-
cantly depends on the quality of the tetrahedral lattice built independently using standard
tools (in this work we have used the Gmsh software developed by Geuzaine and Remacle
[2009]), as can been seen in the error dispersion on both Figures 5a and 5c¢ with respect
to the regression lines.

The accuracy of dynamic rupture models depends on the resolution of the cohesive zone,
which may vary during rupture evolution. N, is thus the numerical criterion that guar-

anties a given accuracy level. Figures 5a and 5c also reveal that one or more fault elements
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inside the cohesive zone (i.e. N, > 1) is enough to achieve errors smaller than 1% and 10%
for rupture times and peak slip rates, respectively. In the TPV3 test case, this condition
implies fault element sizes smaller or equal to ~ 450 m.

We finally address a fundamental question in computational sciences: the numerical ef-
ficiency. Pelties et al. [2012] have recently introduced a method to solve the dynamic
rupture problem based on a discontinuous Galerkin scheme that incorporates a sophisti-
cated strategy allowing arbitrarily high order approximations in space and time, i.e. the
ADER-DG method. Since both the DGCrack and ADER-DG methods share many differ-
ent capabilities linked to the DG approximation, it is worth comparing their differences
and to estimate the computational cost of each method to achieve the same accuracy
level. Since the ADER-DG method is based on a modal approximation, the fluxes across
the element faces are sensitive to all modes across the element. In a nodal approxima-
tion, however, like in the DGCrack method, they only depend on the nodes lying on the
element face where the flux is computed. This difference translates into fewer computa-
tions in the nodal approximations [Hesthaven and Warburton, 2008]. Figure 5d presents
a quantitative comparison of rupture times errors as a function of total computing times
(i.e. the CPU time, which is given by the duration of each simulation multiplied by the
number of cores) for both methods. The DGCrack simulations were run on a parallel
computer with 172 cores (2.33 GHz quad-core Xeon processors) of the Department of
Seismology at UNAM. Since the computational cost is not reduced by the ADER-DG
method when using high approximation orders [Pelties et al., 2012], values reported in
Figure 5d correspond to the ADER-DG O3 solution. Both regression lines have about

the same slope; so similar CPU time differences between the methods are expected for
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any grid size. If we take the same accuracy level used to establish the N, condition in the
last paragraph (i.e. 1% error for rupture times) then the CPU time of the ADER-DG O3
method is about 30 times larger than the one required by the DGCrack method in our
computing platform. Since the simulation times reported by Pelties et al. were obtained
using a 0.85 GHz BlueGene parallel computer, the actual CPU time difference would
be reduced to a factor of ~ 10 if both methods were run on the same platform, which
still is a significant factor, especially if multiple large scale simulations are required. This
comparison was made with the available data reported by Pelties et al. [2012], however
it would be interesting to design a speed test of dynamic rupture simulations that could
better reflect the CPU time required by both schemes. Besides, it is important to notice
that ADER-DG shows smooth time series on the fault and accurate wave propagation
away from it [Dumbser and Kaser, 2006]. Theses characteristics are not quantified here

and may be essential for long-range wave propagation problems.

4.2. The Problem Version 10 (TPV10)

Our last verification test consists of a 60° dipping normal fault reaching the free surface
of a homogeneous halfspace (Figure 7) with P- and S-waves speeds of 5716 m/s and
3300 km/s, respectively, and density of 2700 kg/m3. The fault has the same dimensions
as in TPV3 (i.e. 30 km, 15 km wide) but the center of its 3 x 3 km? nucleation patch is
located deeper, at 12 km along dip. Frictional and initial stress conditions on the fault
plane are reported in Table 3, where the cohesion term of equation (12) is not zero, and
both pre-stress conditions are dependent on the along-dip distance, hy. The unstructured
h-adaptive tetrahedral mesh used to obtain the DGCrack solution in shown in Figure 7,

which has a characteristic element size of 100 m over the fault plane.
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(Figure 7)

This test case has interesting features that are essential to verify a dynamic rupture
model for non-planar faults. Since we deal with a dipping normal fault reaching the Earth’s
surface, reflected waves are bounced back to the source, inducing transient variations of
the fault traction vector that significantly affect rupture propagation via the Coulomb
failure criterion (12) [Nielsen, 1998; Oglesby et al., 1998]. Figure 8 presents a comparison
of rupture times over the fault obtained with three different methods [Harris et al., 2009]:
a finite element (FaulMod; Barall [2009]), a spectral element (SPECFEM3D; Kaneko
et al. [2008]) and the DGCrack methods. The three solutions were computed with a fault
elements size of 100 m. Despite the complexity of the rupture model, the match between
all solutions is remarkably good. Dynamic effects on rupture propagation due to the
presence of the free surface are clearly seen in the upper most 2 km, where a secondary
rupture front propagating down-dip is initiated about 2.5 s after nucleation.

(Figure 8)

Figure 9 shows on- and off-fault waveforms computed by the same three methods with
(lower traces) and without (upper traces) low-pass filtering at 3 Hz. From top to bottom,
the left column presents the time evolution of the slip rate, shear stress and normal stress
at fault point FP (Figure 7), which is aligned along strike with the center of the nucleation
patch and located 1.5 km from the free surface along dip. On-fault solutions reveal that
the best fits along the entire waveforms correspond to the DGCrack and SEM signals
during the first 10 s, and to the DGCrack and FEM signals during the remaining 5 s. This
suggests that, despite the spurious oscillations present in the latter part of the DGCrack

waveforms, this method provides the most robust solution for this problem compared to
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the SEM and FEM methods. The right column of Figure 9 shows, from top to bottom, the
two horizontal components (i.e. fault parallel, FP, and fault normal, FN, components) of
the ground velocity and vertical displacements at the ground point GP (Figure 7), which
is located 3 km in the along strike direction from the fault extremity and 3 km away
from the fault trace on the hanging wall. In the ground motion synthetics the situation
is slightly different. The closest two solutions along the entire records are those produced
by the DGCrack and FEM methods (see filtered velocities and displacements up to 10 s).
Although both the DGCrack and SEM solutions present spurious oscillations, the 3 Hz
low pass filter did not eliminate longer-period oscillations in the DGCrack seismograms,
particularly present after 10 s. Since similar noise is found in the on-fault seismograms,
this inaccuracy is probably due either to long-range numerical dispersion associated with
the centered fluxes across the fault or wave reflections associated with the mesh coarsening
around the fault surface.

(Figure 9)

5. Rupture along the 1992 Landers-Earthquake Fault System

The 28 June 1992 Landers earthquake (Mw 7.3) in southern California produced one of
the most valuable data sets ever recorded. The amount and diversity of geophysical obser-
vations allowed constraining the earthquake rupture history, revealing a large complexity
of the slip pattern in a wide frequency range (< 0.5 Hz) [e.g. Campillo and Archuleta,
1993; Wald and Heaton, 1994; Olsen et al., 1997; Herndndez et al., 1999]. The large
rupture size (80 km long, 16 km wide), the long rupture duration (> 20 s) and the in-
tricate fault-system geometry bring an exceptional opportunity to test our discontinuous

Galerkin source model. However, to fully understand the detailed rupture process of the
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Landers earthquake deserves an extensive analysis that goes beyond the purpose of this
work. For this reason we shall mainly use this study case for illustrating the capabilities
of the DGCrack approach in realistic conditions, and to elucidate some essential aspects
of such an event related to the initial stress conditions along the fault.

(Figure 10)

The Landers earthquake broke four main right-lateral faults, namely the Johnson Valley,
Homestead Valley and Emerson and Camp Rock faults, which are connected through jogs
and step-overs (Figure 12b) forming a complex nonplanar fault system (Figure 10 and
red segment in Figure 12b). The detailed fault geometry was taken from the Community
Fault Model for Southern California [Plesch et al., 2007], which essentially consists of
several strike-slip vertical segments, as shown in Figure 12b with grey dots. To discretize
the model we considered a 1D layered medium [Wald and Heaton, 1994] (see L1, L2 and
L3 layer boundaries on Figure 10) and took advantage of the hp-adaptivity. This means
that we refined the mesh around the rupture surface and simultaneously adapted the
bulk elements sizes to resolve 0.5 Hz waves according to each layer properties, so that the
wave-propagation accuracy criterion determined by Etienne et al. [2010] is largely satisfied
(i.e. five elements per minimum wavelength). The gradual mesh coarsening from 300 m
over the fault to 1100 m throughout the CPML region produced a discrete lattice with
4.48 millions tetrahedra, from which 48.6% are P1 elements and belong to the CPML slab
(Figure 10), and the rest (51.4%) are P2 elements and discretize the physical domain.
Dimensions of the computational volume are 67.0 x 101.6 x 29.0 km? in the z, y and
z directions, respectively, such that to complete a 20 s simulation, the DGCrack model

spent a total CPU time of 1.73 x 10% s, which correspond to 9.6 hours in 50 cores of our
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Pohualli parallel platform.

The initial stress conditions in the fault (i.e. pre-stress conditions) correspond to the
initial shear tractions, 7y, determined by Peyrat et al. [2001] on a planar fault (Figure 12a),
which represent an improved version of those used by Olsen et al. [1997]. To estimate
these initial conditions, they computed the static stress change in a planar fault associated
with the total slip found by Wald and Heaton [1994] (Figure 12d), reversed its sign and
added a homogeneous tectonic field of 5 M Pa. Peyrat et al. [2001] also considered a
constant static fault strength 7, = ¢ - us = 12.5 M Pa, puyz = 0.0, and an upper bound for
7o equal to 0.95 - 7, everywhere on the fault. We proceed in the same way except in the
uppermost 2.5 km, where we obtained unreasonable large slips in our first simulations.
For producing reasonable simulation results, we thus lowered the upper bound of 7y to
0.9-75 over the whole fault and multiplied 7y by a linear taper going from 1 at 2.5 km depth
to 0 at the free surface. Instead of searching suitable friction coefficients to explain the
observed ground motions as done in previous studies [Aochi and Fukuyama, 2002; Aochi
et al., 2003] we simply set them homogeneous over the fault such that both the strength
excess and the dynamic stress drop exactly match those considered by Peyrat et al. [2001],
except in the shallow part where the taper was applied and within those small regions
where the initial shear stress was upper bounded to 0.9 - 7. As expected when including
the real fault geometry, to allow spontaneous rupture propagation through the stepovers
and fault kinks we had to reduce fracture energy by a factor of two as compared with
Peyrat et al. [2001] model by setting dy, the stress breakdown slip (i.e. the slip-weakening
distance (13)), equal to 40 e¢m instead of 80 ¢m. Rupture was nucleated in a 7 km deep

circular patch with 1 km of radius [Olsen et al., 1997] located 67 km from the northern

DRAFT October 19, 2012, 4:54am DRAFT



X - 156 TAGO ET AL.: EARTHQUAKE DYNAMICS WITH A DG METHOD

fault edge in the along-strike direction [Wald and Heaton, 1994] (Figure 12a). To initiate
a sustained rupture, we raised the initial shear stress 5% above the fault strength in that
patch. As a result, an initial stress-drop kick of about 0.6 M Pa initiated the earthquake.
Figure 11 shows a series of snapshots of the slip rate (left column) and shear stress (right
column) on the fault during rupture propagation. Interesting rupture patterns appeared
in the rupture process, as reflected waves in the layers interfaces (2.9 s snapshot), rupture
front jumps (5.1 s snapshot) and bifurcations (7.9 s snapshot), and supershear fault
segments (11.3 s snapshot), among others.
(Figure 11)

Previous models of the Landers earthquake have shown that considering both the fault
system geometry and the heterogeneities of the surrounding medium is critical to explain
different geophysical observations [e.g. Fialko, 2004; Cianetti et al., 2005; Cruz-Atienza,
2006]. Our results (Figures 11 and 12) lead to the same conclusion. If the fault geometry
did not play a major role during the earthquake, both the initial stress conditions and
frictional parameters adopted by Peyrat et al. [2001], which were determined assuming a
planar rupture surface [Olsen et al., 1997], would have been valid over the real fault-system
geometry. Instead, the fault geometrical barriers (i.e. kinks) strongly affect the energy
budget, making the spontaneous rupture propagation more difficult. The effect of fault
geometry into that budget is clear in our results, since we had to reduce the planar-fault
fracture energy by a factor of two to allow rupture propagation along the entire fault
system. It can be said that half of the amount of energy that Peyrat et al. [2001] found to
be dissipated through cohesive forces (i.e. frictional work) with constant normal tractions

seems to be related with other physical mechanisms promoting energy leakage possibly
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related to the fault geometry, such as off-fault anelastic processes [Duan and Day, 2008]
or high frequency radiation associated with changes of rupture speed and direction in the
vicinity of the fault kinks [Adda-Bedia and Madariaga, 2008].

Figure 12 finally shows a comparison between the final slip determined by Wald and
Heaton [1994] over a three planar fault segments projected into a single plane (Figure
12d) and the one yielded by our simulation deployed over a plane (Figure 12¢). There
is clearly an underestimation of the seismic moment in our model, which is based on the
static stress change produced by the final slip of Wald and Heaton [1994] in a planar fault
[Olsen et al., 1997]. Notice that both fault segments where the final slip is dramatically
underestimated are either confined between (i.e. Kickapoo stepover) or overlapping (i.e.
stepover joining the Homestead Valley and Emerson faults) fault kinks. Since the final
slip we obtained is so different to the one found by Wald and Heaton [1994] that explains
a large set of observed data (e.g. regional seismograms and GPS records), we do not
expect our earthquake model to be realistic (i.e. to fit the ground surface observations).
This finally leads us to conclude that a realistic dynamic source model of the Landers
earthquake may only be constructed by considering its real and intricate fault geometry
when determining the initial fault-traction conditions.

(Figure 12)

6. Conclusions

In this work we have introduced a novel discontinuous Galerkin method, the DGCrack,
to simulate the dynamic rupture propagation of earthquakes in 3D along faults with in-
tricate geometries (i.e. non-planar). The method is hp-adaptive, which means that the

elements of the unstructured tetrahedral mesh discretizing the simulation domain may

DRAFT October 19, 2012, 4:54am DRAFT



X - 158 TAGO ET AL.: EARTHQUAKE DYNAMICS WITH A DG METHOD

adapt both their sizes (h-adaptivity) and approximation orders (p-adaptivity) depending
on the problem geometry and the medium properties (i.e. PO, P1 or P2 elements in the
wave propagation domain, and P2 elements over the fault). To guarantee a fast conver-
gence rate, our scheme imposes the dynamic-rupture boundary conditions through ad hoc
fluxes across the fault that verify both the jump conditions introduced by Day et al. [2005]
and an additional condition forcing the continuity of the fault-normal velocity field. The
jump conditions imply the continuity of the tangential fault velocities on the fault nodes
where rupture did not happen, and the collinearity of both the fault shear traction and
the slip rate in those nodes where rupture has occurred. On the other hand, the additional
condition guarantees the numerical stability and accuracy of the fault normal tractions
required in the Coulomb slip-dependent friction law. For modeling rupture propagation
throughout the interior of each fault element, we have introduced an efficient predictor-
corrector scheme on these elements that accurately estimates the shear tractions at every
fault node for every time step.

A convergence analysis based on the SCEC-USGS TPV3 spontaneous-rupture benchmark
has revealed power-law convergence rates of the DGCrack method for three different fault-
observable RMS error metrics [Day et al., 2005], with exponents equal to 1.65 for rupture
times, 1.52 for final slip and 1.83 for peak slip rates. These estimates are similar to those
reported for well-established finite difference (DFM and SGSN), discontinuous Galerkin
(ADER-DG) and boundary integral (BI) methods. We have obtained excellent results
(i.e. rupture times and peak slip rate RMS errors smaller than 1% and 10%, respectively)
provided that the cohesive zone is resolved by one or more fault elements (i.e. N. > 1).

For the TPV3 test case, this condition translates into fault element smaller or equal than
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~ 450 m. Since both the DGCrack and ADER-DG methods share many different capa-
bilities linked to the DG approximation, we have assessed the difference in computational
cost to achieve the same accuracy level for rupture times. We find that DGCrack is about
10 times faster than ADER-DG irrespectively of the mesh size if they were run in the
same computing platform.

Since no analytical solution exists for the spontaneous rupture problem, quantitative com-
parisons between different approximated solutions may give insights about the correctness
of the numerical approaches to solve a given problem. We have thus introduced a simple
way to assess the similarity among solutions for TPV3 generated by four different meth-
ods, based on the phase and cross-correlation coefficients of slip rate time series. Results
of this exercise show that the DGCrack and ADER-DG discontinuous Galerkin solutions
are the most similar, although very close to the one computed by the spectral bound-
ary integral method (i.e. the MDSBI approach). As suggested by Ampuero [2012], this
procedure may be systematically used to quantitatively compare approaches for different
rupture problems like those undertaken by the international group of modelers promoted
by SCEC-USGS [Harris et al., 2009, see http://scecdata.usc. edu/cvws/].

To complete the verification of the DGCrack method, we have also solved TPV10 [Harris
et al., 2009], which consists of a 60° dipping normal fault reaching the free surface. This
test case has interesting features that are essential to verify a dynamic rupture model
for non-planar faults, because reflected waves in the Earth’s surface are bounced back
to the source inducing transient variations of the fault traction vector that significantly
affect rupture propagation via the Coulomb failure criterion. Comparison of rupture

times and both on-fault and ground-motion seismograms with those calculated by the
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SEM [Kaneko et al., 2008] and FEM [Barall, 2009] approaches reveal a very good overall
agreement among all solutions (especially between the DGCrack and FEM solutions), in-
cluding the strong dynamic perturbations on the fault normal tractions close to the free
surface. Numerical oscillations in the DGCrack solution are mainly present after 10 s of
the earthquake nucleation, which is probably due either to long-range numerical disper-
sion associated with the centered fluxes across the fault or reflections associated with the
unstructured mesh coarsening around the fault. However, since these oscillations remain
reasonable small and we expect them to be even smaller for physically attenuating media
[Tago et al., 2010] or different friction laws (e.g. rate- and state-dependent), we have
decided not to integrate an artificial viscosity into the scheme.

We finally applied the DGCrack method to study some aspects of the 1992 Landers
earthquake considering a realistic fault-system geometry. Our simulation deploy a 1D
layered medium and took advantage of the hp-adaptivity by refining the unstructured
mesh around the rupture surface and simultaneously adapting the elements sizes to re-
solve 0.5 Hz waves everywhere in the simulation domain. 48.6% of the 4.48 millions
tetrahedra in the mesh are P1 elements and belong to the CPML slab, while the rest
(51.4%) are P2 elements and discretize the entire physical domain. Our source model is
based on a slightly modified version of the heterogeneous initial shear stress determined
by Peyrat et al. [2001] on a planar fault from the final slip found by Wald and Heaton
[1994]. Since both we had to reduce fracture energy by a factor of two with respect
to the earthquake model proposed by Peyrat et al. [2001] to allow rupture propagation
along the entire non-planar fault system, and obtained a significant seismic moment un-

derestimation, we conclude that generating realistic pre-stress conditions for the Landers
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earthquake from its final slip distribution requires considering the fault-system geometry.
Recent large subduction earthquakes have raised fundamental questions concerning the
stability and segmentation of the subduction zones. To study this seismogenic regions
accounting for more realistic physical behaviors, introducing into DGCrack both flexible
friction laws (e.g. rate- and state-dependent) and the presence of fluids in the fault zone

(i.e. thermal pressurization) would be essential in the near future.

Appendix A: DG-FEM Method for Wave Propagation

To solve the hyperbolic system (1), which models the wave propagation in an elastic
medium, we follow the DG-FEM method proposed by Etienne et al. [2010]. The method
requires a discretization of the entire domain into sub-domains called elements. The DG-
FEM is a mixture of two well-known methods: the Finite Element method (FEM), because
it uses a space of basis functions and a space of test functions in each element [Zienkiewicz
et al., 2005], and the Finite Volume method (FVM), since the elements are decoupled
from each other but integrated through the evaluation of fluxes across the elements faces
[LeVeque, 2002]. The result of this combination is a method that ensures the geometric
flexibility that supports local resolution adaptivity and that can deal with wave-dominated
problems. However, the cost of having decoupled elements is an increment of the total
amount of degrees of freedom (DOF).
For the space approximation was adopted the nodal form of the DG-FEM formulation, i.e.
the solution in each element has a spatial support (nodes) that depends on the amount

of degrees of freedom chosen for the discretization [Hesthaven and Warburton, 2008]. To
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approximate the stress and velocity vectors in the i-element we write
d;

G 1) = Y0, 1), (7)
j=1

d;
GA(E 1) = 35, (3. )1, () (A1)
j=1
where ¥ € D;, t is the time and d; is the number of nodes or DOF associated with the
interpolation Lagrangian polynomial basis function ¢;; relative to the j-node located at
7;. This representation differs from the modal form in that the DOF, @;; and &;;, are
space dependent.
For the DG-FEM formulation we require a weak formulation of (1). The weak form makes
the residual to be orthogonal to a space of test functions. The case when that space is
the same as the space of interpolation functions is called Galerkin. To do so, we multiply
(1) by a test function ; and integrate the system over the volume of the i-element

/@z‘rpatﬁdv = / ©i, Z 89(M95)dv
Vi V;

0e{z,y,z}

/ pi, NOodV = / o, > Op(ND)dV  Vr e [1,dy], (A2)
Vi Vi

Oc{z,y,z}

where V; is the volume of the i-element.
Integration by parts of the right side of (A2) leads to

/@iTp('?tﬁdV = —/ Z &;gol-r(/\/l@&)dVJr/ Vi, Z Mong | 7dS
) Vi A

' 0€{z,y,2} Si 0e{z,y,2}

/ 0i NOGdV = — / 3" 900, (NpD)dV + / o | D Nong | 7S, (A3)

0c{z,y,2} Si 0e{z,y,2}

where S; is the surface of the i-element and 7 is the outward pointing unit normal vector
with respect to S;.

The second terms of the right-hand side of (A3) correspond to the fluxes of the stress
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and velocity wavefields across S;. In the classical FEM, the fluxes are canceled between
adjacent elements because the surface nodes are unique, i.e. the method enforces continu-
ity of the wavefields. In contrast, since each element has its own nodes in the DG-FEM,
the elements are coupled through the fluxes, similar to the FVM. To evaluate the fluxes,
we chose the centered flux scheme for its computational efficiency and its non-dissipative
property [Remaki, 2000; Benjemaa et al., 2009; Delcourte et al., 2009].

Using the approximation (A1) and assuming constant physical properties per element,
the weak formulation (A3) can be approximated as

. . 1
Pz‘/ @i, QU dV = —/ Z a@¢iT(M95i)dV+§ Z
Vi \%Z

‘ 96{x7yvz} kEN'L

; 7 1 A,

te{z,y,2} kEN;

/ QOZTIPZ]C(O:'; +3k)d5
Sik

where N; represents the adjacent elements to the i-element and S;; is the face between
the i- and k-element. The matrices P;, and Q;;. are defined as follows

Pir = Z nik:gM@

Oe{z,y,z}

Qir = Z ”ik(,/\[e,

oc{z,y,z}

where n;, is the component along the 6 axis of the unit normal vector 7, of the face S
which points from the - to the k-element.

The local nature of DG-FEM is illustrated in (A4) through the surface integrals that only
require the faces shared with the neighbor elements. Because the orthogonality of the

residual must be accomplished with the complete space of test functions and using the
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tensor product ®, we obtain the expression

. L 1 . 5
pi(Zs @ K;)0; = — Z (Mo @ Eip)d; + 5 Z [(Pir. @ Fir)0i + (Pir ® Gi) 0%
0c{z,y,z} kEN;
. L1 . R
(A ® K;)0wa; = — 96{2 }(/\fe ® Eip)V; + 5 keZN [(Pir @ Fir)Ui + (Pir @ Gig) Uk}, (AD)
T,Y,% f

where Z3 represents the identity matrix. In system (A5), the vectors ¢; and &; should
be read as the collection of all nodal values of the velocity and stress components in the

i-element, respectively. The matrices involved in (A5) are: the mass matrix

(ICi)Tj :/ Solrgplgdv jar € [Ldz]a
Vi

the stiffness matrix

)y = / Goo )i dV  GirelLd] € (e 2},
1%

and the flux matrices

(Fik)rj = / ©i, pi;dS J,r € [1,dy
Sik

(Go)ns — / orpndS  relld]  jeld.
Sik

The scheme (A5) allows different approximation orders between adjacent elements, (i.e.
p-adaptivity), and mesh refinement, (i.e. h-adaptivity). For more details see Etienne
et al. [2010].

This method was selected to implement the dynamic rupture because it is suitable for
handling discontinuities across the elements boundaries through the application of ad hoc
fluxes. Besides, the implementation of the DGCrack method into the GeoDG3D code
(developed by Etienne et al. [2010]) was straightforward since we only need to recognize

the fault surface in the domain and substitute the centered scheme fluxes with the ad hoc
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expressions derived in Sections 3.2.1 and 3.2.2 over the fault, while leaving intact the rest

of the code.

Appendix B: Matrices Used in the DG-FEM Formulation

The following matrices are used in the DGCrack method and where previously intro-
duced by Benjemaa et al. [2009].
Matrices My and Ny, required for the wave propagation scheme explained in the Appendix

A, are constant real matrices defined as

110000 12-1000\"
M, =|000100 No=1000 100

000010 000 010

000100 000100\"
M,={101000 N,=|1-12000

000001 000001

00 0010 00 0010\"
M.=[00 0001 N=l00 0001

1-1-1000 1 -1-1000

Matrix S, required for the dynamic rupture model explained in Section 3.2, is a symmetric

positive definite matrix given by

100000
0%%000
012000

S = 3 3
000100
000010
000001
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Tables

Table 1. On-fault frictional and stress parameters for TPV3. The initial shear stress points

to the along-strike direction. Medium properties outside the fault represent an infinite barrier.

Fault Parameters Nucleation Outside Nucleation
Static friction coefficient, g 0.677 0.677
Dynamic friction coefficient, pi4 0.525 0.525
Slip weakening distance, &y (m) 0.40 0.40
Initial shear stress, 7o (M Pa) 81.6 70.0
Initial normal stress, o (M Pa) 120.0 120.0

Table 2. TPV3 convergence rate exponents for different methods and error metrics.
Method Rupture Times Final Slip Peak Slip Rate

DGCrack 1.65 1.52 1.83
ADER-DG 03! 2.84 0.99 0.80
DFM? 2.96 1.58 1.18

BI? 2.74 1.53 1.19
SGSN? - 1.63 0.70

! Pelties et al. [2012]; 2Day et al. [2005]; ® Dalguer and Day [2007]

Table 3. On-fault frictional and stress parameters for TPV10. The initial shear stress points
to the along-dip direction. hy is the along-dip distance measured in meters from the free surface.

Medium properties outside the fault represent an infinite barrier.

Fault Parameters Nucleation Outside Nucleation
Cohesion, C' (M Pa) 0.20 0.20

Static friction coefficient, p 0.760 0.760
Dynamic friction coefficient, pq 0.448 0.448

Slip weakening distance, &y (m) 0.50 0.50

Initial normal stress, o (M Pa) 0.007378h, 0.007378hy
Initial shear stress, 79 (M Pa)  C + 00(0.0057 + 1) 0.550
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Figure 1.  Second-order (P2) interpolation-order tetrahedra illustrating two mesh elements
shearing the fault surfacel’ . Red dots represent the six split nodes (i.e. two collocated nodes,
one per element) lying on the fault from which the fluxes across I' are computed and the dynamic-

rupture boundary conditions applied.
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Figure 2. TPV3 rupture problem geometry. The gray square represents the nucleation patch,
and the PA and PI dots represent the pure-antiplane and pure-inplane observational fault points,

respectively.
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Figure 3. Comparison of rupture times for TPV3 yielded by the DGCrack and DFM [Day
et al., 2005] methods, both with an effective mesh increment of 50 m (i.e. 100 m fault elements

for DGCrack).
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Figure 4. Comparison of on-fault time histories at PI (left column) and PA (right column) for
a) the slip, b) the shear stress, and the slip rate (¢ and d) produced by four different numerical
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methods (inset legend: DFM, Day et al. [2005]; ADER-DG and MDSBI, Pelties et al. [2012]),

all of them with an effective grid size of 50 m.



TAGO ET AL.: EARTHQUAKE DYNAMICS WITH A DG METHOD X -181

Nc (Cohesive Zone Resolution)

a i 3 > 14 1 07 05 04 b DFM DGCrack ADER-DG ~ MDSBI .
1.
_;3 : : L ] DFM 0.9
= ® DGCrack | ' 08
e
o . 0.7
2
= DGCrack 06
[}
E 0s
910 o
‘?1 ADER-DG
&: 03
%)
= [ ] 0.2
CC R .
MDSBI o
0.0
0.2 03 04 05 08 1.0
Nc (Cohesive Zone Resolution)
c 3 2 1.4 1 07 05 04 d
® DGCrack
® DGCrack e ADER-DG 03

o_.

10

RMS Peak Slip Rate Difference (%)
RMS Rupture Time Difference (%)

=
o
=]

]
0.2 03 04 05 08 1.0 10° 10° 107
Fault Element Characteristic Size (km) CPU Time (s)

Figure 5. DGCrack convergence, accuracy and efficiency analysis based on TPV3 solutions.
Frames a) and c) show regression lines with the power convergence rates for two error metrics with
exponents reported on Table 2 for unstructured meshes, as a function of both the characteristic
fault-element size (lower axis) and the cohesive zone resolution (upper axis). Frame b) presents
a cross-correlation based comparison between four different methods (see text). Frame d) shows
CPU total-time regressions yielded by the DGCrack and ADER-DG [Pelties et al., 2012] methods
for the same accuracy range. Since the DGCrack simulations were run in a faster computing

platform, time differences should be divided by a factor of ~ 3 to obtain actual values (see text).
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Figure 6. Averages of the cross-correlation measurements between pairs of solutions of Figure

5b yielded by four numerical methods.
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Figure 7. TPV10 60° dipping normal-fault (orange rectangle) problem geometry discretized
with an unstructured mesh. The CPML slab is discretized by the blue tetrahedra while the
physical domain by the green tetrahedra. The blue square represents the nucleation patch, and
the yellow crosses represent the fault point (FP) and hanging-wall free-surface ground point (GP)

where solutions were obtained and compared (see Figure 9).
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Figure 8. Comparison of rupture times for TPV10 yielded by the DGCrack, FEM [Barall,
2009] and SEM [Kaneko et al., 2008] methods, all of them obtained with an effective mesh

increment over the fault of 100 m.
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Figure 9. TPV10 on-fault at FP (left column, see Figure 7) and off-fault at GP (right column,
see Figure 7) waveforms comparison for three methods (inset) with (lower traces) and without

(upper traces) 3 Hz low-pass filtering.
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Figure 10. 1992 Landers earthquake fault-system geometry embedded in a 1D layered medium

(L1, L2 and L3) and discretized with an hp-adaptive tetrahedral mesh (see text).

DRAFT October 19, 2012, 4:54am DRAFT



TAGO ET AL.: EARTHQUAKE DYNAMICS WITH A DG METHOD X - 187

13s

Slip Rate (m/s) Z Shear Stress (MPa)
E— L — L X — L e——

0 1.25 25 -12.5 0 125
Figure 11. Landers earthquake dynamic rupture simulation results. Slip rate (left column) and
shear stress (right column) snapshots over the non-planar fault system (Figure 10) for different

times of the rupture process.
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Figure 12. Landers earthquake fault parameters displayed in a single plane with major

geometrical barriers (i.e. kinks) indicated with black dotted lines. a) Initial shear stress used in
this study; b) discretization (grey dots) of the Landers earthquake fault system taken from the
Community Fault Model for Southern California [Plesch et al., 2007]. The red line indicates the
fault geometry used in this study (Figure 10); ¢) final slip produced by the DGCrack dynamic
rupture simulation; and d) final slip and fault discretization for the 1992 Landers earthquake

found by Wald and Heaton [1994].
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En este capitulo se resuelven cuatro de los ultimos benchmarks para la dindmica de la ruptura
sismica propuestos por el Southern California Earthquake Center (SCEC) en 2012. Dos de los ben-
chmarks propuestos presentan por primera vez un estado de esfuerzos y parametros de la falla
heterogéneos. Los otros dos benchmarks estan compuestos por una falla bifurcada, cuya dindmica
es la més compleja hasta ahora propuesta por SCEC.

11.1. (SCEC/USGS 2012) Ejercicio de verificacién de cédi-
gos

En esta ultima década, han surgido muchos esquemas numéricos que buscan modelar la dindmica
de la ruptura sismica. Sin embargo, validar estas simulaciones es muy complicado porque no existen
soluciones exactas y a su vez no se tienen las suficientes observaciones en campo cercano con las
cuales comparar los resultados simulados. El Southern California Earthquake Center (SCEC) con el
U.S. Geological Survey (USGS) desde el 2003 se han dedicado a conducir un ejercicio de comparacién
computacional para verificar la concordancia entre las simulaciones obtenidas a partir de codigos
basados en distintas estrategias numéricas (Harris y Archuleta, 2004). Su principal objetivo es el de
crear benchmarks, ano con ano cada vez més sofisticados, entregarlos a la comunidad especializada
para que esta trabaje de forma independiente sobre estos y finalmente se reina para comparar los
resultados obtenidos. Se espera que estos ejercicios conduzcan al desarrollo de cédigos que inspiren
confianza en futuros usuarios de los productos, como ingenieros civiles o proteccién civil, que lleguen
a considerar el uso de las simulaciones de ruptura dindmica como parte de la estimacién del riesgo
sismico.

En el diagrama de flujo que muestra en la Figura 11.1 se puede observar que para la creacién de un
benchmark se deben especificar tres aspectos fundamentales para la dindmica de la ruptura que son
el estado de esfuerzos inicial sobre la falla, la estructura geoldgica en la cual estd inmersa la falla
y el criterio de ruptura que depende de la ley de friccién elegida. Estos deben ser introducidos al
c6digo como archivos de entrada.
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Figura 11.1: Diagrama de flujo que muestra lo que se requiere para la elaboracién de un benchmark
de la dindmica de la ruptura sismica. Imagen tomada de Harris y Archuleta (2004).

Para revisar las especificaciones de cada benchmark y comparar los resultados de las simulaciones,
el SCEC/USGS creé el sitio web http://scecdata.usc.edu/cvus/ (Harris et al., 2009). En este
se especifica la estructura que deben tener los archivos de salida para poder ingresarlos en la pagina
y poder comparar las soluciones con aquellos modeladores que hayan subido sus resultados.

Para el taller del 2012, celebrado el 6 de febrero del 2012 en la Universidad del Sur de California
(USC), se presentaron las comparaciones de los benchmarks cuya numeracién va del 16 al 21. Los
benchmarks fueron entregados a los modeladores con tres meses de anterioridad. Los casos 16 y 17
representan fallas de corrimiento lateral que alcanzan la superficie libre cuyos estados iniciales son
heterogéneos. Por otro lado los casos 18 y 20 cuentan con una falla de corrimiento lateral bifurcada
contenida en un medio eldstico, mientras que para los casos 19 y 21 el medio es plastico. En total
para los casos 16 y 17 participaron 10 modeladores, para los casos 18 y 20 hubo 5 modeladores y
para los casos 19 y 21 tan sélo 3. Como por el momento no se ha incluido un medio plastico nuestra
participacién con DGCrack fue inicamente en los casos 16, 17, 18 y 20. A continuacién se dard una
breve descripcién de los benchmarks que se pudieron resolver y algunas comparaciones.

11.1.1. Benchmarks TPV16 y TPV17

Los benchmarks TPV16 y TPV17 emplean esfuerzos iniciales heterogéneos que fueron generados
aleatoriamente. Los esfuerzos iniciales y los parametros de friccién de cada punto sobre la falla son
archivos de entrada que pueden descargarse en http://scecdata.usc.edu/cvws/tpvi6_17docs.
html. Como puede observarse en la Figura 11.2; estos benchmarks incorporan una falla rectangular
vertical de 48 km de largo por 19 km de ancho. Su mecanismo es de corrimiento lateral que alcanza
la superficie libre en un semiespacio homogéneo elédstico (ver la Tabla 11.1). La ley de friccién es la
ley de Coulomb dada por la Ecuacién 8.8 y la evolucion del coeficiente de friccién sigue la ley linear
slip weakening law dada por la Ecuacion 8.9. Los benchmarks TPV16 y TPV17 son idénticos excepto
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por los esfuerzos iniciales, la discretizacién recomendada es de 100 m y el tiempo de simulacion es
de 15 s.

\\\ e
\ A
9p° Bj\
.
[ ]
19.5 km o
48.0 km

Figura 11.2: Geometria de la falla para los benchmarks TPV16 y TPV17. Imagen tomada de la
descripcién del benchmark TPV16 en http://scecdata.usc.edu/cvws/tpvi6_17docs.html. El
punto A corresponde al registro sobre la falla faultst-090dp090 y su ubicacién se puede revisar en la
Tabla 11.2. El punto B corresponde al registro fuera de la falla body-002st-090dp000 y su ubicacién
se puede revisar en la Tabla 11.3.

El método de nucleacién es un método de dos estados que se construyoé en los archivos de entrada
con un ajuste en los parametros de friccion en la vecindad del hipocentro. Este método introduce una
nueva variable T' que es el tiempo en que se induce la ruptura dentro de la zona de nucleacién. Cuando
una punto sobre la falla alcanza el tiempo ¢t = T, este debe romper estableciendo su coeficiente de
friccién p igual al correspondiente valor dindmico fig.

Densidad (p) Velocidad de la onda P () Velocidad de la onda S (3)
2670.0 kg/m? 3464.0 m/s 6000.0 m/s

Tabla 11.1: Propiedades del medio de propagacién de los benchmarks TPV16 y TPV17.

El primer estado del método de nucleacion es una zona circular de aproximadamente 1 km alrededor
del hipocentro donde se induce la ruptura iniciando en el hipocentro con T = 0. El valor de T se
incrementa con la distancia con respecto al hipocentro, lo que crea una region circular donde se
induce la ruptura. Esta ruptura forzada se expande a una velocidad de 0.7 * 3 para el 80 % de su
desarrollo, y después 0.35 * 3 para el restante 20 %. Fuera de esta zona no se induce la ruptura
haciendo T' = 1.0E9.

El segundo estado es una zona circular, con un radio que mide aproximadamente 4 km, que rodea
al hipocentro en la que se reduce dg. En una zona cercana al hipocentro, el valor de dg es constante
y conforme uno se aleja del hipocentro el valor de §p se incrementa de forma lineal hasta que se
alcanza el perimetro. Fuera de esta zona circular el valor de §; permanece constante con el valor
que dp alcanzo en el perimetro. El efecto de este segundo estado es crear una region circular donde
la energia de fracturaciéon es menor en la regién circundante al hipocentro para facilitar la ruptura
durante la etapa inicial de la simulacién.
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Los registros sobre la falla son 6 y sus nombres y ubicaciones se encuentran en la Tabla 11.2.

Nombre del registro  Ubicacién

faultst-090dp000 —9.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
faultst000dp000 0 km en direccién del rumbo, 0 km en direcciéon del buzamiento
faultst090dp000 9.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
faultst-090dp090  —9.0 km en direccién del rumbo, 9 km en direccién del buzamiento
faultst000dp090 0 km en direccién del rumbo, 9 km en direccién del buzamiento
faultst090dp090 9.0 km en direccién del rumbo, 9 km en direccién del buzamiento

Tabla 11.2: Nombres y ubicaciones de los registros sobre la falla de los benchmarks TPV16 y TPV17.
El centro de la falla sobre la superficie libre corresponde al origen (0 km en direccién del rumbo y
0 km en direccién del buzamiento). El registro en negritas corresponde al registro A que se encuentra
en la Figura 11.2.

Los registros fuera de la falla se ubican sobre la superficie libre, son 12 y sus nombres y ubicaciones
se encuentran en la Tabla 11.3.

Nombre del registro Ubicacién

body-002st000dp000 —0.2 km en direccién perpendicular de la falla, 0 km en direccién del rumbo
body002st000dp000 2.0 km en direccion perpendicular de la falla, 0 km en direccién del rumbo
body-002st-090dp000 —0.2 km en direccién perpendicular de la falla, —9.0 km en direccién del rumbo
body-002st090dp000 —0.2 km en direccion perpendicular de la falla, 9.0 km en direccién del rumbo
body002st-090dp000 0.2 km en direccion perpendicular de la falla, —9.0 km en direccién del rumbo
body002st090dp000 0.2 km en direccién perpendicular de la falla, 9.0 km en direccién del rumbo
body-060st000dp000 —6.0 km en direccién perpendicular de la falla, 0 km en direccién del rumbo
body060st000dp000 6.0 km en direccién perpendicular de la falla, 0 km en direccién del rumbo
body-060st-090dp000 —6.0 km en direcciéon perpendicular de la falla, —9.0 km en direccién del rumbo
body-060st090dp000 —6.0 km en direccién perpendicular de la falla, 9.0 km en direccién del rumbo
body060st-090dp000 6.0 km en direcciéon perpendicular de la falla, —9.0 km en direccién del rumbo
body060st090dp000 6.0 km en direccién perpendicular de la falla, 9.0 km en direccién del rumbo

Tabla 11.3: Nombres y ubicaciones de los registros fuera de la falla sobre la supericie libre de
los benchmarks TPV16 y TPV17. El centro de la falla sobre la superficie libre corresponde al
origen (0 km en direccién del rumbo y 0 km en direccién del buzamiento). El registro en negritas
corresponde al registro B que se encuentra en la Figura 11.2. La direccién perpendicular negativa
apunta de la falla a la posicién del registro B que se encuentra en la Figura 11.2.
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Benchmark TPV16

En la Figura 11.3 se muestra el estado inicial heterogéneo del esfuerzo cizallante sobre la falla.

Esfuerzo cizallante inicial (MPa) z
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Figura 11.3: Esfuerzo cizallante inicial del benchmark TPV16.

Para este benchmark se comparan las soluciones entre los c6digos de Elemento Finito (FEM) (Barall,
2009), de Elementos Espectrales (SEM) (Kaneko et al., 2008) y DGCrack. Los contornos de los
tiempos de ruptura de los 3 métodos pueden verse en la Figura 11.4 donde puede observarse que los
tiempos de ruptura entre SEM y DGCrack son muy similares mientras que para FEM la ruptura es
mas lenta.
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Figura 11.4: Comparaciéon de los tiempos de ruptura del benchmark TPV16 entre FEM, SEM y
DGCrack. Imagen generada en http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En las Figuras 11.5 y 11.6 se comparan las series de tiempo de FEM, SEM y DGCrack con un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina

de 3 Hz sobre

amplitud.
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los registros A y B respectivamente. Las soluciones obtenidas entre los 3 métodos son muy similares en cuanto a su forma y
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Figura 11.5: Comparacién de los esfuerzos cizallantes horizontales y verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales
entre FEM, SEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV16 (ver Figura 11.2). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imagenes
individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvws.
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Figura 11.6: Comparacién de las velocidades horizontales, verticales y normales entre FEM, SEM y DGCrack en el registro B del benchmark
TPV16 (ver Figura 11.2). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imdgenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.

La oscilaciones presentes en DGCrack probablemente se deban a la tasa de engrosamiento aplicada a la malla, revisar el Capitulo 6.
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Benchmark TPV17

En la Figura 11.7 se muestra el estado inicial heterogéneo del esfuerzo cizallante sobre la falla.

Esfuerzo cizallante inicial (MPa) z
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Figura 11.7: Esfuerzo cizallante inicial del benchmark TPV17.

Para este benchmark se comparan las soluciones entre los c6digos de Elemento Finito (FEM) (Barall,
2009), de Elementos Espectrales (SEM) (Kaneko et al., 2008) y DGCrack. Los contornos de los
tiempos de ruptura de los 3 métodos pueden verse en la Figura 11.8. Al igual que para el benchmark
TPV16 puede observarse que los tiempos de ruptura entre SEM y DGCrack son muy similares
mientras que para FEM la ruptura es mas lenta.
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Figura 11.8: Comparacién de los tiempos de ruptura del benchmark TPV17 entre FEM, SEM y
DGCrack. Imagen generada en http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En las Figuras 11.9 y 11.10 se comparan las series de tiempo de FEM, SEM y DGCrack con un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina
de 3 Hz sobre los registros A y B respectivamente. Como para el benchmark TPV 16, las soluciones obtenidas entre los 3 métodos son muy

similares en cuanto a su forma y amplitud.
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Figura 11.9: Comparacién de los esfuerzos cizallantes horizontales y verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales
entre FEM, SEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV17 (ver Figura 11.2). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imdgenes

individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvvs.
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Figura 11.10: Comparacién de las velocidades horizontales, verticales y normales entre FEM, SEM y DGCrack en el registro B del benchmark
TPV17 (ver Figura 11.2). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imdgenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.

La oscilaciones presentes en DGCrack probablemente se deban a la tasa de engrosamiento aplicada a la malla, revisar el Capitulo 6.
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11.1.2. Benchmarks TPV18 y TPV20

Los benchmarks TPV18 y TPV20 cuentan con una falla principal y una falla rama. La diferencia
entre ambos benchmarks es que el mecanismo del benchmark TPV18 es un corrimiento lateral dere-
cho que separa a la fallas mientras que el del benchmark TPV20 es un corrimiento lateral izquierdo
que junta ambas fallas. En la Figura 11.11 se muestran las dos fallas que alcanzan la superficie libre,
la falla principal (cuyo perfmetro estd en rojo) y la falla rama (cuyo perimetro estd en aziil). La falla
principal mide 28 km en direccién del rumbo y 15 km en profundidad. La falla rama mide 12 km
en direccién del rumbo y 15 km en profundidad. El punto de interseccién estéd localizado a 12 km
del borde derecho de la falla principal. La falla rama hace un angulo de 30° con respecto a la falla
principal pero por 100 m en direccién del rumbo no alcanza el punto de interseccién.

Hypocenter Junetion point

Main fault
12 km
Branch fault

/
15 km \‘@Lh T o

16 km \
12 Km

Figura 11.11: Geometria de la falla para los benchmarks TPV18 y TPV20. Imagen tomada de la
descripcién del benchmark TPV18 en http://scecdata.usc.edu/cvws/tpv18_21docs.html. El
punto A sobre la falla principal corresponde al registro faultst020dp075 y el punto B sobre la falla
rama corresponde al registro branchst020dp075. Las ubicaciones los registros sobre la falla de pueden
revisar en la Tabla 11.7.

El medio de propagacién es un semiespacio homogéneo eldstico cuyas propiedades pueden revisarse
en la Tabla 11.4. El hipocentro esta localizado en el lado izquierdo de la falla principal a 8 km del
punto de interseccién y 7.5 km en profundidad.

Densidad (p) Velocidad de la onda P () Velocidad de la onda S ()
2700.0 kg/m? 3300.0 m/s 5716.0 m/s

Tabla 11.4: Propiedades del medio de propagacién de los benchmarks TPV18 y TPV20.

El estado inicial de esfuerzos sobre ambas fallas depende unicamente de la profundiad. Los compo-
nentes del tensor de esfuerzos estan definidos en la Tabla 11.5. La presién de fluido Py es hidrostatica
y varia con la profundidad pero es constante en el tiempo.
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Componente Definicién

o11 Esfuerzo compresivo en la direccién vertical.
Valores negativos denotan compresion.

099 Esfuerzo compresivo en la direccion paralela a la falla principal.
Valores negativos denotan compresion.

033 Esfuerzo compresivo en la direcciéon perpendicular a la falla principal.

Valores negativos denotan compresion.
Este equivale al negativo del esfuerzo normal total en la falla principal.
093 Esfuerzo cizallante en el plano horizontal.
Valores positivos denotan esfuerzo cizallante lateral derecho en la falla principal.
Este equivale al esfuerzo cizallante en la falla principal.
013 Esfuerzo cizallante en el plano vertical perpendicular a la falla principal.
012 Esfuerzo cizallante en el plano vertical paralelo a la falla principal.

Tabla 11.5: Componentes del tensor de esfuerzos de los benchmarks TPV18 y TPV20.

La presién de fluido y los valores iniciales del tensor de esfuerzos son:

Py = (1000 kg/m?)(9.8 m/s?)(profundidad en metros)

o1 = —(2700 kg/m?)(9.8 m/s*)(profundidad en metros)

S { boa(o11 + Py) — Py, s% la profund%dad <15 km,
o11, si la profundidad > 15 km.

S { bss(o11 + Pr) — Py, s% la profund%dad < 15 km,
o11, si la profundidad > 15 km.

bas(o11 + Pf) si la profundidad < 15 km

723 { 0, si la profundidad > 15 km.

013 0

012 = 0

Los coeficientes bog, b3z v bag estan dados en la Tabla 11.6.

Coeficiente  Valor para TPV18 Valor para TPV20

bao 0.44327040 0.67738619
b33 0.50911055 0.27499476
bas —0.15487679 0.09812971

Tabla 11.6: Coeficientes del tensor de esfuerzos inicial de los benchmarks TPV18 y TPV20.

La ley de friccién es la ley de Coulomb dada por la Ecuacién 8.8 y la evolucién del coeficiente de
friccién sigue la ley linear slip weakening law dada por la Ecuacién 8.9. La distancia al hipocentro
se representa por 7 y los valores de los pardametros de la ley de friccién son:

fs = 0.60
pa = 0.12

0.04m,  sir<360m,
oy = r/9000, si 360 m < r < 3600 m

0.40 m, si 3600 m

o o— { 0.20 M Pa + (0.0006 M Pa/m)(3000 m — profundidad), si profundidad < 3000 m
- 0.20 M Pa, si profundidad > 3000 m
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El método de nucleaciéon es un método de dos estados que introduce una nueva variable T' que es
el tiempo en que se induce la ruptura dentro de la zona de nucleacién. Cuando una punto sobre la
falla alcanza el tiempo t = T, este debe romper estableciendo su coeficiente de friccién p igual al
correspondiente valor dindmico ug. Los valores del T sobre la falla estan dados por:

r/(0.78), sir <T720m
T =1 (720 m)/(0.78) + (r — 720 m)/(0.358), i 720 m < r < 900 m
1.0E +9, sir > 900m

El primer estado del método de nucleacién es una zona circular con un radio de 0.9 km que rodea
al hipocentro. En el hipocentro T'= 0 y su valor se incrementa con respecto a la distancia del hipo-
centro creando una regiéon circular donde se induce la ruptura. La ruptura forzada se expande a una
velocidad de 0.7 x 3 para el 80 % del trayecto, después desacelera a 0.35 * 3 para el 20 % restante.
Afuera de la zona de ruptura forzada el valor de T es igual a 1.0E9 para que no se siga forzando la
ruptura.

El segundo estado es una zona circular con un radio de 3.6 km alrededor del hipocentro donde &g
es reducido. En el 10 % del interior méds préximo al hipocentro g es igual a 0.04 m. El valor de d
se incrementa de manera lineal con respecto a la distancia del hipocentro y alcanza un valor final
de 0.4 m, el cual persiste en todo el resto de la falla. El efecto de esta zona es reducir la energia
de fracturacion alrededor del hipocentro para facilitar la expansiéon de la ruptura al principio de la
simulacién.

Los registros sobre la fallas son 8 en la falla principal y 6 en la falla rama. Sus nombres y ubicaciones
se encuentran en la Tabla 11.7.

Nombre del registro Ubicacién

Registros en la falla principal

faultst-020dp000 —2.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
faultst020dp000 2.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccion del buzamiento
faultst050dp000 5.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
faultst090dp000 9.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
faultst-020dp075 —2.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccion del buzamiento
faultst020dp075 2.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccién del buzamiento
faultst050dp075 5.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccién del buzamiento
faultst090dp075 9.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccién del buzamiento
Registros en la falla rama

branchst020dp000 2.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direcciéon del buzamiento
branchst050dp000 5.0 km en direccién del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
branchst090dp000 9.0 km en direcciéon del rumbo, 0 km en direccién del buzamiento
branchst020dp075 2.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccién del buzamiento
branchst050dp075 5.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direcciéon del buzamiento
branchst090dp075 9.0 km en direccién del rumbo, 7.5 km en direccién del buzamiento

Tabla 11.7: Nombres y ubicaciones de los registros sobre la falla principal y rama de los benchmarks
TPV18 y TPV20. El punto de interseccién sobre la superficie libre corresponde al origen (0 km
en direccién del rumbo y 0 km en direccién del buzamiento). Los registros en negritas de la falla
principal y rama corresponden a los registro A y B respectivamente, que se encuentran en la Figura
11.11.

Los registros fuera de la falla se ubican sobre la superficie libre, son 11 y sus nombres y ubicaciones
se encuentran en la Tabla 11.8.
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Nombre del registro Ubicacion

body030st-020dp000 3.0 km en direccion perpendicular de la falla, —2.0 km en direccién del rumbo
body-030st-020dp000 —3.0 km en direccion perpendicular de la falla, —2.0 km en direccién del rumbo
body030st020dp000 3.0 km en direccién perpendicular de la falla, 2.0 km en direccién del rumbo
body-006st-020dp000 —0.6 km en direccién perpendicular de la falla, 2.0 km en direccién del rumbo
body-042st020dp000 —4.2 km en direccién perpendicular de la falla, 2.0 km en direccién del rumbo
body030st050dp000 3.0 km en direccién perpendicular de la falla, 5.0 km en direccién del rumbo
body-014st050dp000 —1.4 km en direccién perpendicular de la falla, 5.0 km en direccién del rumbo
body-059st-050dp000 —5.9 km en direccién perpendicular de la falla, 5.0 km en direccién del rumbo
body030st080dp000 3.0 km en direccién perpendicular de la falla, 8.0 km en direccién del rumbo
body-023st080dp000 —2.3 km en direccion perpendicular de la falla, 8.0 km en direccién del rumbo
body-076st080dp000 —7.6 km en direcciéon perpendicular de la falla, 8.0 km en direccién del rumbo

Tabla 11.8: Nombres y ubicaciones de los registros fuera de la falla sobre la supericie libre de los
benchmarks TPV18 y TPV20. El punto de interseccién sobre la superficie libre corresponde al
origen (0 km en direccién del rumbo y 0 km en direccién del buzamiento). El registro en negritas
corresponde al registro C que se encuentra en la Figura 11.11. La direcciéon perpendicular negativa
apunta de la falla principal a la falla rama, ver la Figura 11.11.



Benchmark TPV18

En general las comparaciones entre todos los modeladores que participaron en este benchmark fueron malas sobre todo en los registros de
la falla rama. Para que las soluciones se parecieran un poco mucho de los simuladores tuvieron que reducir el tamano caracteristico de sus
mallas a la mitad de 100 m a 50 m. A continuacién se presentaran las soluciones obtenidas por los cédigos de EQdyna-Elemento Finito
(EQdyna-FEM) (Duan y Oglesby, 2006) con un tamafo caracteristico de malla de 50 m, Elemento Finito (FEM) (Barall, 2009) con un
tamano caracteristico de malla de 50 m y DGCrack con un tamano caracteristico de malla de 100 m.

Los contornos de los tiempos de ruptura de los 3 métodos pueden verse en la Figura 11.12 donde puede observarse que para cada método la
ruptura avanza diferente, la mas rapida es DGCrack, después EQdyna-FEM y finalmente FEM. En la falla rama existe una diferencia en el
contorno de ruptura significativa entre FEM con respecto a EQdyna-FEM y DGCrack.
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Figura 11.12: Comparacién de los tiempos de ruptura entre FEM, EQdyna-FEM y DGCrack del benchmark TPV18. Imagen generada en
http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En la Figura 11.13 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro A ubicado en la falla principal.
Se aplicé un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 H z.
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Figura 11.13: Comparacion de los esfuerzos cizallantes horizontales, verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales entre
FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV18 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz.
Imégenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En la Figura 11.14 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro B ubicado en la falla rama. Se

aplico un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 Hz.
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Figura 11.14: Comparacion de los esfuerzos cizallantes horizontales, verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales entre
FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV18 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz.

Imégenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.

bz

bz

SOOIAOD A NOIDVOIATIAA Ad OIDIDYArd (2102 SOSN/DADS) T'TT

S0c


http://scecdata.usc.edu/cvws

En la Figura 11.15 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro C ubicado en la superficie
libre. Se aplicé un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 H z.
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Figura 11.15: Comparacién de las velocidades horizontales, verticales y normales entre FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro C del
benchmark TPV18 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imdgenes individuales generadas en http://scecdata.
usc.edu/cvvs.
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Benchmark TPV20

Al igual que para el benchmark TPV18, las comparaciones entre todos los modeladores que participaron en este benchmark fueron malas
sobre todo en los registros de la falla rama. Para que las soluciones se parecieran un poco mucho de los simuladores tuvieron que reducir el
tamano caracteristico de sus mallas a la mitad de 100 m a 50 m. A continuacién se presentaran las soluciones obtenidas por los codigos de
EQdyna-Elemento Finito (EQdyna-FEM) (Duan y Oglesby, 2006) con un tamano caracteristico de malla de 50 m, Elemento Finito (FEM)
(Barall, 2009) con un tamano caracteristico de malla de 50 m y DGCrack con un tamafio caracteristico de malla de 100 m.

Los contornos de los tiempos de ruptura de los 3 métodos pueden verse en la Figura 11.16 donde puede observarse que para cada método la
ruptura avanza diferente y la interseccién entre las fallas dificulta la ruptura para EQdyna-FEM. En la falla rama existe una diferencia en el
contorno de ruptura significativa entre los tres métodos.
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Figura 11.16: Comparacién de los tiempos de ruptura entre FEM, EQdyna-FEM y DGCrack del benchmark TPV20. Imagen generada en
http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En la Figura 11.17 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro A ubicado en la falla principal.
Se aplicé un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 H z.
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Figura 11.17: Comparacion de los esfuerzos cizallantes horizontales, verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales entre
FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV20 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz.
Imégenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En la Figura 11.18 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro B ubicado en la falla rama. Se
aplico un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 Hz.
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Figura 11.18: Comparacion de los esfuerzos cizallantes horizontales, verticales y las velocidades de deslizamiento horizontales y verticales entre
FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro A del benchmark TPV20 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz.
Iméagenes individuales generadas en http://scecdata.usc.edu/cvus.
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En la Figura 11.19 se comparan las series de tiempo de FEM, EQdyna-FEM y DGCrack extraidas del registro C ubicado en la superficie
libre. Se aplicé un filtro pasa bajas con una frecuencia esquina de 3 H z.
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Figura 11.19: Comparacién de las velocidades horizontales, verticales y normales entre FEM, EQdyna-FEM y DGCrack en el registro C del
benchmark TPV20 (ver Figura 11.11). Las series de tiempo se filtraron hasta 3 Hz. Imdgenes individuales generadas en http://scecdata.
usc.edu/cvvs.
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Capitulo 12

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se incorporé la propagacién de ondas viscoelasticas y la dindmica de la ruptura en
un esquema de Galerkin Discontinuo (DG-FEM) hp-adaptativo. De cada investigacién se escribié un
articulo cientifico, el correspondiente al de la dinamica de la ruptura se titula “3D hp-Adaptative
Discontinuous Galerkin Method for Modeling Earthquake Dynamics” y fué publicado en la revista
Journal of Geophysical Research. El articulo sobre la propagacién de ondas viscoeldsticas se titula
“3D Anelastic Wave Propagation with an hp-Adaptive Discontinuous Galerkin Method” y sera pron-
to sometido a la revista Geophysical Journal International. Ambos articulos se encuentran incluidos
en esta tesis. Complementando dichas publicaciones se presentan los desarrollos matematicos deta-
llados de los métodos y aproximaciones propuestos. Asi, el lector encontrard los pormenores que me
condujeron a las conclusiones principales de la investigacién. Aunque se trabajaron por separado,
tanto el desarrollo para la propagacion de ondas como el de la fuente dindmica, ahora forman parte
de un mismo cédigo de simulacion con el que pretendemos generar escenarios sismicos realistas en
el Valle de México desde la nucleacién del sismo hasta la propagaciéon de ondas en un medio hete-
rogéneo con atenuacion intrinseca. A continuacion se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro
que se tiene para cada tema desarrollados en la tesis.

Propagacion de ondas viscoelasticas

Hasta ahora no se habia hecho la incorporacién de una reologia viscoeldstica en un esquema de
Galerkin Discontinuo como se ha propuesto en la tesis. Este método tiene las ventajas de poder
facilmente: paralelizarse, incluir distintos 6rdenes de aproximacién por elemento (p-adaptatividad),
trabajar con mallas no estructuradas (h-adaptividad) y resolver soluciones discontinuas. La mode-
lacién de la atenuacién respeta la propiedad p-adaptativa de modo que pueden utilizarse elementos
PO, P1 o P2 de acuerdo a las caracteristicas fisicas del medio. Para la implementacion viscoelastica se
evit6 la convolucion entre los esfuerzos y la tasa de las deformaciones en la relacién constitutiva del
medio con la introduccién de funciones aneldsticas (Kristek y Moczo, 2003). El nimero de funciones
anelasticas, i.e. el nimero de mecanismos de relajacién, depende de la precisién con la que se quiera
obtener la respuesta anelastica del medio. Sin embargo, la introduccién de las funciones aneldsticas
requieren la solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a estas.

Se resolvieron los benchamrks LOH1 y LOH3 propuestos por SCEC (Day et al., 2003) y se com-
pararon las soluciones obtenidas con la solucién semi-analitica calculada con AXITRA (Bouchon
y Coutant, 1994). La solucién del benchmark LOH3 calculada por AXITRA se hizo utilizando el
mismo médulo viscoelastico aproximado con 3 mecanismos de relajacién para un factor de calidad
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constante utilizado por DG-FEM. Esto permitié que la comparacién entre la soluciones considerara
exclusivamente la solucion de las ecuaciones viscoelasticas dejando afuera la aproximacién del factor
de calidad. Se hizo un analisis de convergencia con los dos benchmarks utilizando mallas estructu-
radas y no estructuradas. Las tasas de convergencia para ambos benchmarks fueron muy altas y
similares, lo que demuestra que se estan resolviendo las ecuaciones viscoelasticas tan bien como las
elasticas. También se demostré que la tasa de convergencia es mejor cuando se utilizan mallas no
estructuradas y que si se cumple el criterio de precisién de 3 elementos por longitud de onda minima
siempre serd mas conveniente utilizar mallas no estructuradas.

Se disefié una prueba para cuantificar el efecto que tiene el engrosamiento de la malla en la solu-
cién numérica. El resultado que se obtuvo es que las reflexiones espurias responden esencialmente al
nimero de elementos por longitud de onda minima y no a la tasa de engrosamiento aplicada sobre
los elementos de la malla. De modo que si se respeta el criterio de precision en todo el dominio de
simulacién, la magnitud de las reflexiones espurias debido a la malla son comparables con respecto
a las observadas en una malla no estructurada regular. El criterio de precisiéon puede ser relajado,
ny <= 3, siempre y cuando sean pocos los elementos que no cumplan con el criterio y estos se en-
cuentren alejados de los registros. Esta prueba puede utilizarse para cualquier otro método numérico
que sea h-adaptativo.

Para que la tesis sea autocontenida y pueda usarse como referencia para entender el método de Ga-
lerkin Discontinuo para la propagacién de ondas, se incluy6 un capitulo que explica cémo incorporar
las condiciones de frontera libre y absorbentes. Las fronteras absorbentes explicadas son las llamadas
CPML que hasta el momento son las mas eficientes del estado del arte.

Actualmente se estd trabajando en la simulacién viscoeldstica del Valle de Volvi (Chaljub et al.,
2009) con la colaboracién de Dr. Emmanuel Chaljub (ISTerre) y el Dr. Vincent Etienne (Géoazur).
También se estd trabajando con el Dr. Vincent Etienne sobre la construcciéon del mallado con te-
traedros del Valle de México que respete el criterio de precision de 3 elementos de longitud de onda
minima con respecto a las velocidades de propagacién de la cuenca (ver Figura 12.1). La velocidad
de las ondas S alcanza un valor minimo de 50 m/s, de modo que la estrategia de mallado debe
aprovechar al maximo la h-adaptividad sin descuidar la precision. Para la simulacion de este tipo de
escenarios, donde existe un alto contraste entre las velocidades de propagacién al igual en el tamano
de los elementos de la malla, se explorara la estrategia de tamano de paso local en tiempo para
agilizar el tiempo de cémputo requerido.

Por otro lado, se quiere hacer més flexible el cédigo haciéndolo capaz de utilizar ordenes de aproxi-
macién espacial arbitrarios, i.e. elementos con érdenes de aproximacién mayores que P2. También
se prevé hacer del esquema numérico f-adaptativo de modo que se pueda elegir el esquema de apro-
ximacién del flujo numérico entre los elementos de la malla.

Dinamica de la ruptura sismica

Se cre6 el método DGCrack que incorpora la dindmica de la ruptura en un esquema de Galerkin
Discontinuo a lo largo de fallas 3D con geometrias no planas. A pesar de que el método de la
propagacion de ondas es p-adaptativo se decidid trabajar sobre la falla con elementos P2 tiinicamente
para alcanzar una mejor precisiéon a un bajo costo computacional. Para garantizar una réapida tasa de
convergencia, este esquema impone las condiciones de frontera de la dindmica de la ruptura a través
de flujos ad hoc sobre la falla. Las condiciones que se cumplen en cada paso de tiempo corresponden
a las condiciones de salto introducidas por (Day et al., 2005) y una condicién adicional que se
incluy6 para forzar la continuidad del campo de velocidad normal a la falla. Esta tltima condicién
garantiza la estabilidad numérica y la precisién de las tracciones normales a la falla requeridas en



Figura 12.1: Primera aproximacién de un mallado adaptado para el Valle de la Ciudad de México
de acuerdo a sus velocidades de propagacion.

la ley de Coulomb. Para modelar correctamente la propagacién de la ruptura en el interior de cada
elemento de falla, se introdujo un esquema predictor-corrector para garantizar que las tracciones
cizallantes respeten las condiciones de salto durante toda la simulacién.

Se resolvieron los benchmarks TPV3 y TPV10 de SCEC-USGS (Harris y Archuleta, 2004). Con el
benchmark TPV3 se realizo el anélisis de convergencia demostrando tasas de convergencia similares a
las reportadas por otros métodos bien establecidos. Se obtuvieron muy buenos resultados con errores
NRMS menores al 1% en los tiempos de ruptura con tan sélo 1 elemento en la zona de cohesién.
Se probé la eficiencia del método comparandolo con otra aproximacién en Galerkin discontinuo y se
mostré que DGCrack es 10 veces mas rapido.

Como para la dindmica de la ruptura no existen soluciones analiticas, se presenté un método que
permite la comparacién, a través de un andlisis cuantitativo, de forma sencilla y préctica entre
muchos esquemas de forma simultdnea.

El benchmark TPV10 se resolvié para verificar que se estaba calculando correctamente la traccion
normal en la falla, lo cual es esencial cuando uno quiere simular la dindmica de la ruptura en fallas
no planas. Durante esta verificacién se observa que con los métodos con lo que se comparé DGCrack
(i.e. SEM y FEM), éste resulto ser el mds robusto.

Finalmente se utiliz6 DGCrack para estudiar el sismo de Landers de 1992 y se demostré que usando
los esfuerzos iniciales propuestos en estudios anteriores considerando una falla plana (Peyrat et



al., 2001), si se respeta la geometria real de la falla no es posible obtener el deslizamiento final
determinado por Wald y Heaton (1994) y por ende un buen ajuste de los sismogramas observados.
Con esto se concluye que la geometria jugé un papel fundamental y que para la obtencion del estado
inicial de esfuerzos se debe considerar la geometria real de la falla.

Adicionalmente se presenté una serie de benchmarks propuestos por SCEC para fallas con estados
de esfuerzos heterogéneos y la propagacién espontanea en fallas oblicuas a una principal, obteniendo
resultados excelentes, especialmente en los primeros casos.

Actualmente se estd trabajando con Dr. Steven Day (SDSU) para la implementacién de la ley de
friccién “rate & state” (ver Apéndice C) y la presurizacién térmica. Con estas dos contribuciones a
DGCrack se tiene por objeto estudiar la estabilidad de brechas sismicas y como caso particular la
brecha de Guerrero.

En Enero del 2013 empezaré un postdoctorado en ISTerre con el Dr. Jean Virieux para trabajar
sobre la inversion de la dindmica de la ruptura utilizando el cédigo de DGCrack y estrategias de
inversién con métodos de optimizacién numérica y heuristicas.



Apéndice A

Coémputo de los coeficientes
anelasticos

Para calcular los coeficientes aneldsticos, se debe escribir el médulo viscoelastico (3.24) en funcién
de estos como
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La Ecuacién (A.4) es la que se utiliza para el ajuste numérico de Q(w). Emmerich y Korn (1987)
demostraron que una aproximacién suficientemente precisa para una Q(w) constante se obtiene si
las frecuencias de relajacion w; cubren el rango de frecuencias de interés de forma equidistante en
una escala logaritmica.

Métodos de aproximacion
Para aproximar ((w) se ha utilizado el método de minimtos cuadrados (MMC) sugerido por Em-
merich y Korn (1987) y el de recocido simulado propuesto por Liu et al. (1995). Como no se habia

hecho una comparacién entre métodos de optimizaciéon matematica y heuristica, en este trabajo se
exploraron dos estrategias, el MMC y un algoritmo genético (AG).

Minimos cuadrados

Para el MMC se define la funcién error € como

2n—1 n ~ ~ 2
_ 1 Wi + Q™ H(wp)w}

Dado que lo que se busca es minimizar € y este se formulé como una funcién cuadratica, basta con
hacer las primeras derivadas igual a cero. De modo que tomando la derivada de e con respecto a
cada coeficiente anelastico se tiene

e pl w4+ Q7 (@p)w? W@k + Q™ H (W) w?
= 92 —1/~ _ 1 Y m m
Yo, ; (Q (@) ; W+ @2 : W2, + @7
Yme {1, ---,n}. (A.6)

Con las Ecuaciones de (A.6), se puede construir un sistema lineal de ecuaciones, cuyo conjunto de
variables son los coeficientes aneldsticos, que puede resolverse facilmente.

Algoritmo genético

Para el AG los individuos de la poblacién corresponden a una posible configuracién de los coeficientes
aneldsticos. Mientras que la funcién de aptitud se plantea como el valor absoluto de la diferencia
entre la Qupr(w) aproximada dada por la Ecuacién (A.4) y la Qop;j(w) objetivo como

n wiw “(w)w?
fa(Y,w) = Q;&_j(w)zz l +2Q )y

(A7)

Para el AG se utilizé una

s Codificaciéon real: Esto agiliza al algoritmo por requerir menos operaciones al no cambiar a la
poblacién a su representacién binaria.

= Seleccién por torneo binario: En esta seleccién se eligen de forma aleatoria a dos individuos de
los cuales prevalece el mas apto, i.e. que su funcién de aptitud f4 sea la més pequena.

s Cruza binaria simulada: Se simula la cruza de un punto utilizada en la codificacién binaria.

= Mutacién polinomial: Esta mutacién perturba ligeramente el valor de los individuos utilizando
una distribucién de probabilidad polinomial.



= Elitismo: Evita perder al individuo méas apto de una generacién a otra.

El ntimero de individuos fue de 100 por poblacion, los pardmetros en cada proceso del AG son los
estandar y como condiciéon de paro ademas del nimero de iteraciones se establecié el estancamiento
del individuo 6ptimo por varias generaciones.

Comparacién entre los métodos de aproximacién
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Figura A.1: Aproximaciones de @ usando (a) 2, (b) 3, (¢) 5 o (d) 10 mecanismos de relajacién en la
banda de frequencias [0.1,10] Hz. Las graficas (b), (c¢) y (d) cuentan con los mismos ejes.

En la Figura A.1 se comparan las aproximaciones hechas por los diferentes métodos. Se puede ob-
servar que no hay grandes diferencias entre estos y que para pocos mecanismos de relajacion el AG
realiza un mejor ajuste que el MMC, ver (a), pero mientras se incrementa el nimero de mecanismos
de relajacion la solucién del AG tiende a ser peor que el MMC, ver (d). El comportamiento del AG
resulta evidente porque al incrementar la dimensién del espacio paramétrico se dificulta la buisqueda
del 6ptimo, como en cualquier método de optimizacién heuristica, que podria solucionarse al incre-
mentar el nimero de iteraciones para una mejor exploracién pero que conlleva un mayor tiempo de
computo. Es por estas observaciones que no vale la pena implementar un método de optimizacién
heuristica porque para este problema el MMC es muy preciso y sumamente eficiente.

También se puede observar en la Figura A.1 que utilizar 3 mecanismos de relajacién es suficiente
para aproximar una ) constante con un error menor al 5 %. Este resultado ya habfa sido senialado
Emmerich y Korn (1987) y posteriormente Moczo et al. (1997), como el niimero sugerido de meca-
nismos de relajacién porque logra el mejor compromiso entre costo, por el nimero de variables que
introduce, y beneficio, por la buena aproximacién de Q.






Apéndice B

Coémputo del moédulo sin
relajamiento

El médulo sin relajamiento no puede ser medido pero puede ser calculado a partir de la velocidad de
fase a una cierta de frecuencia de referencia w,., que si puede obtenerse a partir de datos observados.
La relacién entre la velocidad de fase ¢(w,) y el médulo de relajamiento estd dado por

c(wr) P

L _Re KM(%)Y/T _ (B.1)

Para calcular el médulo sin relajamiento conviene reescribir el médulo viscoeldstico (A.2) como
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- wr Wy .
Mw,) = My[1-SY—— |+ M Yt
(wr) v Z /wl) MU ; l1+(wr/wl)2]z
M(w,) = U(@1+®2z), (B.2)
donde
0, = 1—%5/1; (B.3)
14 (wr/wy)?

wrJwy

0y = Z T (o Jon)? (B.4)
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Sustituyendo la Ecuacién (B.2) en la relacién (B.1) se tiene

L Re {(MU(elp-l- @22'))_1/2}

(M>1/2 {(@1 + gzi)l/z}

1/2 0.\ /2
(7)) | (Brer)
( @2 +63) )1/2 Re [(©1 = ©:1)"7]

p<@1+(®2+®2)1/2) 1/2
( 2000 (07 + 63) ) ' (B:5)

De modo que el médulo sin relajamiento puede despejarse de la Ecuacién (B.5) como

2 2\1/2
(02 +©2)1/2 ¢ @1) (B.6)

M, :pczwr<
v=rd Ty et 63)

La Ecuacién (B.6) permite calcular el médulo sin relajamiento una vez conocidos los coeficientes
aneldsticos y la velocidad de fase a una frecuencia de referencia.



Apéndice C

Dinamica de la ruptura utilizando
la ley de fricciéon “rate & state”

La incorporacién de la ley de friccién “rate &state” (ré&s) en un esquema de Galerkin Discontinuo se
hizo en colaboracién con el Dr. Steven Day (SDSU) durante su estancia en la UNAM a principios del
2012. A pesar de que la implementacién no estd totalmente terminada, pues atin existen problemas
de estabilidad numérica, es un trabajo muy avanzado y novedoso que por ende tiene cabida en la
tesis.

Introduccién

La friccion es la resistencia al movimiento que ocurre cuando un cuerpo se desliza tangencialmente
a una superficie que se encuentra en contacto con otro cuerpo. A través de experimentos de friccién
en los 1950’s, Brace y Byerlee (1966) propusieron el modelo de “stick-slip” como el mecanismo de
los terremotos. Este fenémeno consiste en cualquier variacién de la resistencia de friccién opuesta a
un deslizamiento constante entre cuerpos, induciendo una inestabilidad dinamica asociada con un
deslizamiento muy repentino y una caida de esfuerzos. Después de un periodo sin movimiento, los
esfuerzos se vuelven a cargar y otra inestabilidad ocurre.

La formulacién r&s intenta imitar el mecanismo “stick-slip” y modela las variaciones de la fuerza
de friccién cizallante a través de la dependencia de la velocidad del deslizamiento y las propiedades
dindmicas del contacto entre los cuerpos (Dieterich, 1978; Ruina, 1983). La dependencia de las
propiedades dindmicas de contacto son representadas a través de una o varias variables de estado.

Existen varias formas de la ley de fricciéon r&s por tratarse de un modelo que intenta simular
las observaciones en laboratorio de friccién de rocas. La formulacién de la ley de friccion que se
incorporaré en el esquema de Galerkin Discontinuo, es la utilizada por Dunham et al. (2011).

A continuacion se describe la modelacién matematica y computacional de la ley de friccién ré&s.

La nomenclatura y algunos procedimientos son los utilizados en la Parte II de la tesis y no seran
introducidos nuevamente.
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Formulacién continua

El moédulo de la traccién cizallante a la falla sigue la Ley de Coulomb como

= f(V.¢)on, (G-1)

donde o es el esfuerzo normal a la falla y f es el coeficiente de friccién, que es funcién del médulo de
la velocidad tangencial a la falla, V| y de la variable de estado, 1, que representa el tiempo promedio
de contacto (Rice et al., 2001). El coeficiente de friccién f evoluciona siguiendo la ley ré&s

v (U
V,) = a - arcsinh {—ex (—)} , C.2
fW,4) TR (C.2)
donde V) es la velocidad inicial y a es una constante determinada de manera empirica. La diferencia
de r&s con respecto a slip weakening law (8.9) es que el coeficiente de friccién es funcién del médulo
de la velocidad tangencial y de una variable de estado en lugar de simplemente el deslizamiento.

La variable de estado evoluciona de acuerdo a la EDO

&y Y

L= 20— b)) (€3)

donde L es la distancia de deslizamiento critica y ¢5()) es la variable de estado en estado estacio-
nario que se calcula como

2 SSs
Yss(V) =a-1n {%sinh {fT(V)}} , (C4)
donde fs es el coeficiente de friccién en estado estacionario, el cual a su vez se calcula como
V - Jw
Fos(V) = fu + Jov() — (C.5)

[+ (V/Vu)s]V

donde f,, es el coeficiente de friccién totalmente debilitado, V,, es la velocidad de debilitamiento y
frv es el coeficiente de friccién a baja velocidad dado por

frv(V) = fo = (b= a)ln(V/Vo) (C.6)

donde fy es el coeficiente de friccién estacionario calculado con la velocidad inicial (i.e. fss(Vo)) v b
es otra constante determinada empiricamente.

Finalmente se introduce la condicién de deslizamiento

_v
==,

SN

que es equivalente a la condicién de salto 8.6.

Formulacion discreta

A continuacion se trabajara con el esquema numérico de Galerkin Discontinuo propuesto por Ftienne
et al. (2010) para la propagacién de ondas eldsticas. Para introducir la dindmica de la ruptura,
primero se deben separar los flujos a través de la falla T' como se hizo para las Ecuaciones (9.17) y
(9.18), cuyos términos pueden escribirse como

= Para la ecuacién de movimiento " "
, i i
vi _
K, =Ty, +1g,.



» Para la ecuacién constitutiva

vi _ ik\T ~1
@m-&-% - <£ ) ym+%‘

Para el computo de la velocidad normal 9% | con la proyeccién en la direccién normal de la
m,+§

~ik
Ecuacién (9.17), primero se calcula Ty~ con la Ecuacién (9.36) que asegura la continuidad de

AT

(0 .

Un, . 3

Por otro lado, para actualizar la velocidad tangencial 07 | se reescribe la Ecuacién (9.17) como
m,+§

i i . ik
@%m% = @ZTW% - At(;3 ® Q)T (C.8)
donde ﬂiT h es la velocidad tangencial sin friccién dada por
m E
~i ~d i ~ik
y’TM% = QZTW% + At ((ET)m — (RE)m + (gg ® g)zTO) ,

la matriz C estd definida por

SH(VE A+ pMVE) iy 1 ik
C = . . K'Y~ F
= p’ka‘VZVk (: ) £ ’

y la traccién tangencial se calcula utilizando las Ecuaciones (C.1) y (C.7) como

ik R e - Yi —1x~i
Ty, = (L ® o, * [ sy 0 )DL © Vs s) ™'

Nl=

1
2

donde el factor (I ® Qin +%)_1@§« o determina que la direccién de la traccién tangencial sea la
3 mtd

2
misma que la direcciéon de la velocidad tangencial sin friccién por la condiciéon de deslizamiento
(C.7).

Para desacoplar la EDO de la variable de estado (C.3), con la EDO de la velocidad de deslizamiento

(C.8) se utiliza un esquema escalonado en tiempo. Tal que el coeficiente de friccién (C.2) se cal-

culard como f(V,,, 1,9 ) en lugar de f(V,, 1,9 +1). De esta forma, se debe calcular primero
o —m — —m 3

Sy Wmo1) (C.6), i‘gg(ﬂm_%) (Ch)y @SS (C.4) para después actualizar ¢ de forma nodal con la
solucién exacta de su EDO dada por

—V, 1At —V,, 1At
om=tmero () b, (1- e ().

Para calcular la velocidad de deslizamiento, QiT se asume que todos los nodos de falla de un

+3’
mismo elemento se deslizan en la misma direcciéon. Esta suposiciéon permite escribir a la Ecuacién

(C.8) como el sistema algebraico no lineal dado por

T(Vm+%) = £m+% + AtCloy,, * f(Eer%?ém)} -

I

it =0, (C.9)

Nl

cuyo Jacobiano estd dado por

I
<
s

+

I




donde

AtCiion,a - exp%

N 2’
Vi) a1 y
2V \/1 + ( 2v0+2 expi(w;)m>

@i)m

a

Vi) s ).
2V \/1 + ( 2vo+é exp w-;)"”)

Para resolver el sistema (C.9) se propone un Método de Busqueda en Linea tipo Newton cuyo pseu-
docédigo se presenta en el Algoritmo 1. Las restricciones del tamano de paso a aseguran que siempre
se tendran valores fisicos permisibles de V., 1y que en cada iteracién se mejora su aproximacion.

Ji = 1+

AtCij6oN,a - exp
Jij =

3

Algoritmo 1 Cémputo de Em+%

~ 0 N
£m+l = Xm,l

for k;O,l,Q,. 2 do
A) Calcular la direccién de descenso Bk resolviendo el sistema

Vo a)pb = (W 0).

.kl
B) Actualizar V,, 1 con p"

Akt ~k k
YVoi1t = Vyyp1 +ap

. ~ k1 et ~ K
donde o € (0,1] y garantiza que V,, 1 >0y r(Vy, 1) <r(Vp i 1)
end for

Benchmark TPV103 de SCEC

Este benchmark consiste de una falla plana inmersa en un espacio eldstico lineal e isétropo (ver Tabla
C.1). El sistema coordenado adoptado es que la falla se encuentra en el plano z = 0, con el hipocentro
localizado en (zo,yo) = (0,7.5 km). La regién central de la falla, —-W <z < W,0 < y < W, con
W = 15 km es “velocity-weakening”, ¢.e. a — b < 0 donde deslizamiento inestable puede ocurrir.
Una region de transicion de ancho w = 3 km en donde los parametros de friccion cambian de
manera continua de una regién “velocity-weakening” a una region “velocity-strengthening”. Fuera
de esta regién de transicién, el resto de la falla es “velocity-strengthening” , i.e. a — b > 0 donde
deslizamiento estable ocurre.

Densidad (p) Velocidad de la onda P () Velocidad de la onda S (3)
2670.0 kg/m? 3464.0 m/s 6000.0 m/s

Tabla C.1: Propiedades del medio de propagacién del benchmark TPV103.

Los pardmetros de lay de friccién estdan dados en la Tabla C.2. Note que con excepcion de a y Vi,
estos son uniformes sobre la falla.



fO VO a(a@y) b L fw Vw($7y)
06 10°m/s 0.01+Aa(zr,y) 0.014 04m 02 0.1m/s+ AV,(z,y)

Tabla C.2: Parametros de friccién del benchmark TPV103.

Los cambios en a y V,, estan dados por

Aa(z,y) = Aagl — B(z; W, w)B(y — yo; W/2, w)]
AVy(z,y) = AV [l — B(x; W, w)B(y — yo; W/2,w)],

dondeA ag = 0.01,A V,,, = 0.9 y B(z; W, w) es una versién suavizada de una funcién caja dada por

1, x| < W
B(z;W,w) =1 1 {1 +tanh<\z|fuv{/7w + |:1:\1va)] , W<zl <W+w
0. 2] > W+ w

Al inicio de la simulacién, t = 0, toda la falla se desliza en la direccién horizontal con una velocidad
inicial V' = 10716 m/s. El esfuerzo cizallante inicial sobre la falla, que también es horizontal est4 dado
por 7 = 40 M Pa y el esfuerzo normal por oy = 120 M Pa. La variable de estado inicial varia de
acuerdo a su posicién y se calcula con la Ecuacién (C.4).

La nucleacién de la ruptura se inicia con la imposicién de una perturbacion en la traccion cizallante,
que depende de la posicién y el tiempo de simulacién, dada por

AT(r,t) =A 1o F(r)G(t),

donde

ex (L> r<R ex [(t_T)z} 0<t<T
F(r)= b TS—R2 , S G(t) = b lic=n >
7 r> R, 1 t>T,

)

r=+/(x—20)%+ (y —y0)% Aro =45 MPa, R=3kmy T =1s.

Los resultados obtenidos siguiendo la estrategia propuesta no funciona correctamente debido a que
en el Algoritmo 1, a pesar de las restricciones en la busqueda aplicadas en el tamafio de paso «,
en ocasiones por los valores iniciales de ﬂm 1 la solucion diverge. Se espera que con un precondi-
cionamiento se pueda obtener un sistema que siempre converja. La Figura C.1 muestra la evolucion
temporal del esfuerzo cizallante, velocidad de deslizamiento y variable de estado. Estos son resulta-
dos preliminares donde a pesar de que la escala se ve afectada por puntos anémalos en la falla, i.e.
tetraedros que divergieron, el frente de ruptura sigue un patrén deseado.



Siip rarte (8) State vaviable (5)
a1

T ooe62 0315 0.564

Figura C.1: Snapshots con la evolucién temporal del esfuerzo cizallante, velocidad de deslizamiento
y variable de estado del benchmark TPV103 (Resultados preliminares).
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