Procesos estocasticos de sistemas mecanicos’

Ismael HERRERA **

INTRODUCCION

La teoria de los movimientos brownianos o mas
generalmente de los procesos estocasticos se ha
desarrollado extensamente desde el principio de
este siglo; se planteé originalmente en conexién
con los procesos de difusion pero posteriormente
ha resultado adecuada para explicar problemas
cuya variedad aumenta cada dia.

Actualmente el tema es interesante en ingenieria
porque la respuesta de sistemas dinamicos a una
excitaciéon de caracter aleatorio se presenta en
ramas como el disefio sismico.

En este trabajo nos ocuparemos de procesos
markofianos exclusivamente. El método se basara
en la ecuacion de Fokker-Planck.

La relacion entre la funcién de distribucion y
una ecuacién diferencial parcial de tipo parabélico
fue usada por Einstein! en 1905 para estudiar el
movimiento browniano de una particula sujeta a
friccién viscosa, cuya ecuacién de movimientog es

dv
M—C'l?:—ltv—l—F

donde | es una constante y F una fuerza alea-
toria. La ecuacion que Einstein obtuvo para la

densidad P es
opP a*P
9 =Pz (1)

donde D es una constante. Esta ecuacién es valida
cuando ¢ » /M. La ecuacién valida para todo
tiempo es

aP 8P . @ ap
o T lar WP =mgm (2)

donde m es una constante.

Kramers, trabajando en el espacio fase, obtuvo
en 1940 la ecuacion diferencial que gobierna la
distribucién de una particula en movimiento brow-
niano cuando esta sujeta a un campo de fuerza
que es funcién de su posicién y velocidad y del
tiempo 2 La ec. 2 es un caso particular de la ecua-
cion de Kramers. El largo tiempo transcurrido
entre el trabajo de Einstein y la obtencion de (2)
se debe probablemente a que el proceso es no
markofiano cuando la atencién se restringe a la
posicién. Kramers evité esta dificultad trabajando
en el espacio fase (aquel en que las coordenadas
son la posicién y la velocidad de la particula), ya
que en éste el proceso si es markofiano. La ecua-
ciébn de Kramers se generalizé posteriormente *.

*Articulo publicado en el volumen I, ntimero 2 del Bo-
letin de la Sociedad Mexicana de Ingenieria Sismica, oc-
tubre de 1963.

** Asesor del Instituto de Ingenieria, Director Interino
del Instituto de Geofisica, Universidad Nacional Auténoma
de Meéxico.

Aqui presentamos una forma general de la ecua-
cién de Kramers que es valida para cualquier sis-
tema de particulas cuyas aceleraciones son funcio-
nes de su posicién y velocidad y del tiempo.
Aungue las ecuaciones son bien conocidas, el mé-
todo para obtenerlas parece ser nuevo y tiene
sobre el clasico la ventaja de dar lugar a ecuacio-
nes integrales que:. son aplicables aun cuando las
aceleraciones sean funciones discontinuas de los
puntos del espacio fase. Esta situacién se presenta
en el movimiento browniano de una particula que
descansa sobre una superficie rugosa, ya que la
aceleracién es una funcién escaléon de la velocidad
con su discontinuidad en v = 0. T. K. Caughey
y J. K. Dienes* han estudiado algunas de las pro-
piedades de la distribucién de la velocidad corres-
pondiente a una particula en estas condiciones.
Mencionaremos algunos de los resultados de ese
trabajo, y plantearemos el problema de la distri-
bucién de la posicién y velocidad de la particula;
ademas, ilustraremos el uso de la ecuacién de
Kramers en conexién con un trabajo reciente de
E. Rosenblueth y J. I. Bustamante. Mientras se
preparaba este manuscrito, se publicé una discu-
sion semejante de T. K. Caughey y A. H. Gray ®.

1. UNA CLASE DE PROCESOS
ESTOCASTICOS

En esta seccién vamos a obtener las ecuaciones
que gobiernan cierto tipo de procesos estocasticos;
los movimientos brownianos de que nos ocupare-
mos posteriormente son un caso particular de esta
clase general.

En lo que sigue consideraremos una particula
en un espacio de n dimensiones. Conviene denotar
el vector (xy,...,x,) por X, el vector (x...,x,)
por X y los elementos de volumen dx;...dx,.
dx;...dx, por dx y dx’ respectivamente, Ademas,
P (x,t) representara la probabilidad de que la par-
ticula se encuentre en e] punto X cuando el tiempo
es £, y por lo mismo, si R es una regién del espacio
de n dimensiones,

[, [ptmna

es la probabilidad de que la particula esté en R
en el instante ¢.

Para simplificar, supondremos inicialmente que
la particula estd en reposo, pero que da un salto
repentino en la direccién x; al final de cada inter-
valo de tiempo Af. Sea F(y/e) la distribucién
de probabilidad de estos saltos, es decir, F(n/e) es
la probabilidad de que Ax; < 1. Supondremos que
F es funcién de x y ¢ pero que la densidad de
probabilidad es simétrica, es decir,

[
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F(n/e) + F(—n/e) =1 (3)

El caso de distribucién asimétrica puade tratarse
de manera similar,

Supondremos que

n1:25:§F(—~Z§)d£ (4)

existe, y que Ry es la regién d;, < x; < d; + L,
x < x10=23,...,n y sea R la parte superior
de su frontera como se indica en la fig. 1 para
n = 3. Sea H(t) la probabilidad de que la par-
ticula esté en Ry en el tiempo ¢. Entonces

H(t) = HM _gp(x,t)df:

- H,HL P(f,t)da?l} dx’ (

Por otra parte, .

()
~—

r P(Z, t + At)dx, =
=j';}03(x~§,§’,t)F(x—§,b?’, t,E/e)dE +

+ [ "P(x + &% ) F(x + £ ¥, —8/e)dE (6)

La ec. 6 se obtuvo observando que la probabi-
lidad de que la particula se encuentre en R, en
t + At es igual a la probabilidad de que la par-
ticula estuviera en Ry en ¢ y hubiese tenido un
salto insuficiente para salir, mas la probabilidad
de que estuviera fuera de R, y tuviera un salto
suficientemente grande para entrar en la regién
x < Rg.

Usando la ec. 3, la (4) se transforma en

r P(x t 4+ At)dx, :r_ Pz t)dx, +

+ P+ EF OF (x + 8% 6 —Efe) —
—P(x—E %, ) F(x—§ %, —E/e) }dg

Hasta ahora ¢ ha aparecido como un parametro
que rotula una familia de procesos estocasticos.
Relacionemos ahora ¢ con el intervalo de tiempo
At, de manera que ¢ = Af. Nos interesaremos en
el proceso estocastico obtenido haciendo que Af
tienda a cero. De la ec. 6 obtenemos

d X
aﬂ_mI.D(f,t)dxl -

= lim [ [p(x L ET OF(x + EX.f—Efe) —

g-»040

P(x—E ¥ t)F(x—L &, ¢, —EJe) Jl ‘:-25—
Definamos £ = en para obtener

Jim X: {p(x +en X ) Fx +eq, X 6, —m) - -
1.
— Plx-—en, &, ) F (x —en, &7, £, w”r]){ :«l—;]- =

de acuerdo con la definicién de la ec. 4. Aqui he-
mos supuesto suficiente regularidad de P y F
como para que las operaciones realizadas sean
validas. En vista de la ec. 5 y de este resultado,
tenemos

T =1, 1| piod) ax =
— HRD . I aa";f) (x.x.t) d%’

Esta ecuacién puede escribirse como

- . (372 (% 0)ax (7)

ﬁJZT - @x‘

donde Ry” es la frontera completa de Ry y la
integral debe interpretarse como una integral de
superficie,

Una vez establecida la ec. 7 para la forma par-
ticular de la regién R, considerada, se puede ver
por un proceso de limite, que lo mismo sucede
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para una region arbitraria R con una frontera re~
gular. Por tanto

I A -

donde R es una regién arbitraria y R’ es su fron-
tera.

Supongamos ahora que la particula entre un
salto y el siguiente lleva a cabo un movimiente
deterministico, cuyas ecuaciones son

-‘Cl.x i
dt

=w(x,t); i=1,...,n (9)

Sea R(t) la regién definida por los puntos de
R(ty) cuando se mueven de acuerdo con la ec. 9.
Puesto que ahora la particula, después de que
ha dado un salto, se mueve de acuerdo con (9)
durante el intervalo de tiempo Af, el razonamiento
anterior nos conduce otra vez a la ec. 8, pero ahora
R es una funcién del tiempo ¢.

Con la ayuda del teorema de Green, de la ec. §
se deduce

L fpsoss= ], [5Pac oo

Un razonamiento similar al usado en mecanica
de fluidos para establecer la ecuaciéon de continui-
dad nos lleva ahora a la ecuacién diferencial par-
cial deseada. Introduzcamos primeramente coor-
denadas de Lagrange, &,,.. ..k, de tal manera que
ahora R esté fija en el espacio &;. Entonces

il [par= g [I, [t
=], 15 a- i, (782 a

donde / = 9(xy,...,x,)/0(Ey,....E,) y hemos in-
tercambiado el orden de integracion y diferencia-
cién puesto que R es independiente de ¢.

Ya que R es arbitraria,

1 (H_PI) _ *'mP
gi=const

7— af” 8x12
Entonces
oP . *mP
—aT -+ div (ﬁp) = 8x|2 (11)

puesto que

P 9P
(%T)gizconsl - W + “ gradp

1( 9] e
T(iéf_)gizconst o dlv u

Si las coordenadas x;, ..., x; sufren saltos si-
multaneos cuyas funciones de distribucién son in-
dependientes, la ec. 11 se puede generalizar a

%HR---K pdx_:HR...fé,_a%ﬁdf (12)

de donde se deduce que

P . ko 9*mpP

n + div(aP) = i:Z] a7

La ec. 8 se puede generalizar atn mas, para

cubrir el caso en que los saltos en el espacio ocu-

rren en la direccién del vector unitario & que

puede ser una funcién de x y ¢. El razonamiento
anterior nos lleva a

d,-
Tl

':HR,”_SEE.grad(mp)]a.dE (14)

(13)

j P(% t)dx =

donde dS es el elemento de area, el cual se toma
dirigido hacia afuera. Aplicando a esta ecuacién
el teorema de la divergencia, se obtiene

jll_tHRS P(% t)d¥ =
:HR...E‘“"{[E-erad(mP)]zda‘a} (15)

y esta ecuacién implica

%It) 4+ div (&P) = div{[é . grad (mP)] é’} (16)
Cuando los saltos ocurren simultdneamente y
con la misma intensidad en las direcciones

Xy . . .,X tenemos que e = k72 (1,...,1,0,....0)
y la ec. 16 se transforma en
ap ey
a7 + div (@P) =
1 /2 d \?
— - (9 i 7
=z (8361 4.+ ka) (mP) (17)

2. LAS ECUACIONES DE KRAMERS

En lo que sigue estudiaremos el movimiento
browniano de un sistema de n particulas cuando
sobre él actian fuerzas que son funciones de sus
posiciones y velocidades y del tiempo. Es decir,
consideraremos un sistema mecanico que se mueve
de acuerdo con las ecuaciones

% = v, (18)
%:ai, i=1,...n (19)

donde x; v; a; son las posiciones, velocidades y
aceleraciones de las particulas que forman el sis-
tema, Supondremos que a; son funciones solamen-
te de las posiciones y velocidades y del tiempo.
Por otra parte, el estado del sistema en cual-
quier tiempo estd determinado por las posiciones
y velocidades de sus particulas, es decir, por un
punto en un espacio de 2n dimensiones. Por lo
mismo, el estudio del movimiento browniano del
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sistema equivale al estudio del proceso estocastico
que efectia una particula en un espacio de 2n
dimensiones, cuando ésta sufre cambios bruscos
de tipo aleatorio en las coordenadas v; y esta su-
jeta al movimiento deterministico dado por las
ecs. 18 y 19.

De lo anterior se deduce que los resultados de
la seccién precedente son aplicables si u = (vy.. .,
Upo @y, az...,8,) y m se liga a la intensidad de la
fuerza aleatoria en forma conveniente.

Cuando los pulsos actiian simultineamente en
las particulas 1, 2,...,k, produciendo cambios
bruscos de la misma magnitud en las velocidades

vy,....vr la densidad de probabilidad P({x,,...,

X UL, . ., Uut), satisface la ec. 17, es decir
%fw + div (uP) =
= 7](— (_6%7 4.+ 5%)2 (mP) (20)
donde
div (#P) :%5§+...+
T
\

Cuando solo la velocidad v, esta sujeta a cam-
bios aleatorios, la ec. 10 implica

1%‘”,? ) E Pdx,. . .dx,dv,. . .dv, —

= H gﬁpﬂ dxi. . .dxdo,. . .dv, (21)
R 8v1
donde R es una regién arbitraria del espacio fase
que se mueve de acuerdo con las ecs. 18 y 19 ¥y
R’ es su frontera.
La forma diferencial de esta ecuacién esta dada
por laa ec. 11 y es
apP o ’mP
Va—tv' —+ le (llp) = Tl)lz__
Cuando las aceleraciones a; son independientes
de las posiciones, la ecuacién para P(vy,...,v,t)
es mas sencilla y se obtiene de las ecuaciones pre-
cedentes escribiendo

(22)

o= (a,....a,)

Si las velocidades vy,. . .,v; estan sujetas a pul-
sos estadisticamente independientes, la ec. 13 es
aplicable, obteniéndose

0P | div (up) = LmuP Chi
g T div (WP) = = v

ot

El caso en que el sistema tiene restricciones en
su movimiento puede tratarse en forma semejante.
Si se usa la formulacién de Hamilton,

(23)

e

dq,- o oH
dr T 9p
(24)
dpi . oH
dt — aql

donde ¢; y p; son las coordenadas y momentos
generalizados respectivamente. En este caso, si los
pulsos producen saltos en el espacio fase sélo en
la direccién del vector unitario € que es funcion
de g; p: v ¢t la ec. 16 de la seccién precedente se
reduce a

98 | div (wP) = div{[a. grad(mP)‘e‘]} (25)

donde, de acuerdo con la ec. 24,

ﬁ_(aH 9H  oH _.fﬂ>
- aP] e apn aql T aqn

’

En general, m sera una funcién de la métrica
del espacio fase, cuya determinacién, asi como la
de €, requieren un analisis posterior de la situacién
particular que se considere.

3. UNA PARTICULA SOBRE UNA
SUPERFICIE RUGOSA

Como una aplicacién de la teoria presentada en

+ la seccién anterior, estudiaremos ahora el movi-

miento browniano de una particula sujeta a fric-
cion de contacto. Sea o(v) la aceleracién de esa
particulo. Entonces

—a siv>0
alv) = 0 siv=20 (26)
a siv< 0

donde a > 0 es una constante.. El vector velocidad
en el espacio fase es @ = (v,a). La sustitucién de
esta expresion en la ec. 22 nos da

ab op oP P
ERI R i E R

Ya que a no es continua, la ecuacion de Kramers
no es valida cuando v = 0. Alli debe usarse la
ecuacién integral 21. Una forma limite de esta
expresion es

m [%{;J + 2aP =0 cuandov =0 (28)
donde
[ﬁ] _ (9P _ (ﬁ)
dvl  \ 9v /. dv /- .
es decir

(5]

aP/ov

es el salto de

al cruzar el eje x.
En este caso, las trayectorias de las particulas
en el espacio fase son dos semiparabolas que se
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FIGURA 2

abren en direcciones opuestas (fig. 2). El proble-
ma es similar a la determinacién de la temperatura
de un fluido cuyas lineas de flujo son las paréabolas
mencionadas que convergen en un canal mgue}do
en el eje x. Tal fluido deberia ser anisotropico,
porque tendria conductividad cero en la direccion
x, pero distinta de cero en la direccion v.

Ya que la aceleracién es una funcién de v sola-
mente, la ecuacién que gobierna a P(uv.t) es, en

vista de la ec. 22,
opP P &P )
3¢ T %0 T S (29)
o alternativamente se puede obtener por integra-
cién de la ec. 27 desde — o hasta + oo. La. ec. 28
no cambia de forma, pero puede ser simplificada
cuando la condicién inicial es
P(v,0) =& (v) (30)
(8§ es la deltaa de Dirac), ya que en este caso
P(vt)=P(—uvt) y la ec 28 puede sustituir-

se por
P

7n%+aP:0 cuandov = 0 (31)
v

Este problema tiene un estado estacionario, al que
el estado transitorio puede aproximarse con el
transcurso del tiempo. El estado estacionario esta

dado por

a

a - -
P:-——e mo
2m

v (32)

La solucion estacionaria es tnica, ya que tiene
que satisfacer ademas la ecuacién

Sw Pdv =1

-

En la ref. 4 se dan resultados mas generales
para la distribucién de la velocidad.

En ingenieria sismica el problema consiste en
encontrar la probabilidad de que la estructura
no exceda el desplazamiento maximo admisible L,
es decir, se necesita encontrar una P(x,v.t) que
satisfaga las ecs. 27 y 28:

P(x,v,0) = &(x)&(v) (33)

P(—Lut) =0 (34)
P(Lut) =0 (35)

En estas condiciones la probabilidad deseada se
obtiene de

cuando v > 0

cuandov < 0

f | Plxvt)dods

Las ecs. 34 y 35 podran comprenderse mejor
con la ayuda de la fig. 1. En el espacio fase existen
dos barreras absorbentes, localizadas en x = =+ L.
Debido a las direcciones de las corrientes, la ba-
rrera en x = — L no se deja sentir en la regién
v < 0 vy, similarmente, la barrera localizada en
x = L no influye en la regién v > 0.

La solucién de las ecs. 27, 28 y 33 a 35 debe
ser simétrica con respecto al origen, es decir

P(x,v,t) = P(-~x,— v,t)

El tratamiento de barreras absorbentes, tales
como las dadas por las ecs. 34 y 35, es dificil. Una
aproximacién a la probabilidad de que el despla-
zamiento L no sea excedido antes del tiempo ¢t se
puede obtener para los casos en que el estado
estacionario de la distribucién de la velocidad se
alcanza rapidamente. En tal caso la probabilidad
de escape debe estar dada aproximadamente por
.a probabilidad de que la particula tenga una ve-
locidad que exceda L/t en el estado estacionario.
La probabilidad de no exceder L antes del tiempo
t es en estas condiciones

al
e wr

4. EL OSCILADOR ARMONICO

La solucién al problema del oscilador arménico
en movimiento browniano ha sido publicado por
‘Wang y Uhlenbeck ¢. Una idealizacién comiin de
estructuras con un grado de libertad consiste en
tratarlas como osciladores arménicos.

En ingenieria sismica, el estudio del movimiento
browniano de estos osciladores debe incluir dos
barreras absorbentes en el espacio fase. El pro-
blema resultante es mucho mas complicado que el
resuelto por Wang y Uhlenbeck. E. Rosen-~
blueth?, v E. Rosenblueth y J. I. Bustamante®
han obtenido una solucién aproximada. La ecua-
cién de que partieron es

2
o 1o aB)y g
at roor or?

En esta seccion demostraremos que la ec. 36
puede obtenerse como una aproximacién a la ecua-
cién de Kramers. Mientras se preparaba este ma-
nuscrito, T. K. Caughey vy H. A. Gray® publica-
ron una deduccién similar.

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de
un oscilador arménico con amortiguamiento vis-
Coso son

dx dv

= = — pix — 2hv

i

— K e2/1/ (

(37)
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asi que
U = (v, — pix — 2hv)

£y

y la ec. 22 se transforma en

aP | P , aP
B T Ugx T (et 2he) 5o —
2
WP = m %T}Z (38)

Mediante el cambio de variables
y = e [px cos pt — (v + hx) sen pt]
w = e" [px sen pt + (v + hx)cos pt] (39)
t =1t

donde p? = pg — A% se obtiene

%1—; = me¥" (cos pt 7%5— —— sen pt »a%~> P (40)
donde
e —2ht
pP=- P {41)
P s

de manera que }a densidad de probabilidad en el
plano (w,y) esta dada por P’, ya que
dxv) e~

d(yw) —‘p’

Obsérvese que la ec. 40 se puede obtener a par-
tir de la (25) sustituyendo 2, @ y m por (cos pt,
—sen pt), (0,0) y me~?", respectivamente. Inte-
gremos ahora la ec. 40 con respecto a ¢ de t—7/p a
t + n/p. Cuando p es suficientemente grande,

e aP P
2 e dt o~
p/ ‘nle_xp 3 dt T
1y p alp’ o s
p/2w E’_ﬁ Ny e sen’ ptdt =~
azpl {+7'p ezm azp/
. 2 e O 2 gt — oL
(p/2n)e a7 Lkﬂlﬁ sen? ptdt = Ty

+7 p Zp/
2kt 2 —

p/2n jzvﬂ/,; Tz ¢ cos ptdt =~

.azp/ t+m/p elht aZP'
~ 2ht 2 _ -
~ (p/2n)e 3107 Sl_n/p cos? ptdt = 7 B

2 t+m/p aZ 4 ot

p/2n E!_m) Syaw e? sen pt cos ptdt ~

aZp’ t+w/p
- 2nt _
~ (p/n)e 379w S,_M, sen 2ptdt = 0

asi que,

ap’, m . (PP 2D’
G =g (G 5)

Cuando P’ tiene ademas simetria axial esta ecua-
cion se reduce a la ec. 36 si se define

k= m/2,
r = ‘/’m = eht \/—([;x)i?—(—v_i hx)f
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