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.INTRODUCCION 

Este trahajo se realizó por encargo de la Co­
misión Federa1 de Electricidad y en colaboración 
con ella. 

OriHinall1lent~ Lamb en su Hidrodinánica es­
tudió las características del movimiento natural 
de lIn fluido en un recipiente ri~lido y fijo. anali­
zando ciertos tipos de movimientos forzados. Fue 
Westeq:¡aard (1933) el prilller autor que estable­
ció resultados aplicables al diseño de presas. Para 

. ello consideró r1 efecto bidimensional de en mo­
vimiento armónico estacionario en una cortina 
rígida. nor l1lil1 a un v¡:¡so de longitud y ¡:¡ncho 
infinitos. Tomando eH cuenta la comoresibilidild 
dd aguil y suponkndo el nivel libre' inalterado. 
encontró quc la distribución de presiones se asemi::­
ja a una parflhola; propuso fórmulas aproximadas. 
válidas pari1 r~ladones altura del nivel libre de 
reposo H entre perlodo T del movimiento menores 
que el primer \'alor crítico correspondiente, Hos­
kins y Jacobsc:n (1934) verificaron experimental­
m{'nte en tanque rectangulnr los resultados de 
Westergaard. haciendo notar la poca influencia 
que tiene la relación de la longitud L del vaso a la 
altura H del agua, L/H, para valores s11periores 
a 2.5 cuando las paredes se mueven en (ase. Ob­
servaron que la flexibilidad de las parcdes parece 
ser un félctor que disminuye b,lsUmte las presiones 
ejercidas. Hinds. Creager y Justin (1945) apro­
vecharon los resultados ohtenidos anteriormente. 
Propusieron un criterio para ei caso de pared in­
clinada. la cual. hacc:n ver. debe estar su jeta a 
presiones menores que una pared vertic:ll. 

J:lcobsen (1949) estudió teóricamente el caso 
de un tanque circular y el de una pila. también 
circular. sometidos a movimientos cualesquiera. 
Tomando el líquido como incompresible calculó 
masas equivalentes (o virtuales)' del mismo. que 
han de suponerse siguen el movimiento del reci­
piente o pila. Confirmó experimentalmente los va­
lores de dichas masas y propuso fórmulas y grá­
ficas para cálculo directo. 

\Vemer y Sundq uÍ:,t (1949) consideraron los 
efectos de una perturbación armónica hori:ontal 
para diversos tipos de recipientes y formas de 
aplicación del movimiento. Incluyeron en su estu­
dio los siguientes casos; voso rectangubr con 
movimiento de una o dos paredes; vaso cilíndrico 
con movimiento paralelo y transversal a las gene­
ratrices; vaso triangular, cilindro y pila circulares. 
y semiesfera. Se nota en ese trabajo que sí ocurre 
una falla del vaso. que origine ei movimiento 

de ulla sola pareJo aumentan bilstante la:< presio­
nes. ~~ menos para. el caso L/H < 2. Se concluye 
tilmblen .que la ll1c1lllación de las lilcleras disminuye 
las presIOnes sobre la corlina. 

Jacobsen y Ayre (1951) describen experimen­
tos en tanques cilíndricos. Encontraron que cJ 
oleaje es minimo pam fn~cllenci;¡s de cxcitadón 
alcjad¡:¡s de la prilnern (re('tlenda crítica del nivel 
libre del agua. Confirieron atención a las masas 
de agua equivillentcs y al efecto de la cubierta del 
tanque. De Sil estudio se concluve que. si más del 2 
por ciento dd volumen está oé·,.!j:'::ldo por aire. el 
tanque se puede considerar .Jbierto. Como resulta­
do de sus experienci.Js. encontraron que es mínimo 
el efecto del amortiguo miento debido a la visco­
sidad del agua. 

::ho\v (J 951 ). a partir de los resultados de 
\V~S¡ergaiHd. prop.one un Illétodo para calcular 
la presión hidrodÍliámica I!n cortinas con para­
mento inclinado. 

Graham y Rodriglle= (¡ 952) estudiaron analí­
ticamente el efecto del movimiento de traslación. 
inclinación y giro en tanques rectangulilres pnra 
su aplic.Jción en dis~iío d>! ¿¡\·iones. En su estudio 
consideran el liquido incompresible. y proponen 
un sistema mecánico ..:quÍ\·a)ente. 

Zangor y lbefc!i (1952). por mcdit) de ana­
logias eléctricas y redes di! flujo. estudiaron el 
mO\'imicnto de un;:¡ cortina rigidn con paramento 
inclinado en l:n \'il:o'O de longitud infinita. supo­
niendo que el Hquido es incompresible. Obtuvieron 
las distribucio!lcs de presiones que corresponden 
al paramento con diversas inclinaciones. En todos 
los casos resulté'ln presiones menores que con p:lra-. 
mento \'ertkaL Estos autores concluyeron que. si 
más de la mitad superior de la cortina es verticaL 
se pucde considerar la pantalla como pared ver­
tical sin introducir errores excesí\·os. 

Zangar (1953) también utili:¡:mdo una analogía 
eléctrica y redes de ílujo. amplió el trabajo anterior 
para diversas inclinaciunes y dos planos dd para­
mento de la cortina. Comparó el efecto de la com­
presibilidad y propuso tina fórmula aproximnda 
para cálculo. 

Housner (1957) icleali:ó el líq~lidu como incom­
presible y planteó y resolvió el problcmil en forma 
aproximada y sencilla con resuitados aceptilhles, 
Para ello descompuso el movimiento en impulsi\'o 
y de oscíl<.lción. Aplicó ios resulc¿¡dos él tanques 
rectan9~lares. cilíndricos y elípticos y él paredes 
inclinadas rígidas y estudió el efecto de la ficxi­
bilidad de la cortillo; Concluyó que las presiones 

t Artículo publicado en el volumen 1. número 2 del Boletín de la Soci~¿"d t-.1cxicana de Ingeniería Sismica. octubre de 1963 . 
.. Investig¡¡dor del Instituto de Ingenieria. Universidad Nacional Autónolllil de ¡\1éxico 

•• Director del mismo Instituto 
••• Ase"or del mismo In~t¡tllto e Invcstiaildor del de GCl.lfisica 

...... Ayudante de invcstig<.ldor del Instituto de Ingeruería 
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son función decreciente de la flexibilidad de la 
pantalla. 

Ambraseys (1957), en un vaso de longitud f¡~ 
nita con líquido incompresible estudió, mediante 
analogías eléctricas. el efecto de una falla del 
vaso. para pantalbs inclinadas. Comparó sus re~ 
sultados con los de Zanga'r (1953). Concluyó 
que el efecto de una falla del vaso disminuye muy 
rápidamente al numentar el cociente L/H. pero 
dicho efecto es muy notorio aún para relaciones 
I-lN dd orden de la unidad. Le atribuye poca 
imp9rtancia al oleaje por sismo. 

Naped·..aridz-e (1959) estudió analíticamente el 
caso de liquido incompresible en un vaso de lon­
gitud infinita con una cortina de paramento incli­
nado. Estimó los efectos de movimientos horizon­
tales y verticales y de su combinación. Halló como 
resultado de estos análisis qu-e el movimiento ver­
tical tiene menor influencia que el horizontal. 

Kotsubo (1959). en forma analítica, consideró 
la compresibilidad del agua en lo concerniente a 
empujes sobre presas rectangulares y presas de 
arco. Estudió el comportamiento del sistema en es­
tado transítorio para perturbaciones arbitrarias. 
A continuación calculó los efectos que tendría un 
sismo especifico y hace notar las diferencias de 
fase entre las presiones y la perturbación, encon­
trando fuertes diferencias con resultados de aná­
lisis que suponen que la perturbación es un movi­
miento armónico simple y que el sistema se h;:¡lla 
en estado estacionario. Finalmente propuso una 
fórmula aproximada de carácter práctico. 

Ferrandon (1960) consideró )<1 compresibilidad 
del agua en un vaso de longitud infinita. con 
presa rígida de paramento vertical. respondiendo 
ante perturbaciones cualesquiera. Incluyó el caso 
de que la perturbación sea un pulso o bien sea 
armónica. Introdujo en el borde libre una condición 
de Poisson en lugar de suponer In altura Jd agua 
fija como había sido usual. Consideró también el 
caso de vaso finito. 

Kotsubo (1961) hizo un estudio amplio. de na­
turaleza teórica y experimental en presas de arco 
tomando en cuenta la compresibilidad del agua, 
movimientos longitudinales y transversales al Yaso. 
laderas radiales inclinndas y verticales y luderas 
no radiales. Los resultados de los experimentos 
están de acuerdo con la teoría. Encontró que las 
presiones aumentan en los npoyos de la presa y 
son menores que el caso bidimensional. aclarando 
así numerosos factores que no se habían estudiado 
previamente con claridad. 

Chen'Ch::hell'~Chcn (1961) dedicó su alención 
al movimiento en estado estacionario, de una cor­
tina rígida vertical. con vaso de 10!l~¡ituJ infinita 
y fluido incompresible. Consideró la influencia 
de la altura del oleaje. y anali:ó de manera espe~ 
cial las olas superficiales. 

Chen'Ch;:hen'~Chell (1961) ;:¡rnplíó el estudio 
anterior para sismo inclílliluo: conduró que el 
efecto del movimiento vertical no es import<llltc 
salvo para sismos de intensidad excepcional. 

Tadjbakhsh y Kcller (1961) estudiaron ;:¡nali­
ticamcnte In frcctlcncin de ondas finitas cstacio­

nacías producidas por la gravedad para el C3S0 

bidimensional incompresible. Concluyeron que la 
frecucr¡cia aumenta al aumenlnr la .amplitud de 
la ola para relaciones pequeños de la altura del 
agua en reposo a In longitud de onda (y por tanto 
a la longitud del vaso). mientras que dicha fre~ 
cucnci" dÍ!,minuye para valores altos de esta rcla~ 
ción. El cociente crít ico que encontraron es 0.17. 
Posteriormente Fu]¡: (1962) confirmó cxperimen~ 
talmente eslas conclusiones. pero halló que el 
camhio de comporlamknto ocurre para un cociente 
cercano a 0.1"1. 

NOTACION 

Los símbolos usndos se definen donde aparecen 
por primera \'c: en el texto y se ordenan alfabéti ­
camente en el Apéndice 1. Las funciones referidas 
con la letra A y un número aparecen en el Apén# 
dice n. 

HIPOTESIS y ECUACIONES GENERALES 

En Jos desarrollos que siguen consideraremos 
que el agua es compresible y que el movimiento del 
agua es ¡rrolacional y está limitado a desplaza­
mientos pequeños; se despreci.uá la viscosidad del 
líquido. 

Supondremos qUe la excitación diniímica obe~ 
...Ieee a un mo\'imiento armónico cst;-¡cionario de la 
cortina de la presa. Admitirell10S flue la rigille: 
de la cortinü es suCiciente para prevenir \'ibrndo­
nes de b misma, es decir. que sus despla:amientos 
son sensiblemente iguales a los del terreno. Su­
pondremos que el ancho del \'a~o es tül que IIn 
análisis bidimensional represente adectTndamente 
el movimiento del agua. 
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La lig. I representa el \'a~() y el movimiento 
de la COrtill.J considerados.· U~'IJ\Jo un" nproxi­
milción lille;l!. el problcllln consiste en rC!:iolver 1" 
ecuación direrencial 

o ( 1 ) 
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son función decreciente de la flexibilidad de la 
pantalla, 

Ambraseys (1957), en un vaso de longitud fi­
nita con líquido incompresible estudió, mediante 
analogías eléctricas, el efecto de una falla del 
vaso, para pantallas inclinadas. Comparó sus re­
sultados con los de Zangar (1953). Concluyó 
que el efecto de una falla del vaso disminuye muy 
rápidamente al aumentar el cociente L/H, pero 
dicho efecto es muy notorio aún para relaciones 
L/N del orden de la unidad. Le atribuye poéa 
imp()rtancia al oleaje por sismo. 

Napedvaridze (1959) estudió analíticamente el 
caso de líquido incompresible en un vaso de lon­
gitud infinita con una cortina de paramento incli­
nado. Estimó los efectos de movimientos horizon­
tales y verticales y de su combinación. Halló como 
resultado de estos análisis que el movimiento ver­
tical tiene menor influencia que el horizontal. 

Kotsubo (1959), en forma analítica, consideró 
la compresibilidad del agua en 10 concerniente a 
empujes sobre presas rectangulares y presas de 
arco. Estudió el comportamiento del sistema en es­
tado transitorio para perturbaciones arbitrarias. 
A continuación calculó los efectos que tendría un 
sismo específico y hace notar las diferencias de 
fase entre las presiones y la perturbación. encon­
trando fuertes diferencias con resultados de aná­
lisis que suponen que la perturbación es un mo\'i­
miento armónico simple y que el sistema se halla 
en estado estacionario. Fina1mente propuso una 
fórmula aproximada de carácter práctico. 

Ferrandon (1960) consideró la compresibilidad 
del agua en un vaso de longitlld infinita. con 
presa rígida de paramento vertical. respondiendo 
ante perturbaciones cualcsquiem. Incluyó el caso 
de que la perturbación sea un pulso o bien sea 
armónica. Introdujo en el borde libre una condición 
de Poisson en lugar de suponer la altura Jel agua 
fija como había sido usual. Consideró también el 
caso de vaso finito. 

Kotsubo (1961) hizo un estudio amplio. de na­
turaleza teórica y experimental en presas d<! arco 
tomando en cuenta la compresibilidad del agua. 
movimientos longitudinales y transversales al vaso. 
laderas radiales inclinadas y verticales y laderas 
no radiales. Los resultados de los experimentos 
están de acuerdo con la teoría. Encontró que las 
presiones aumentan en los apoyos de la presa y 
son menores que él caso bidimensional. aclarando 
así numerosos factores que 110 se habían estudiado 
previamente C011 claridad. 

Chen'Chzhcn'-Chen (1961) dedicó su alención 
al movimiento en estado estacionario, de una cor­
tina rinida vertical, con vaso de lon!'-jitud infinita 
y fluido incompresible. Consideró la influencia 
de la altura del oleaje, y analizó de manera espe­
cial las olas superficiales. 

Chen'Chzhen'-Chell (1961) amplió el estudio 
anterior para sismo inc\ín¡¡do: concluyó que el 
efecto del movimiento vertical no es importante 
salvo para sismos de intensidad excepcional. 

Tadjbakhsh y Kellcr (1961) estudiaron analí­
ticamente la frecuencia de ondas finitas estacio­

nadas producidas por la gravedad para el caso 
bidimensional incompresible. Concluyeron que la 
frecuencia aumcnt.J al <1umentar 1<1 .amplitud de 
la ola para relaciones pequeñas de la altura del 
agua en reposo a la longitud de onda (y por tnnto 
él la !ongitud del vaso), mientrns que dicha fre~ 
cuencia disminuye para valores altos de esta rela­
ción. El cociente critico que encontraron es 0.17. 
Posteriormente Fn1t: (1962) confirmó experiU1en~ 
talmente estas conclusiones. pero halló que el 
camhio de comportamiento ocurre para un cociente 
cercano él 0.14. 

NOTACION 

Los símbolos usados se definen donde aparecen 
por primera ....e: en el texto y se ordenan alfabéti­ i 

camente en el Apéndice 1. La$ funciones referidas 
¡ . 

l. 
con la letra A y un nümero aparecen en el Apén­ 1" 

; ~' 
dice n. ; I 

HIPOTESIS y ECUACIONES GENERALES 

En los desarrollos que siguen consideraremos 
que el agua es compresible y que el movimiento del 
agua es irrotacional y está limitado a desplaza­
micntos pequeños: se despreciará la viscosidad del 
liquido. ; f 

Supondremos qu~ la excitación dinámica obe­
dece a un moyimk:nto armónico estacionario de la 

.. 
t 

cortina de la prcsa. Admitircmos que la rigide: ; ¡ 
~de la cortina es su ficicntc para prevenir vibracio­ ,. A 

nes de la misma, es decir, que sus desplazamientos , 
1 

son sensiblemente iguales a Jos del terreno. Su­
pondremos que el ancho dcl vaso es tal que un 
análisis bidimensional represente adecuadamente 
el movimiento del agua. 

• .& - ~ i 
¡ - -------- ..... 

I 

FIG. 1. t.'as,-, bidj1llcll~ion:;¡[ y n¡""imic'nro de 111 <"(lrlinn. 

La Hg. 1 representa el \'a~o y el movimknto 
de la cortina considerados. Us'lIldo una <1proxi­
milción lineal. el problema consiste en resolver la 
ccuación di fcrcnciill . 
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donde o (x,I¡.r) es un potencia l de velocidades 
tal que ' 

(2)-¡¡x 

élv él(/) 
(3)ar = --éfiJ­

donde u y p son las componentes del desplaza­
miento de] aflua en las direcciones .\" y Y respecti ­
vamente. de los ejes coordenados del sistema de 
reIcn:ncia cartesiano ortogonal fijo (fig, I), t la 
variable tiempo, 'Yo el peso volumétrico del agua. 
9 la aceleración de la gravedad y Ev el módulo 
elástico volumétrico dd agua, 

Las condiciones de frontera, rderid.ls a la fig, 1 
son 

00-a- (x.O,t) = O (4)
Y 


a20 , él0
-'a---r (.'I.'.H.t) + g-é¡- (x.H.t) o (5)t- , uy 

u(O.y.t) ( A -- ~ -ir) sen wt 

De aquí. 

~0 = _ (A __ ~ ..Y].) w cos r,)t (6)OX ' 1 

00 
-ox (L,y.t) = O (7) 

donde A representa la componente de traslación 
y ~/H la de rotación del movimiento de la cortina: 
H es la altura de! ogua en reposo; ~ la amplitud 
del dcspla:.amiento de la corona de la cortina por 
rotación de la misma. y L la longitud del vaso 
(fig. 1). 

A continuación sustituiremos la condición de 
frontera (5). que toma en cuenta el movimiento 
ondulatorio de la superficie. por 

(1(/) , 
(x.H.t) = O (8) 

La sustitución implica la hipótesis de que. durante 
~l mo\'imicnto, la superficie libre permanece al 
nivel del agua en reposo. Los límites de aplicabili ­
dad de esta condición se discuten más adelante en 
base a las ecuaciones que esti.lbleceremos en el 
Apéndice 11. 

L... presión dinámica del agua, p:::: p(x.y.t). 
satisface la ecuación diferencial 

( au' av)p=-E -- +-- (9) 
v ax ay 

y. en términos del potencial 0. 

(lO) 

L,:; soluciones estacionmias de este sistema de 
ecuaciones difercllci.,lcs se consignan en las ces. 
1\38.1 y 4 del Apéndice II pma las condiciones 
L ;;é 00 y L = 00 resrectivamente, A partir de las 
series que contiencn dichas expresioncs se calcu­
Imon lo:; valores máximos de las presiones que 
discutiremos en los párrafos siguientes. Hemos 
calculado además la presión total Qo (fucrzn cor­
t(lnte en la b;:Ise de la cortinn) )' el momento de 
volteo ¡Ho (momento flcxionante en la base) que 
corresponden a dichas presiones máximas. Los re­
sultados se expresan en forma de los cocientes 
pjaH. Q"ja.1P y Mo/a.H\ donde a.g es la ampli­
tud de 1<1 acelefilción del movimiento de traslación 
y g es la aceleración de la gravedad. 

El cálculo de Qo y ¡Ho se llevó a cabo mediante 
las fórmulas de integración de Newmark emplean­
do 20 intervalos iguales para ];0 <:oordenada ver­
ticaL 

Los valores criticas de H /T, a los que haremos 
referencia en el texto. se consignan en el Apéndi­
ce II; en este cociente. H representa Ja altura del 
agua en reposo. en tanto que T representa el perio­
do del mO\'imiento de traslación o rotación de la 
cortina. 

COMPRESIBILIDAD DEL AGUA 

La importancia de considerar la compresibilidad 
del agua en las ecuilciones empleadas para obtener 
la presión hidrodinámica no se ha estableciclo 
hasta la fecha COIl bases comparativas suficiente­
mente extensas_ Unos autore~ la han tomado en 
cuenta en sus análisis 2.•• 8,15.17. mientras otros 
han supuesto al líquido incompresible J. S. 6. 9·1~. 15 v 19, 

Ciertos estudios experimentales 3 y teóricos 11 atri ­
buyen poca importancia a la compresibilidad. 

A fin de establecer el ekcto de la compresibili. 
dad del agua. se hicieron cálculos numéricos para 
un vaso de longitud ilimitada. considerando dos 
valores de la compresibilidad del agua. direrentes 
periodos de excitación T y diferentes alturas de 
la presa. H. 

El error relativo. cQ. en la presión dinámica total 
hasta la primera frecuencia crítica (HIT ~ 359.6 
m/seg) se muestra en la fig. 2. Veamos que dicho 
error es pequeño para valores de HIT menores 

(1 ; , 
c.: 1-'-'--'-- -~ 

o.~ 

eQ • 

Q,6 

..')'---------------------' 
FIG. 2. Error: rd.1tiuo en d empuje dinúrnico tofal ni des­

preciar: 1.-. compresibilidad del .1!J:¡.1. 
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que 100; el error aumenta hasta hacerse igual a 
la unidad para H /T = 359.6 m/seg. En decto. 
Zangar ¡¡ concluyó que el error relativo debido a 
considerar el agua incompresible era pequeño, lo 
cual obedece él que su estudio co¡:respondió al in­
tervalo 23 < H/T < 183. 

Los cálculos del error relativo se hicieron va­
luando la serie de la ee. A38.4. Para liquido com­
presible tomamos Ev 2.1 X lOS ton/m2. que con­
cuerda con -el módulo elástico del agua a 21°C. 

El efecto de despreciar la compresibilidad del 
agua no sólo introduce errores relativos de hasta 
100 por ciento, sino que llega a ca mbiar completa­
mente la naturaleza del problema hidrodinámico 
al dar origen a una solución que no depende del 
período del movimiento excitador. Esto es particu­
larmente importante en el estudio dd tamaño de 
un vaso finito puesto que el número de períodos 
críticos de la presión dinámica. para un intervalo 
de HIT dado, aumenta al crecer la longitud del 
vaso. 

LONGITUD DEL VASO 

Para estudiar el efecto de la longitud del vaso. 
estipulamos un movimiento de traslación de la cor­
tina mientras suponemos que el resto dd vaso se 
mantiene en reposo. Esta condición equivale a to­
mar !::. = O en la ee. A38.1. Los estudios dispo­
nibles muestran que para una misma altura y 
aceleración máximas. las presiones totales que 
corresponden a vaso infinito son sensiblemente 
iguales a las que se obtienen para una relación de 
longitud a altura mayor que 3. Dichos result<tdos 
se limitan al primer v<tlor crítico del cociente H / T 
de la presión (~359.6 1I1/s(9). En el presente 
trabajo cubrimos el intervalo O ~ H / T ~ 1000 
m/seg. 

En la Hg. 3 se muestra el valor de la fuerza 
cortante en la base L/H = I. y L/I-J ~ 5. como 
respuesta a un movimiento de traslación de la 
cortina. La figura señala que para valores de L/H 
mayores que cinco, y posiblemente aun menores. 
los resultados no difieren sensiblemente de los que 
corresponden a longitud infinita. (Tal conclusión 

FIG. 3. lnflucnci,l del tilmario del Vi/SO :labre la presián di­
námic., tot;¡/, p~rm frecllencias menore5 que la fum/ameat,ll. 

se halla anticipada en trabajos previos). Los re­
sultados en cuestión son válidos únicamente has­
ta la primera frecuencia crítica (HIT = 359.6 
m/seg· ). Pnra valores mayores de H / T las pre­
siones llegan a diferir totalmente de las primeras. 
como apreciamos en las figs. '4 y 5 donde se re­
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FIG. 4. Empuje din.1mico total para L/H 1 en el instllfltc 
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~ í':~) 
FIG. 5. Empuje dinámico Idal p.1ril 1.1H ::.::: lOen el ;115­

r<1"te t:::= (-ln + 1)1'/4. 

presentan los empujes hidrodinámicos totales má­
ximos correspondientes a LjIl = 1 Y 10. Dichos .¡ 

empujes ocurren en Jos inst;mtc:s definidos por I 
t = (-111 + 1) T/1. donde 11 es tll1 número entero. 

Para otros tiempos Jos ~ll1pujcs son proporcionales 11 

a los anteriores. y el factor de proporcionalidad 

vale sen lvi. 
 II 

j'En las dos figuras anteriores ilprcciilmos la di­
11 

!iercncia de comportamiento arriba de In primera 
frecuencia critica al cambiar la longitud del \':150. 1, 
L1S lineas verticillcs punteadas marcol1 los vzllorc$ " 

\.'tíficos superiores de H / T. 
L1S variilciones Je la presión en la base., [lo. para 


diferentes re!¡lciolles L¡H son ;:'Inúlog<ls a las de 

la fuerza cortante Qo. En l<l fig. 6 se representan 

di<lgramas de presiones máximas referidas a la 

presión de b base, P/Pn. pilra [./N = 1. corres­

pondientes a movimiento de tr¡\sbción de lil cor~ 


tina. Obscr\,¡)nlos que las distribuciones de prcsio~ 


• La I'rilllcra fTecllen.:i.l criliGI. o Ire(\1('l1ei.1 Illndall1l'n­

t,,1 de \'ihr"ción del liqll¡uo ;,lm;o¡;cn;,d". ('11 \';I~('l H'.;tan(jl1l;¡r, 

eorr("!'ponde il <",t.. V.dOf tI"1 COlit:lIl,· JI/T. a su ve: a la 

ClI,lrta parlé' de la vclocid.ttl del sOJllclo en {'! ¡Igua. 
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FIG. 6. Diagrama de presiones respecto n la. presión en la base en el mismo i'l.<tantc L/II = 1. l\fol'imienfo ele fr.lllslaciull el.! 
la cortina 

nes abajo de la primera frecuencia critica adoptan 
formas parecidas entre sí. Diversos autores han 
aprovechado este hecho 2. 4, 8,12.15 Y 17 para proponer 
fórmulas aproximadas. Trntándose de valores ma­
yores de H/T las distribuciones cambinn notable­
mente. El mismo comportamiento se observa par;:¡ 
otros valores finitos de L/H. El cambio que ocurre 
al pasar de H/T 359 a 360 m/seg se debe a 
que se tomaron los mismos tiempos para valuar 
las presiones. Pudimos haber anticipado el resul­
tado a partir de la fí!=J. 4; este hecho señala por 
otra parte que el movimiento del agua cambia de 
fase en 1800 con respecto a las' aceleraciones de 
la cortina al sobrepas;:¡r I;:¡ primera frecuencia crí­
tica. 

FIG. 7. Altura del centro de presio11es. Afouimicnto de- Ir,15' 
lación de /n cortinn 
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Flc. 8. Rel.Jción entre el empuje dinámico tot.7l JI el hidros­
tático. l\fovimienlo de tr,JSlilCiólI de 1/1 cortilla . 

En lugar del momento flexionan te 1'\110 'Cn la base. 
en la fig. 7 representamos las altur;:ls de los cen­
tros de presiones No divididas entre la altura del 
agua para L/H = l. Hasta la primera frecuencia 
crítica Si! representan también dichos cocientes pa­
ra LIH ~ 5, CélSO compresible y para L/fl = oo. 

caso incompresible. Estas gráficas permiten obte~ 
ner el momento flexionan te Mo y. como veremos 
posteriormente. también permiten conocer la re­
lación entre la fuerza cortante en la base produci­
da por la traslación y la fuer:a cortante debida a 
rotación. . 

La fig. S muestra los cocientes del empuje diná­
mico tot;:¡l Qu debido a traslncíón de la cortina 
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0.4 

0.2 

0.1 

entre el empuje hidrostático total P para tres va­
lores diferentes de la a..:e1eroción máxima (a. :::: 0.1. 
0.2, 0.5) Y dos valores de la rel<lción longitudinal 
a altura. LIH :::: l. <Xl. Este cociente no excede la 
unidad aun para valores elevados de la aceleración 
máxima (0.2 9). salvo en la vecindad de una de 
las frecuencias críticas. 

ROTACION DE LA CIMENTACION 
y DEFORtvlACION DE LA PRESA 

Para estimar el efecto de cedencia de la cimen­
tación de la cortina se consideró una rotación de 
la misma alrededor de su bose. Ello equivale a 
tomar A O Y A ¡;é O en la e..:. 6 y por tanto en 
la serie de la eco A38.1. lo que además implica rela­
cíones pequeñas de alH. 

En la Hg. 9 se muestra el cociente de la fuer::a 
dinámica total Q~ debida a la rotación entre la 

como 01¡11HZ. En este ca!'iO podemos calculnr l., 
fuerza dinámica total Qp con la expresión II 

Qp _ _ 2 (2!!.O _ M l_) _ Qo ( I I )(;Hz - a/-fl aFJl (iR}. 

para S = A = a. donde M A es el momento maxl­
mo en la base debido a un movimiento de rotoción 
y (; es la amplitud máxima de la elástica par<lbólica. 

La ligo 9 también muestra \'<llores de AQ,./'OQo 
pilra LIH = 1. caso compresible. y p<lril el caso 
incomprt'sible con LIH = oo. 

De esta figura concluimos que. debido a ccden­
cía de la cimentación (a = A). las presioll,cs lo· 
tales causadas por la traslación sc reduccn cn cerca 
de 60 por ciento paC<l O :<; H/T ~ 359.6 m/seg, 
Una defocmación paruhólica de la presa reduce 
estas fuerzas en 80 por ciento dentro del mismo 
intervalo de HIT. 
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FIG. 9. Relación entre: 105 empuje5 dinámicos 

fuerza Qo debida a la traslación. multiplicado por 
el cociente AlA. Estas relaciones son iguales al 
cociente de J-IoIH que se reprcs~nta en la fig. 7. 
Las curvas AQ,JaQo poseen valores finitos para 
valores de HIT correspondientes a frccucnci:ls 
criticas: en combio paro "~llorcs de I1/T próximos 
n 500 m/seg. las ordenndas de In!-> cucva.!' se \'llc!­
ven indctcr.minnaas por tender Q'1 a cero. 

Pam estimnr el efecto de I;;¡ dcfoclnilciólJ de Jil 
preSil. a.!'igll.:lmos a su elástica unn ley pmabólicn, 
Esto equivale a tomar la condición de frontera (6) 

500 600 700 800 900 1000 
t H m

804.1 ( se<; l 
fo f.~lc5 pAra diferentes movimiento!' de In C'orti,UI 

Podemos aplicilr de la siguiente lllillH'rO los re­
sultados obtenidos pilra estimar el efecto que pue· 
den tener la deformación de la cortin:1 y b ceul'n­
ciil de su cimentación en bs rc!'puest¡¡~ a un sismo, 
Con~ídl'rell1os un;) componente ¡¡rmónica dd 1Il0­

\Ímiento del terreno. definida por 1:1 :1lllplitud de 
Je~pJ¡¡::amícnto /\0 y por b frecuencia cir..:ubr w. 
La aceleración m¡tXilll~1 dd terreno. en térmi­
1105 dI" b f!ra"edild. scr;\ a = !.lA~/g. Si el pe­
riodo corrcspondiC'ntc, l' = 2¡./tv. es I1wyur que 
el período fundamental del li4uido almacenado. 
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entre el empuje hidrostático total P para t~es va­
lores diferentes de la aceler~ción máxima (a. = 0.1. 
0.2, 0.5) Y dos valores de la relación longitudinal 
a altura. LIH = 1, ,,;,. Este cociente no excede la 
unidi.ld aun para valores ele\"ados de la acder.:¡ción 

<: 	 máxim.:¡ (0.2 g), salvo en la vecindad de una de 
las f reclIendas críticas. 

ROTACION DE LA CIMENTACION 
y DEFORMACION DE LA PRESA 

Para estimar el efecto de ccdencia de la cimen­
tación de la cortina se consideró una rotación de 
la misma ;:¡Irededor de su base. Ello equivale a 
tomar A = O Y Á ¡é. O en la ee 6 y por tanto en 
la serie de la eco A38.J. lo que ;:¡demás implíca rela­
ciones pequeñas de AIH. 

En la Hg. 9 se muestw el cociente de la fuer:.a 
dinámica total QA debida a la rotación entre la 

como o/J2/Hz. En este C(lSO podemos calcular la 
fuerza dinámica total Qp con la expresióll ll 

( 11 ) 

para 	ó = A = Á.. donde M.:. es el momento máxi­
mo en la base debido a un movimiento de rotación 
y ó es la amplitud máxima de la elástica parabólica. 

La fig. 9 tilmbién muestra valores de AQ,./&Qo 
para L/H = 1. caso compresible. y para el CilSO 
incomprCC'sibJe con L/H = oo. 

De esta figura conc1uitnos que. debido a ceden­
cia de la cimentación (Á = A). las presion,es to­
tales causadas por la traslación se reducen en cerca 
de 60 por ciellto para O ~ HIT ~ 359.6 m/seg. 
Una deformación parabólica de la presa reduc~ 
estas fuerzas en 80 por ciento dentro del mismo 
intervalo de HIT. 

FIG. 9. Relación entre /0$ empujes dinámicos ro 

fuerza Qo debida a la traslación. multiplicado por 
el cociente AlA. Estas relaciones son iguales al 
cociente de HnlH que se representa en la fig. 7. 
Las curVilS AQjAQo poseen valores finitos para 
valores de H /T correspondientes a frecuencias 
críticas: en cambio para valores de H / T próximos 
a 500 lI1/se9. las ordenadas de las curvas se vuel­
ven indeterminadas por tender Qo a cero. 

Para estinwr el efecto de la deformación de la 
presa. asignamos a su elástica una ley pambólica. 
Esto eq uÍ\'alc a tomar la condición de frontera (6) 

t.11es 	 para diferentes movimiento,' de 1.1 cartilla 

Podemos aplicar de la siguiente manera los rc­
sultados obtenidos para estimar el efecto que puc­
den tener la deformación de la cortina y la ceden­
cia de su cimentación en bs respuestas a un sismo. 
Consideremos una componente armónica dd 1110­
\imiento del terreno. definida por la amplitud de 
dc~pb;:amiel1to Ao y por b frecuencia circular (J). 

La aceleración m{¡);im;¡ dd terreno. en térmi­
nos dí" b nravedad. serú a. = (.:lA(\lg. Si el pe­
riodo corresprmdiente. l' 2'1./(';. es mayor que 
el período fundamental del líquido almacenado. 
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T = 11/359.6 (T en segulldos. JI en metros). la os­
cilación dclliquido cstarú en fase con el movimiento 
del terreno. (Pala una cortina de 100 1lI de alto 
esta consideración implica que nos referimos a 
períodos de excitación superiores a 0.278 scg). 

Supongamos que la oscilaCión de la cortina. con 
presa vacía. estuviera también <:n fase con el movi­
miento. Cakubriamos entollces el empuje hidro­
dinámico despred:llldo las Jcfonnaciones de la 
cortina. Sea Qo ese empuje. La combinación dI!! 
cmpu je hidrodinúmko y de las f llcrzas de inercia 
de la cortina dariéln origen a una elástica de la 
misma. la cual aproximaríamos mediante una línea 
reda sumada " una parábola. ambas pasando por 
la bilsc de la cortina. Sean t:. y O bs amplitudes 
correspondientes del desplazamiento de la corona. 
Si estas amplitudes no son despreciables en com­
puración con. Ao. concluiremos que hemos errado 
en exceso del lado conservador al calcular Qo. En 
lugar del empuje calculado tendremos 

donde QA y QI' son los empujes que se obtienen 
de la Hg. 9 entrando con los valores calculados de 
Á y o. Con este nuevo empuje podremos reva­
luar t:. y Oy repetir el cálculo de Q. procediendo 
así por aproximaciones sucesivas hasta logrur un 
grado satisfactorio de convergencia. 

Por ejemplo. si Ao ::::: 1.5 cm y T . 0.5 seg. ten­
dremos w 12.56 rad/seg. (J. 0.16. Digamos 
que este movimiento causa valores de t:. y O co­
rrespondiendo 0.8 y 1.6 cm respectivamente. a 
las fuerzas de inercia que induce en la cortina 
y además 0.4 y 0.8 cm por empuje hidrodinámico. 
Según la fig 9, casi independit'ntemente del valor 
de L/H tendremos 

0 4
QA 0.40 X 0.8 (5 . Qo = 0.32 Qo 

Qa = 0.22 X 1.6 (5 0.8 Qo::::: 0.35 Qo 

de donde, 

Q = (1- 0.32 0.35) Qo ::::: 0.33 Qo 

En una segunda aproximaci9~ entramos en la 
fig. 9 con 

Á = 0.8 + 0.4 X 0.33 ::::: 0.93 cm 

O::::: 1.6 + 0.8 X 0.33 = 1.86 cm 

de donde. en forma análoga. Q ::::: 0,48 Qo. El si ­
guiente ciclo nos da Q := 0,45 Qo. Vemos que para 
este caso, que puede tomarse como representativo. 
las deformaciones de la cortina y de su cimenta­
ción traen consigo una disminución de 55 por 
ciento en el empuje hidrodinámico. 

La flecha total supuesta al nivel de la corona 
con presa vacía iria asociada con un despla:a­

miento del orden de O.S cm al nivel del centro 
de Hra\'ed¡¡u de la cortina. a la cual corresponde­
ria un periodo rund~¡!lIental de aproximnd;l\lIcnte 
27:...¡0~s/á.~1 ::::: 0.'16 sefl. que es ruzonnble p¡¡ra tilla 
pre~n de dimC'llsiolleS moderadas a grandes. Con­
cluimos de nquí que ),1 illfluC'llcia de la::; deforma­
ciones de la cortina y de su cimentación en el 
empuje hidrodinámico son dignos de tom<lrse en 
cuenta en la pr,'teticn. 

Si b respuesta del liquido o de la cortina a presa 
\'neí;:l 52 hallan dcf;:lsad,lS respecto a la pertur­
bación. como sucederá con las componentes del 
movimiento que tengan frecuencins c1evndas debe­
remos introducir los signos <tpropiadm: en las re­
laciones al:teriores. 

EFECTO DEL MOVIl\IIENTO 
DE LA SUPERFICIE LIBRe 

La hipótesis de comportamiento líncal del líquido 
lleva a establecer la ee. 5 como condición de fron­
tera en la superficie libre. La condición que hemos 
empleado en el presente estudio es la que sumi~ 
nistra la ce. 8. la cu;'!l constituye una nproximacióll 
que se ha aplicado ampliamente 2. l.,. 8. 10.11.15 Y 16. 


En el Apéndice 1I se establece que:. tal aproxima­ ;: 


ción es ¿lCeptablc para valores elevados de H /T. 

tanto que resulta innecesario tomar en cuenta el 

oleaje cuando este cociente excede 75 m/seg. Al 

respecto es curioso notar que cuando el mismo 

cociente excede unos 100 m/seg se torna impor~ 

tante reconocer la compresibilidad del agua. 


También con base en los resultados del Apén~ 
dice II podemos acotar el error relativo que intro· 
ducimos al determin.::lf la presión total a partir de 
la eco S en ve:: de acudir a la eco 5. En efecto, ,. 

! 
se demuestra allí que el error no supera 5 por i 
ciento siempre que 

H/T ~ 4.2 ,lH 

donde H está en metros y T en segundos. 
H /1' ~ 2.6 \fT1 la cota superior del error es del 
orden de 20 por ciento. Estas estimaciones del error 

I 

I 
son probabl\!ll1ente bastante conservadoras. 

En la fig. lOse marcan tres zonas. La ::ona A 
corresponde a combinaciones de valores de H )' 

~.---~-------------- ~------------~---, 

H ____. '! __ a ______,,,,) 
1 te", ... .. 

1 , ­
"_O ___ ,. - __ ....r...··· ~ 

::_L_.~~- ~-
I : 

o~~~~~~~--'!~_'~~~.~4~O~\.7~-)->~,~--.~o~--"'o~~.o 

rlc. 10. Cofa inferior de HIT para [D valide;:; de las solu­

ciones obtenid"s suponi('ndo o/('aje mínimo. L/H > 2 


, 
I 
í·(12) •I 
,. 

Para I 

¡ 
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H/T para los que la cota superior dd error que 
introduce el trueque en condiciones de frontera 
excede 20 por ciento: en la B dicha cota se halla 
entre 5 y 20 por ciento. y en la e no llega a 5 
por ciento. 

De la -ee. 12 concluimos que aun para valores 
elevados de la altura de la cortinu. digamos 11 en 
exceso de "100 m, resulta despreciable el error en el 
empuje hidrodinámico total si el cociente H /T 
es mayor que unos 84 m/seg. y de aquí que los 
valores críticos de dicho cociente no se vean afec~ 
tados sensiblemente por la condición de frontera. 
ya que la frecuencia crítica más baja corrc!>ponde 
a 359.6 mjseg. que en mucho sobrepasa el límite 
mencionado de 84 mjseg. 

También demostramos en el Apéndice II que si 
sustituimos la condición de: frontera en el borde 
libre por la condición de Poisson. como se ha hecho 
en diversos traba jos (véanse las refs. 1. 9. 13. 1 (Í 
Y 17) la fórmula que suministra los valores críticos 
del cociente H / T es idéntica a la q u-e resulta de 
suponer presión nula en la superficie libre siempre 
que sustituyamos el valor j.ÁIl = (2n - 1 ) ../2 por 
k". Además, la diferencia entre k" y j.Á" es propor­
cionalmente pequeña. y es mínima para la primera 
frecuencia critica. No obstante. al introducir la 
condición de Poisson en la superficie libre se pre~ 
senta una frecuencia crítica adicionnl. correspon­
diente .a H j To• que obedec>! a la aparición de la 
raíz compleja ka Y refleja la condición de oscila~ 
ciones naturales de la superficie libre del Iíq uido. 

Los resultados experimentales de Hoskins y Ja~ 
cobsen (1934) en tanques rectang uJares no seña~ 
Jan diferencia apreciable con los resultados teóricos 
obtenidos a partir de considerar la condición de 
borde libre fijo expresada por la ee. A2G. Sin 
embargo. en tanques circubres. los experimentos 
de: Jacobscn y Ayre (1957) señalan que sólo es 
apreciable el oleaje cuando el movimiento está en 
fase con la primera condición critica del nivel 
Iíbre. que ocurre para ko = 0.586 7tH / R l. Los mo~ 
dos superiores no se generan en grado apreciable 
debido a que ello requeriría que el movimiento 
estuviern en fase con In frecuenda del modo de 
'lue se: tratara. lo que implica una condición que 
es difícil se presente en un problema físico. El 
valor de fJiH/iJ = aH/Aa. que da la primera re~ 
sonancia del nivel libre. se obtiene de sustituir 
ka = 0.586 7tH j R ef\ la ee. 12 y vale aproxjmada~ 
mente 1.75 = w2H/g = aH/Ao para H/R I. 

Extendiendo los resultados anteriores a tanques 
rectangulares. el primer modo de vibración de la 
superficie del agua se presenta 1 cuando ".li / L: 
ello da lugar a que w2H / g = aHI Ao ;; para 
L/H = 1. 

El significado de bs condiciones anteriores ra~ 
dica en que rige la aplicabilidad de la :::olución 
teórica con borde lihre siemrn:: que a./-l/Ao=w2Hfv 
sea mucho mayor que re. limitándose con dIo el 
valor mínimo de HIT y el de H. ya que para V<llo~ 
res pequeños de ¡-j. el oleaje y. por tZllltO. las pre~ 
siones ejercidas ya no dependen line;:¡lmente de 
Ao. Esta conclusión encuentra verificación expc­

rimental en Jos resultados que obtuvieron Jacobsen 
y Ayre (1951) para tanques circulares.. 

RESONANCIAS 

Los valores de las resonancias debidas a ondas 
de ex pansión (compresión) están dadas por la 
ec. ) 3 (ee. AS6.3) 

~ = 2~-1 \im 2 ;(2n~)2 (tr (13) 

Cuando L/H = OQ la fórmula de frecuencias 
criticas que resulta a partir <.le la solución corn~ 
plcta duda por Kotsubo l1959) es 

H 
1~ = (2n ( 1"1 ) 

Ello señala que las resonancias intermedias que se 
presentan entre H/T = af4 y H/T = 3a/4 en la 
primera fórmula (ec. 13) se deben a que la pare<.l 
opuesta a la cortina refleja las ond;:¡s de expansión. 
El fenómeno se exagera en los -estudios analíticos 
por no tomarse en cuenta en ellos la deformación 
de la cortina. el amortiguamiento interno. ni otras 
formas de disipación de: energía. 

Cuando, como en el presente estudio, despre­
ciamos el oleaje superficial. debemos imponer un 1'· 

límite inferior pnra su aplicabilidad. exigiendo que 
el valor de w2H /g sea elevado. 

En resumen. la solución que hemos obtenido 
sólo será aplicable si tanto la nmplitud A como 
la altura de la presa. H, son tales que la cantidad 
a.H/ Ao resulte muy superior a 7t. De lo contrario 
habrá efectos apreciables debidos a excitación del 
oleaje. 

A~IPLlTUD DEL OLEAJE 

Se dispone de estudios nnalíticos 20 y expcril11en~ 
ta les 11 de OlilS de grn\'edild en recipientes rectan~ 
guIares en función de la relación AlH siendo A la 
longitud de In ola. El objeto de tilles estudios ha 
sido determinar la amplitud máxima de las olas 
cuando el tanque se excita 11 la frecucncin notural 
de oscilación de b superficie libre según las ecua­
ciones lineales del movimiento. Se ha encontrado:!O 
para los modos naturales que si la rcbción A/JI 
es mayor que 1/0.17 > 5.89 la nmplítud de osci­
lariñn se mantiene finita pura toda frecuencia 
excitatri::: constnnte: sólo puede hacérsclc crecer 
indefinidamente si ilumcntnmos In frecllencin ex­
cita tri::: monotónica mente en función del tiempo. 
Para )./IJ < 5.89 la <lmplHud del oleaje sólo crece 
indcfinid<llllente si hacemos que la frecuencia del 
movimiento decrezca en función del tiempo. Cuan~ 
do )./ll = 5.89 la amplitud ,1l1l11Cnta indefinida­
mente ante un movimiento de frecucncin const::mte. 
Experirllent;¡lmcnte 21 la relación critica sC' encon­
tró )JH = 1/0.1'1 = 7.15. 

Concluilllos de: los re:sultmlos que ¡lIlteceden que 
cuando se trala de un movimiento cstacionnrio de 
la base 110 se produce. e11 nener;:¡l. olc;:¡je de Urilll 

.lInplitu<.l sah'o que las dimcllsiollCS del tanque: se 
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hallen pro:\: l/nas a las que correspollc.kn a un co­ que 2.1 scg podr~ cnlcularse despreciando el 
ciente ).Ill :; 5,89. efecto de la oscibción superficial sin por ello 

La conclusión no es directamente aplicable él introducir erron::> mayores que 5 por ciento: 1 

sismos. ya que la naturaleza c.lótica de estos mo­ y sólo habrá posibilidad de resonancia con In :1 

vimientos da OriHl~!1 a tl'l~nes de ondas de frecucll­ oscilación supcrficinl para períodos de exci­
cias crccientes y de frecuencias decrecientes. Tal tación mayores que 10 seg. 
fenómeno es posible cause a su vez olas que pue­ -1. Para movimientos estacionarios sólo pueden 
den iJknllZnr 4111lplítucles sumalllente elevadas. presentnrs~ olas de grLlll amplitud cU;.\lldo la 

Aún de mayor trascendencia a este respecto rel4'lción de longitud de ola ), a altura del agua 
suelen ser las olas que se forman por desli;:amien­ en reposo H se halla en la vecindad de 6 a 7. 
tos de gr¡:lIldes m.lsas de suelo en las laderas que La conclusión no se aplica a perturbaciones 
bordean al vaso de almacenamiento, aunque dichas de frecuencia vari4'lble. como los sismos. ni al 
fallas tomen lugar a distancias apreciables de In oleaje que pueden originar los deslizamientos ,, , ' 

cortina. de gralldes volúmenes de las laderas. Esta 
Estas considefncioncs son de fundamental im­ cuestión amerita estudiarse ampliamente para 

portancia para la elección del borde libre de la establecer criterios de diseño del borde libre 
cortina y ameritan estudios más extensos que de las cortinas. r:aquellos de que' actualmente se dispone. S. Tr4'ltándose de cortinas de dimensiones mo­


deradas o gr4'lndes. las presiones dinámicas 

FORMA DE LA PRESA totales se reducen notablemente por los efec­


tos de rotación de la cimentación y deforma­

El problema de presas en arco ha sido amplia­ ción de la presa.

nente estudiado por Kotsubo (1961) para el caso 6. En el problema estacionario sólo se illcanzan 
le movimiento estacionario. Sin embargo, las so­ presiones dinúmic4'ls .:litas cerca de las fre­
uciones q lIe presenta, para calcular la presión cuencias críticas. A este respecto notamos 
Hnámica requieren una gran labor numérica. En que se necesita un tiempo considerable para
:\ Apéndice Ir presentamos una solución alterna­ establecer el movimiento permanente. Este re­
iva del mismo problema. Para ambas soluciones quisito es más estricto para modos superiores 
e necesita el uso de una computadora electrónica al fundamental cuando los periodos naturales 
le gran cap,lCidad para llegar a resultados numé­ se hallan muy próximos entre si. pues en este 
kos. La solución para movimientos transitorios caso la frecuencia de excitación debe coincidir 
esulta casi intratablé aun con el auxilio de dicho muy precisamente con la frecuencia natural 
quipo electrónico. de la presión dinámica para que se presente 

una gran amplificación dinámica. Estas con­
:ONCLUSIONES diciones se han obsen'ado experimentalmen­

te 3.1. De aquí concluimos que en el caso de
1. Tratándose de un movimiento de excitación un mO\'Ímiento errfltico tal COIllO un sismo !lO

armónico es admisible suponer el 3í1ua incom­ habrá suficiente tiempo para producir reso­
presible sólo p"ra valores de HIT menores nancia, salvo que la cortina esté cimentada 
que unos 100 m/seg. El error relativo es má­ sobre suelo muy blando y en condiciones tales
ximo para períodos de excitación iguales a que puedan esperarse periodos predominantes.
cualquiera de las frecuencias críticas de la como en el caso de sismos de gran magnitud
presión hidrodinámica (fíg. 2). y epifoco lejano.

2. El efecto de la longitud del vaso no es im­ 7. La presión hidrodinámica es una fracción de 
portante para periodos de excitación superio­ la hidrostática aun para "aJores relativamente 
res al primer período crítico (HIT = 359.6 grandes de la aceleración máxima de exciw­
m/seg). Para periodos menores, la longitud ción (0.2 g) excepto en la vecindad de las
juega un papel importante en movimientos frecuencias críticas.
armónicos estacionarios (figs. 3 - 5). Los dia­ 8. El estudio anterior. aun cuando limitado. per­
gramas de presiones también se ven radical­ mite concluir que 14'1 presión hidrodinámica 
mente afectados por la longitud en este caso. no es la consideración más importante p4'lra el
Los efectos dd movimiento superficial no son diseño de presas de gravedad sujetas a movi­
significati\·os cllando el cociente HIT excede mientos sísmicos moderados y erráticos. De­
84 m/seg. El error máximo en el empuje bemos además tener en cuenta. como se des­
hidrodinámico total por este concepto es me- prende de las figuras presentadas, que la 

nor que 5 por ciento si H /T > 4.2 YH (H en fuerza de inercia de la cortina y la presión 

metros: T en segundos). Dicho movimiento hidrodinámica pueden estar en fase o fuera 

superficial no a recta los valores criticas de la de ella. Los casos que ofrecen peligro en léI 

posibilidad de resonancia con la oscilación práctica corresponden a condiciones en que

de la superficie libre para valores muy peque- puedan presentarse ondas sísmicas pl:riódicas 

ños del cociente HIT (l-JIT < 2.6 ..[Hf: Por próximas a las de resonancia. 

ejemplo, tratándose de una cortina de 100 m 9. Para el análisis de presas de arco se sugiere 

de alto. el empuje hidrodinámico que pro­ utilizar los resultados obtenidos analítica 

venga de ondas sísmicas con periodos menores y experimenlalmente por Kotsubo (1961) 
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quien establece que la prestan max¡ma en la 
c]¡:lVe de un cilindro circular es menor que 
la presión correspondiente para el caso bidi­
mensional. aumentando hacia los apoyos. En 
el Apéndice II se presenta una solución alter­
nativa a la de Kotsubo (1961) para el caso 
armónico estacionario en presas cilíndricas 
circulares con laderas radiales y longitud fí­
nita del vaso. Tanto ésta como la solución 
de Kotsubo son muy laboriosas requiriéndose 
una computadora electrónica grande para su 
valuación, 

10. 	 Se justifica ampliar el trabajo presente me­
diante un estudio de los siguientes conceptos. 

iI} Presión hidrodinámica máxima qUI! obra 
durante movimientos transitorios contra 
cortinas cuyo paramento ag uas arriba 
es un plano inclinado con vaso finito, su­
poniendo el líquido compresible y em­
pleando una aproximación lineal a las 
condiciones de frontera en la superficie 
libre. Se dispone ya de un programa que 
permite construir movimientos estocásticos 
ficticios, en computadora electrónica, se­
mejantes a los temblores intensos de la 
realidad, El programa habrá de ampliarse 
para construir movimientos de muy diver­
sas características. 

Con el fin de disminuir el número de 
casos que deban considerarse podrá ha­
cerse uso del indicio disponible en el sen­
tido de que la distribución de presiones 
puede aproximarse como si fuera indepen­
diente de la inclinación dd paramento 
mojado y tomarse como variable única­
mente el empuje dinámico total o el mo­
mento de volteo en la base. Además es 
posible que no se incurra en errores gra­
ves suponiendo que los efectos de la in­
clinación de este paramento y del tamaño 
del vaso son multiplicativos e indepen­
dientes entre si. 

b) 	Efectos de la deformación de la cortina 
y de su cimentación, combinados con los 
efectos de las variables mencionadas, tam­
bién en estado transitorio, 

e) 	 Distribución de presiones hidrodinámicas 
para los casos que anteceden tomando en 
cuenta una teoría hidrodinámica no lineal 
que incluyan correctamente el efecto del 
oleaje posiblemente dcsprc:cíi\l1do la com­
presibilidad del liquido altilacenado. 

d) 	 Presiones hidrodinámicas en estado esta­
cionario, par<! lI1ovúnicntos en direcciones 
cualesquiera, contra cortinas cilíndricas 
verticales despreciando la compresibilidad 
del líquido y Jineali:ando la condición de 
frontera en la superficie libre. Los resul­
tados de esta fase del estudio deberán 
eombinnrse con los de las tres anteriores 
para 10g rar una cstima,ión satisfactoria 
aplicable a condiciones realistas de presas 
en arco, 

RECONOCI.l\HENTO 

El presente trah.:1jo fue encomendado .:11 Insti ­
tuto de Ingeniería por la Comisión Federal de 
Elc:ctricidnd. la eti') l cubrió );:¡ mayor parte de la 
invcstigi.1ción. El profesor S. Kotsubo, proporcionó 
gentilmente a los autores copias de las rcEs. 15 
)' 17 y comentó las condiciones de frontera A42, 

REFERENCIAS 

J. 	 Lamh. B., './1 ydrnd!ltl:mlics", Dowr PllhlicJlions LId. 
IKc,," York. 1945). 1;: 

2. 	 \Vcskrg,mrd. H. M.., ··Wall'r prc:.,\lfl" on d.uus duríng 
e.>Tlhqu:.kl's··, Trans. American S,>c. Cit'. Enyes.• 98 ,..'.' 
( 1933 J • .¡ 18--133. .' , 

3. 	 Hoskins. L. M. and ]acobsl'n. L. S., ··\Vatcr pt<,"ssurl' 

in a Iilnk (:l\!scd by " "illllll,'I...d carthquakc", B,,/I. 

Seismo SOl'. Am.:r. 21. 1 (1931), 1-32. 


~. 	 Hínds. J.. Crcagcr. \V. P., and Justin, J. D., "EII¡jilleer­
illy lor Dilms". Vol. JI John \Vílcy und Sons (New ,1 

York. 19~5). 2i9-2S6. 
5. 	 Jacobsen, L. S .. "lmpulsive hydrodynamics of a fluid 


insidc a cylindric¡¡1 tank and of ;¡ fluid surroundiog a 

cylíndrical pier··, Bull. Seismo Soco Amer. 39, 2, (1949). 

1&9·204. 


6. 	 \VcTnn. P. W, and Sllndquist. K. J.. '·011 hydrody­

n:1míc earthquakc dfc(ts··, Trans. Amer. Gcophys. 

lInioll, 30. 5, (1949), 636·657. 


7. 	 )acohscll, L. S. :1nd Ayre. R. S., ··HydrodYllamic ex­

pl'rimcnts with rigid cylindríc;¡1 1,lOks sllvjectcd lO 

transicnt mOlions", Bul/. Seismo Soco Amer., 1/. i, 

(1951),313-316. 

b. 	 Cho\\', V. T .. "Hydrodyn¡¡mic prcssurc due to horIzontal 

earthquakc shock computed by ~Ilrves'·, Civ;1 Efli/incer. 

inl/. 21. 9 (sep. 1951):.532-,33. 


9. 	 Gr:th:tm, E. \V. ..,. RúUri(j\lc::. A. M., ·"Tbe charactcr· 

iSllcs of {ucl motíon which aH!'e! airpl;lll!' dynamícs··, 

lour. Applicd Mech,111ic$, }O. 3 (1952),381-388. 


10. 	 Z'lOgar. C. N. ami Hndelí. R. J., ··Elcclric nrnlo\! 

indicnli'S eHect of hori:onlal carlhqu"ke shock on uaflls· , 

Ovíl EnpíIlccrillg, 22•.) (abr. 1952). 278-279. 


11. 	 Z,lOgar. C. N .. ··H ydrodYllamic prcssufI.'S 00 darns due 

10 hori::oolaI earthqllakcs··, Proc, Soco Expel'. Stress 

An.l!ysís. JO. "2 ()953), 93-\02. 


12, 	 Housoer. G. \V.. ··Oyn¡¡l11ic prcssurcs on accelcrated 

!luid containcrs··, Bu1/, Seismo Soc, 01 Amer.. 47, 1. 

(1957), 15-35. 


I~. 	 Ambril~eY5, N. N .• '·S¡'¡smic hydrodyn;¡¡nics ¡Ifld wave 

\1(.'ncralion in Tl'scrvoirs··, Proc. Assoc. llltcrnnf. des 

Rcc!r(.'rclrcs H ydr¡wliqm:s. Lisóoa. 7 (l957), 019-1
< 

-	 019·9 
H. 	 Nilpedvaricl=c. Sh. G., '·Sci!:Jf10S10ikost GidrOl<,xnichcskix 


SooTtllknii·', Cosstroíisdaf (~loscú, 1959).

1,. 	 Ko!subo, S., ··Drnilmíc water prcósurc 01\ darn dnc to 


irrt7gul¡¡r carlhquakes··. Mcmoirs o/ tire F¡rculty of ElIg· 

in"<'ring. Kyus/lII Un;!'., 18, 4 (1959), 119-129. 


16. 	 F.:rr:1 fl(.!on , j., ..Actiolls hydrod}"u;rmiqurs des ~éiSlll':s 

sur les o\Jvrages d(' re!en",··. Le GélliC' Civil. (1 m¡¡r. 

1960), 107-109. 


17. 	 Kotsubo. S., "Extt'rnal forees en ilreh J¡¡ms duríng 

eanhquakrs··, "1cnwirs <>¡ t/¡e Pilelll!r; 01 1:If.lliru:ering, 

K'JIIslrlI l/niv., 20 . .¡ (1%1). 327·366. 


18, 	 Chcn·Ch;hco·-Chcn. ··1'hc ('!fect DI dvn;1I1lic fluid pres­

sure on a u¡¡m duríllg (';lrlhqu"k('s·', ¡'lffe. Al'pl. IIt,rtlr. 

.1Ild Meclr. (P.M.M.), 25. 1 (1961 l. 211-219. 


19. 	 Chcu·Ch:hcn··Ch(,ll. ·'On ¡he bydrl,dyn,lIllÍt: pl~-'surc 

on a d;\lll C;Juscd by its ¡¡rcriadie or ilhpulsiv,- vihr;llions 

and \"('flíea) \"ibr;¡tíons of the p;lrth ~t1rf;¡(C .• , l ..ur. A,'pl. 

;\{:II". ilnd lIIedr, (P.M.M.), 25, .¡ (1%1), 1060-1076. 


20. 	 T;ldlb:lkh~h. 1. "nd Kelll'r, 1. B., ··SI;1I1<lin\1 surfac!! 

"';\\"cs of finit.· amplitud.:··, lour. F/¡ríd Medl .• S. 3 

Cl96O). -H:?-151. 


21. 	 Fuh:. D.. ··An ex p('rillH'l1tal 11011' 011 finitc-nmplitllde 
st;rnding grnvity waves··. lour. Flllid lIt"ch.. 11, 2 

119(2). 193-212. 


22. 	 I'lor(,5 Victoria A.... Prcsion 11ldrodl1l;1mic.. en presas y 

t;mt¡u.:s··, t.:,i, d,' ingeniero {Í\ ,1. l/n;". ,Vac. Aut. de 

I\1b'. (1963). 

BOLETI!\' SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIDUA SlS.\llCA46 



APENDICE 1 


NOTACION 	 Q. Q = empuje tOI<'\ al tOlllilf (Q) ° no 
(Q) eloleaj<.>

A = amplitud de traslación del movi­ Qu. Q.:.. Q" = empuje hidrodinámi<.:o total pormiento de la cortina 
traslación. 	 rotación de la base \'Ao = amplitud del movimiento del suelo 
deformación paraoólic<t de la co~­A" coeficiente de Fouricr en el des­ tina respectivamentearrollo en serie de 1'-1 solución Q. = combinacioncs lineales de fundo-A n",. B,.,,,, = 	coeficientes de FOlltier 

1_ Ile!> de ikssel en la solución en 
a = VE-;'Y/lo velocidad del sonido en pres.1S de arco 

el agua i¡. q = empuje lotal aJimcnsional Q/loa/J
d" = coeficiente de Fouricr en la solu­ al tomar o no el oleaje

ción a presas de arco q., = fUlH:ión de r. Oen el probkma tri·
E" = módulo volumétrico de elasticidad dimensional 
CQ = error 	relativo proveniente de d.:s­ R = radio 	de un tanque circular 

, preciar la compresibilidad del agua R,... = ver 	Qi~"f,,{x/L) :::: 	 función dependiente de ;t' { = coordenada radial en el problema
9 = aceleración de la gravedad tridimensionalg = fuerza 	externa por unid;¡d de masa 

{o = radio del pmamento mojado ver­
aplicada a una partícula del fluido tical de b cortina de arco

H = altura 	del nivel libre del agua en s = orden del térnlino de las series pa­
reposo ra el cual 	 se obtiene b.l conver­Ho :::: altura del centro de presiones gencia

h = altura 	de la superficie del agua en S" = conjunto de funciones (r. O) de b 
movimiento 	sobre el nivel de re­ solución en 	presas de arco 
poso T = período del movimiento perturba­

,'2=_1 dor

1 () = funciones Bessel que satisfacen ee. t = tiempo
J..,. A49 U. V = velocidades de ulla partícula a lo

imn = orden de las funciones de Bessel. largo de los ejes x. !I 
obtenidas medinnte ce. A49 u. l' = desplazéllllielltos de una particuJ;:¡

ko = parte real de la raíz imaginaría de del fluido a lo largo de los ejes x. y 
la cc. A54.1 o raíz real de A54.2 U = vcctor nlocidad de ulla partic~la

k" :::: raíces 	rea les de la ecuación trans­ del fluido
cendente A54.1 . Ug = v¡;¡Jor 	del \'cctor cuando E = OL :...- longitud del vaso en el caso bidi­

x. y = cjele> 	 coordenados cartesianos orto­mensional y distancia al origen de gonales en 	el problema bidimen­
la pared opuesta él la cortina en el sional (lig. 	1)
caso tridimensional z = eje vertical en el sistema cilíndrico 

1m " = m1í./9" a = v/A~/9 = maxima fracción de laMo. Mil.' M p momento flexionan te en la base de aceleración de la gravedad que
la cortina. dehido a su movimiento experimenta la base de la cortina 
de traslación. a rotación de la base 
y a deformación parabólica respec­ kfj senh ka 
tivamente ~ = leo + scñh 'k~-oc....:o:-.s"""'h-,k:-·o 

nI = O. 1.2.... 
N",=m1í. k" sen k" 

n = 1. 2.3.... a." = k" + sen k" cos kn 

no = es el mínimo valor de n que hace f3 = wH/a
!J." > (l ó k" > fj

P = empuje hidrostático total 10 :::: peso volumétrico del agua 
p = presión hidrodinámica en el punto 

(x. y) ó (r. O. =) en el instante t 	 ro Vk 2 1l2' k ('l ?II""1"= R 	 .. - ... 51 .. > jJ 

po. P/;., pp = 	presión hidrodinámica en la base, 

debida a traslación. rotación de la 
 ro , m k 1 . (.l k 
base y deformación parabóiica de 1" = }] \ l-' - " SI)J > n' 

la cortina respectivamente 
Pd :::: presión atmosf~rica Á. = amplitud del desplazamiento de la 
PI! = presión hidrostática corona de una cortina debido a ro­
Q = empuje hidrodinámico total tación de la misma 
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a2 ¡P uiciones ue fronter.:l eX<lctas que gouiernan el 
UX1 + i:fy-i . laplaciano mO\'imicnto de los fluidos l.:ompresibJes no viscosos. 

.ío= 	máxima deformación parabólica de Ecuaciones fundamentalcs. Considcr.:1ndo el vec­ ! 
Ila cortina tor velocidad n de uno partícula del fluiJo y {j la :1, 

E = parámetro variable usado en el fuerza externa por unidad de milS<I. la segun¡:la ley 
método de las perturbaciones de Newtoll da lug.:lr a que la ecuación dinámica ! 

EtI = k,,-¡J.n del movimiento tome la forma .,I 
a coordenada angular en un sistema 

cilíndrico aIT U ,­+ ( . grad) ti ----
l 

gradp + 9 
_ 

(Al) 1ea = 	ángulo máximo de: la cortina con p 

respecto a su eje de simetría 


donde p es la densidad del fluido (masa por uni­
L dad de volumen). p la presión esférica en la par­

KO=R tícula y t el tiempo. 
Podemos expresar la condición de conservación 

de la masa mediante la ecuación de continuidad.K" =~ v'f32-k...'! si ~ > k" 
op _. 	 ­

-a"(- + U· gradp + pdivU == O (A2)
2K" ::::: §1 ykn - 1'2 si k" > ~ 

Supondremos que es line.:ll la relnción entre elA ::::: 	 longitud de la ola en la superficie 
cambio fracciollal de volumen y el de In presión,libre 
es decir. t , 	 L dp p ¡" 

An = vW - ¡J."i si P> ¡J... 	 dp =-E; (A3) 

) _ L ,/ 2 pi 	 donde E,. es una constante llamada módulo volu­
'ti -	 }7 v lJ.n - si ¡J.n > ~ métrico de r:lasticidad. que en el caso del agua 

en condiciones ordinarías vale 2.1092006 X lOs 
A~, = y ¡J.,,2 - f32 ton/ro2

, 

Condiciones de frontera exactas. Por simplici­¡J." (2n - 1) 7t/2 
dad consideraremos el caso bidimensional. ya quep = densidad del fluido 
para 	el tridimensional el razonamiento es análogo.Po = densidad del fluido supuesta cons­
Además supondremos II = O. De esta 	manera de­tante 
duciremos la <lprox imaCÍón a las ecu:1ciones }'cr :::::: función potencial de presiones 
condiciones en la frollteril. si In cortina se ajusta 
a un estado de desplazamientos senoidal con el 

"ti'" -~- ~¡J.,/ - tiempo.(Nm!f:r 
Llamemos [l. V lils componentes de la velocidad 

'" :::::: 	 función potencial de velocidades de una partícula a lo I<lrgo de los ejes x. y (fi€l. 1).
del problema hidrodinámico Especifiquemos que las velocidades 110rlll¡¡!cs al 

CUI.02 == funciones tales que 0 = 01 + 02 plano x. y. son nulas. con Jo que hemos definido 
lA,) = frecuencia angular del movimiento el caso bidimensional. En lils frontems se deben 

armónico perturbador cumplir las condiciones 

V(x.o.t) = O p(xJl + h.t) 	 p. (A4 ) 
SIMBOLOS 

ll(O.~/.t) = A(oJ coswt U(L.y.t) = O (AS) 
_ aproximadamente igual a ul'. _ _ asintótica mente igual a 	 p{x.y,O) '1 .. (.t.I/.O) - O ( A6)

(lf . 

donde Aw es la velocidad máxima de traslación 
en la base de la cortina. fJ y L la altura y longitud 
de la masa de a:ltla en reposo. p" y PI, la presión 

APENDIC~ II 	 atmosféricil y la hidrosti'ltiGI rcspecti\',lI11entc y Iz 
la altura de la ola del liquido en movimiento. con 
respecto al nivel de reposo.

Objeto, En este apéndice deduciremos las ecua­
ciones de movimiento y I<!.s ecuaciones de frontera Deducción ele 1,1S ilproximaciones. Procedemos 
usadas y obtendremos la solución de las mismas. ahora a line<lli::ar es!ns ecu¡)ciolles. Emplearemos 

Deduciremos las ecuaciones de movimiento y d método de 1;ls pertmb;¡ciones. 
las ecuaciolles';de frontera. que hemos empleado. L. ide:1 fundament¡ll de este Illt:todo consiste en 
como una aproxim:1ción a las ecuaciones de movi­ consider¡u una falllilia de problcm;ls depelldien­
miento. las eCltaciones de continuidad y las COI1- tes de un parámetro E y Sil solución ti (x.y.t.E). 
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!! ..o' 

,r 

p(x.y,t,E). p(x,y.t.E) tal que la solución para E == O 
es conocida (sea ésta Uo.PJ¡.po) y el problema co­
rrespondiente n (:::: 1 es el problcma dado. Si 
aproximnmos el incremento por mcdio de In dife­
rencial tendremos 

U:::: Do + 7.1':[1 = Ph + p';p == pu + p' (A7) 

donde 

Uf = (~ª) p' _ (.aE..) p' _ (_é)p_) (AS)
dE <,o' -- dE, "o ' - aE, . o 

Obsérvese que pnm que In aproximación (A7) 
sea razonable. basta COIl que las derivadas de las 
variables dinámicas con respecto a E sean conti ­
nuas y suficientemente pequdías. 

Procediendo de esta manera a partir de las 
ecuaciones de movimiento y de las condiciones 
de frontera exactas, obtenemos para a'. p' y p'. 
ecuaciones diferenciales y condiciones en la fron­
tera lineales. En particular. la familia de problemas 
que consideramos está descrito por las mismas 
ces. Al-6. excepto que deberemos reemplazar la 
ee. A5 por 

U(o.y.t.E) = 	(Av) cos (,)t (A9) 

Encontramos ahora. de las ecs. A9 y Al. con E = O 

Uo :::: O. grad p" = Poi! (AtO) 

Debido a la baja compresibilidad del agua en 
condiciones ordinarias. tomaremos en esta etap" 
del desarrollo la densidad Po del agua en equilibrio 
como constante. aunque esto no es estrictamente 
cierto. 

Derivamos ahora la ce. A 1 con respecto él E Y 
calculamos para ( = O tomando en cuenta la ee. 
A3. obteniendo 

aa' d ( '/ ) 1 d'1)t = - gra P Po = -p;gra P (AIl) 

y haciendo las mismas operaciones con la ecua­
ción de la continuidad (A2) se obtiene 

op'-al + Po 

pero según la ce. A3. 

' -_
P 

por lo que 

d' U' O
IV = 

po ,-[1E,. 

_1._ op' + div U' = 
Ev at 

Las ecs. A 11 Y A 12 implican '. 

a2 ' 
\J2p'_~~ = 

Ev at 

O 

O 

( A12) 

(AI3) 

Aquí \72 es el laplaciano (. ~~, + j~)ux' al!" 

Condiciones de frontera ,lproxim:!d;:¡s. Derive­ : ¡ 
mos ahora 1;15 condiciones en Ii) frontera (ce. A4). ·:1la segunda de 	1¡ls ecuaciones. AS y J¡¡ ce. A9 con :1respecto a ( y h,lgamos E :::: O. Encontr<lfemOS 	 :¡ 

V' (x.O.l) :::: O; 

p'(x.H.t} + .élal?!~- (x.H.t)/¡' = O 
Y 

U' (O.y.t) = Aw cos tuf 

U'(L.y.t) = O 

donde 

Ii.., 
l!" 
,1,

A( 14) 

(A 15) 

,(AI6) 

" 

:,
,,' 

En vista de la ce. Al 0, la segunda de las ces. ~; "­
A 14 se transforma en r 

',. 
p'(x.H.t) -- Pog/¡'{x.t} = O (Al? ) 

donde 9 es la aceleración de la gravedad. 

Además en la superIície del agua se cumple que 

V = ~ + U j!!'­at ux 
Derivando esta ecuación con respecto a E y ha­
ciendo ( = O obtenemos V' = ah'lat que nos per­
mite escribir. en vista de la ce. A 17 

0J;' (xH.t) -	 PDgV'(x.H.t) O 
y por lo mismo. 

a2p' 	 av'-a¡: (x.l/./) - Pog at = o (AI8) 

Definiendo la función potencial de presiones cr por 

!í :::: p' . (A19) 

y recordando que Po es constante. la ee. Al! se 
convierte en 

aU' 
po - (Jf- = - grad r1 (A20) 

La eco A 13 se 	convierte en 

\72cr--T.!-~ = O (A21)
E,.g éJt 

Por otro lado. 	definiendo la función potencial de 
velocidades 0 	 tal que 

U' :::: - grad '" 

en la ee. AIl resulta 

ao 	 p'
-grad- =-grad-­at po 

tendremos para ello 

00 (Jo• 

P 
I 

= p~ -al 	 ó r1 = Po Ti 

(AI9)' 

(A20) , 
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La cc. A12 

donde se ha 
volumétrico del fluido. y las condiciones de fron­
tera correspondientes a (A21)' son 

alb .-áy (x.O.t) O. 

¿P0 00
'áfi (x.H.t) + 9 ay (x,H,t) = o (A22) 

()0 
(O.y.t) = Aúl cos wt (A23) 

00 (Ly,t) = o (A21) 

Finalmente de la eco A6 se deduce que 

a0
0(X.y,0) = O. Tt (x,y,O) = O ( A25) 

Varios autores 2. J, S. 6. S. 11. 12, 15)' 16 han sustituido 
la segunda de las ecs. A22 por 

0(x,ll,t) o ( A26) 

que empleamos en la solución para simplificar el 
problema. El error que se comete por este concepto 
es pequeño si A también lo es, como establecere­
mos más adelante. 

Podemos repetir el desarrollo anterior para cual­
quier configuración que adopte la cortina defor­
mada. siempre que el ángulo máximo de inclinación 
permita considerar despreciable V tan e con res­
pecto a U, donde e es el ángulo que forma la 
normal con respecto al eje horizontal. de esta 
manera estableceremos la solución para un esta­
do de desplazamiento de la cortina definido por 
(A t::..yjH) sen wt. 

Solucióll. Para estas condiciones en la frontera, 
la solución se puede obtener descomponiendo el 
potencial 0 en una parte estacionaria o periódica 
01 y otra transitoria 02' Es decir. 

(A27) 

donde 

( A28) 

(A29.1) 

(x) (L-x)t" -¡~- = cosh AH -Y-- ; 

se convierte en 

92 Yo a1 
0 _ O (A21 )'0- E,.g y-

sustituido po = Yo/g; Yo es el peso 

(A29.2) 

_ (2 _ 1 )..?:. (l _ wH _ 2r. H 
p.,,- n 2'IJ- a - a (A29.3) 

n = 1,2.3.... 
a "eloc. dd sonido en el agua = \(¡3. • .gjYl' 
T período del mO\'jmiento 

E,. = módulo de cbsticid;:¡d volumétrico 
A., = coeficientes de Fourier en el desarrollo 

I 
I 
¡ 
l· 

t 
j. 

¡ 

I 

(A - t::.. 'j~) = 

~ (a!" (~~)) )'= L A" --...-.- cos 1,1" H 
'1.1 vX ,.,0 

por tanto 

(-)"(A-a) -~ 
2L ___-::--__~_(J." donde 

1.1.A" sen Al! 

(A30.1 ) 

(A30.2) 

Podemos establecer direct;:¡mente la solución que 
antecede aplicando 1."1 método de separación de 
"i1riables en la cc, A21 '. a In primera de las ees. 
A22 y a las A23, A21 y A26. Aquí también 
puede sustituirse (A t::..yjH) por cualquier 
elástica de 1<1 cortín<1, en cuyo caso sólo se modi­
fiC~1Il ]05 coeficientes Al/' 

L, p;:¡rte transitoria debe salisfélcer. ;:¡demás de 
la ce. A21. la condición 

dO' 
a,-,:- (x.O,t) 

!I 
(~¡( x.l-1.t) o (A31) 

donde se ha sustituido la cqui\'<llencia 

ao­át (x.H.t) = r¿¡!(x.H.t) = O 

y O! debe cumplir 1.:'\$ relaciones 

af" d02 (L-a,~- (O,y.t) .y,t ) = O (A32) 

"" L / \"fv"I'(X)-cos l,l" -¡'I'y , (A33)-¡­
n= 1 .# 

U{" )-ar-- (.,:,y,O = O (A31) 

Podemos obtener o! lll!.'di;lI1tc el inétodo de se­
paración de \'i1ri¡lhks. proponiendo como [unción 
del liempo (OS 'T,,,,,ÚJt. RC~tllta entonces 

O] = ~;: wA"I3"", cos N", (_L,.,,-::) X 
Uf (l.~ t l~ 

·os,' !I cos {tX 1.: • '" -¡ ( 't",.. o,) (A35) 

donde 

( A36) 
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y bs constantes n,,,,, están determinados por la I{X COS 
,
l." 

(L
--[

x) cos ¡.l~ -j(_.condición 

(AJ7.1) (-·)"(A· - L:.). 
A 

--- fn (~ ) =,~pml/ cos N", ( ~C~) . r .---------- _..11
,,__ X 

ti no A~lt").,, senh A"valen 

2)." ()",.I , L -- I{ }- (N 2 __ ) Z) -- sen "-n X cosh)'" ( --'l-x) 
COS Il,,' /-{ (A38.! ) 

\ 
'" 

111 ...." 

B"m (A37.2) ," 
{ -- 1 si N"," = ).'/ que constituye la solución p"ca el estado estacio­


nario. 

Para la parte transitoria sustituyamos las ces.
donde 

A3?.l. 2 en la (A35) )' tomemos en cuenta la 
(A30.2). Oblendremos 

" 

o: = 2wL} X ;. 

Dc esta manera obtenemos 

yo a0 p--­- 9 at 
y dado 1]. = ¡¡;2AO/9 resulta 

X cos N n. ( !:::...1. ..::.) eos 11., -J~' cos -;""Nf 
P Yo a0 (A3?3)I].!-J = Au(¡/ -aT De aquí resulta. tomando 

Sustituyendo las ecs. A29 y A30 en la A28 ha­ ) 2_ ( L )2 (/)! 1)." - H ;) -- ¡l"llamos 

( , .tl 
",,-1 (-)"(A-A)--' 

01 = (- 2wL) cos wt - r 11.. - X 
.,=1 sent 

(L-x) _ y
X COS )"" -L- COS 1-1" -Jj + 

(-)"(A - A) -~ + r 1-111 z¡
"="0 ----:',-----:h-'=-------l:::::.- X X (OS p.•, H sen -;","wt (A38.2)

1-1,."-" sen "-" 

La solución completa nos queda en la forma 

(L-x) y 1 PI(A37."!) P P2 (A38.3)X cosh An -L- cos p./I Irf aH = ,ilT + arr 
Podemos obtener la solución que corresponde 

a la condición L/H = 00 directamente de la ecodonde no ~ 1 es el mínimo valor del entero n que 
A37.4 para el caso estacionario:hace Iln > (l. Si no = 1 la primera serie desaparece. 


Ahora bien, dado que el movimiento excitador 

1'1 ( )tiene un desplazamiento Aa sen wt y una acele­ aH = . -2yo sen wt X 


ración - A o(,} sen wt = 1].9 sen wt y que tomando 


encontramos 
donde 1.,,0 = La expresión es válida si 

\.11 > (3. Para A = O esta solución concuerda con 


PI L [,"'.1 (-)"(A - :.,
A) la encontrada por Westcrgard (1933). 
Si suponemos el fluido incompresible. de ma­riFl = 2yo H sen wt 1::1---A""o-I-1-,,"--).-,,-s-eó\,: -,- X 

nera que E~ = oo. resulta P O. De aquí, para 
L/11 = 00 hallamos 
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T 

~ = (- 2yo sen wt) X 

(~_ )"( A _ .á.) _ .á. 

X 1: ------, ._---~- e¡:..1/H X 
".1 Aol..l,/ 

Ij
X costJ."H (A38A)' 

Presas en arco. A continuación nos referiremos 
al caso de una cortina cuyo paramento de aguas 
arriba es vertical. con tra:a de arco circular. cuan, 
do el vaso es finito. de longitud L. Supondremos el 
vaso limitado por laderas radiales y por un cilin­
dro circular recto. Obtenemos la ecuación diferen­
cial y las condiciones de frontera para la presión 
hidrodinámica por el mismo proceso de linealiza­
ción que para el caso de pantalla plana. Resulta 
así la ecuación diferencial de onda si se toma la 
función potencial de presiones cr = p' 

a20' I 00' 1 alO' 
a;:r- + r ar + (T -aer + 

¡FO' y <FO' 
+~'l-T--E~=O (A39)

uZ g v ut 

las condiciones de frontera resultan: 

( ~O') = cr;yo cos Osen wt. (~cr) = O (A'iO) 
ur r=ro o( ,,,L 

(;~;)6'=O = O. (~:O)e=e. ­
cr;Yo sen O.. sen wt (Ail) 

( .ªCT_) = o. (a2~ + g~) = O tA42)az :~O al:" a;: :.H 

donde O' es el potencial de presiones: r.O.z son 
coordenadas cilíndricas (;: la vertical): Oa es el án­
gulo central máximo descrito por el arco de la 
cortina a partir del eje de simetría. ro es el radio 
del paramento mojado. Definimos el movimiento 
armónico de la cortina mediante la ley de despla­
zamientos longitudinales (cr;g/tv2 ) sen wt. 

Para determinar la solución hagamos 

(A13) 

donde (jI toma en cuenta el movimiento de la cor­
tina y 0'2 el de las laderas 11 

(A'H) 

y k" son las raíces de 
w2H JI 

k ll tan k" = --- 9 = - Aa (A45) 

Además. 

q,,(r.O) = ~ A",nQ¡ (y,. !.) cos jm"O (A46) 
. m=.O II1If ro 

~ (r)S,,(r.O) = L B"mRt Y'I - cos 1",,,13 (AH) 
mz.O mil ro 

".' 

( A48) 

f3 está dada por laa eco A29.3 y las i",n y 1m" están 
determinadas por 1,15 condiciones: 

(A'i9) 

m1t 
1m " = .~. m = 1.2.... (ASO) 

Las funciones Q¡ . R¡ son combinaciones Hnea­
les de funciones B;~scl del orden correspondiente 
tales que sus derivada:; se ¡lIlulnn para el valor 
"(,..L/rt;¡ del argumento. Obsérvese que en vista de 
la eco A-J9 la derivada de Q¡ también se ill1ula 
para el valor de y" de Sil argll';ento. 

Las constantes A"," y Bnm están determinadas 
por las condiciones . 

(AS1 ) 

(A52) 

donde d" son los coeficientes de Fourier en el des­
arrollo 

.. :z 
1 = 1: d" cos k" H (AS3) 

11 ~ I 

Es importante 1l0tar;U que Q¡"," son ortogonales 
y además cos k" ;: / 1I también 10 son 16.12 al igual 
que cos In", O. 

Existe un segundo método de solución. En él. 
en lug.1r de llegar a las ces. A19 se obtienen otras 
análogas en las cuales las derivadas de las fun­
ciones de Bessel aparecen reempla::adas por las 
funciones mismas. pero la solución no se inter­
preta físicamente: como en el primer método. Pro­
bablemente la valuación de la presión dinámica. 
mediante: el método desarrollado en los párrafos 
que anteceden. e:s más simple que a partir de las 
series a que llega Kotsubo 17 

Posteriormente: demo!Straremos que ~e simplifi­
ca la sO)\Idón del caso bidimensional para valo­
res grandes cr;H / A, debido a que podemos sus­
tituir la condición de frontera de la ee. A42.2 por 
{acr/iJ=):=JI = O de donde resulta k" = (.1" = =(2n -1 )-;;/2 con lo cual. d" = 2{-)"..1/¡..t.". 

Consecuencias <h: l:.l condición Je frontera en la 
supcrli.:ic iíbre. Cu¡¡ndo admitimos b condición 
de la ce. A22.2 la presión se expresa mediante la 
serie 

-4- == - 2yo -~ sen wt 1
1 -·'-~K· X

a.r1 n ctRn !'cn (1 
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L X). 11 tI.-:;1 (J."

X cos Ko (-L- cosh ka H-'-- + ,k"1 k r K X 
_ ',,\,,5el1 11 

(l.-x) ,YX cosK" -¡;- cosk"-¡r­

á" Xk"1(,, senh K,. 

( L X) Y } (AS3.1 ) X cosh KIl -L-- COS k" ir 

con A = O 

donde 
ke senh ko 

á.o = ko + senh ko cosh ko 

kn sen k ll 

(i,. == -k----:':"-k-:--:':"--k"-­" + sen .n COS n 

kn Y ka son las raíces de la ecuación trascendente 
k" tan k/l == - (¡}H/g. Este punto se discute en el 
siguiente párrafo. Además 

L
Kn == -F VW-kn2 < n ~ no-l 

K" = -Ji Vk,,2_W 

no ~ 1 es el mínimo valor entero que hace kn > ~. 
Si na = 1 la primera serie desaparece. 

La condición de Poisson que expresa la segunda 
de las ecs. A22 se verifica con todas las raíces 
k" de la ecuación trascendente 16 

donde cr. =úiAo/g es la amplitud de la áccleracíón 
que experimenta la base de la cortina. en términos 
de la aceleración de la gravedad, y Aa es la am­
plitud del' desplazamiento correspondiente. 

Si k ll == Iln == (2n - 1 ) 1t/2 la condición de fron­
tera A22.2 equivale a la condición A26. Susti ­
tuyendo k" = Iln en la eco A51.l notamos que 
(,iH/ g = cr.H/ Ao = oo. Además. al hacer que k" 
tienda a Iln. el límite de aHI Ao resulta también 
infinito. 

La ee. AS·tI tiene además de las raíces k" la 
raíz compleja ¡ka que satisface la relación 

w2H H 
ka tanh ka = == a-A (A54.2)

g o 

y que. como señulamos antes. representa una con­
dición de oscilación libre del oleaje en In super­
ficie. 

En lo que !'iguc cSI<lbll'ccremos límites entre los 
que debe hallarse aJiI 1'10. pura que bs solucioncs 
que resultcn de considerar u omitir el movimiento 
de );:¡ superficie libre del agua suministren un error 
pequeño en el cillculo .del empu je total. Con este 
fin tomaremos k" = Il" + En en la ce. AS·tI. Re­
sulta así (Iln + En) COS En al1/ AG. 

Aceptaremos tOllservadoramentc que ambas sOJ 

luciones convergen para el término de orden s de 
las sumas. Podemos entonces limitar E. de tal for­
ma que el error relntivo que cometamos al sustituir 
la tangente por el ángulo resulte pequeño. Si de­
cidirnos que el error relativo no exceda 5 por ciento, 
E. ~ 0.1. por lo que tendremos . 

J:.ln + En H..­= a-A Sin,,:::: s (A54.3)
En O 

De esta manera. para s = 10 por ejemplo. resulta 

Il. + E. _ (2 X 10-1) (1tj2) + 0.4"" 76 
E. - OA ­

de donde ali/Ao> 76. 

Con esto. kn ~ Irn + 0.4 si n ~ 10. Este vnlor de 
s es, en general. un límite superior para toclas las I ' 
presiones ca,lculadas que aquí se citan. ¡ 1 

1, 

Comparando las series de las ces. AS3.l y I 
I , 

, 

I1 ' 
¡ 

A38.1 para A = O y de compnrar los dos primeros 
términos concluimos que. si E, ~ 0.1. el error re~ .
lativo en el cálculo de) empuje hidrodinilmico es 1, 

' 

menor que el error que introduce tomar la tnngente ., ' 

por el ángulo. error que vale 5 por ciento. 
, 

En vista de que alijAn = (4.03IH) (HjT)2. I ' 
aun para valores muy elevadqs de la ahum de la ,í ' ,presa (digamos hasta para H 400 m), al i 1.1\0 , ' 


será mayor que 76 cuando HIT exceda 87 m/seg. , 

Por tanto. si el error relativo no ha de exceder 

5 por ciento en el cálculo del empuje hidrodinú­ i: 


i
mico se requeriría que las series de las ces. A38.1 ! ' 
y AS3.1 fueran de convergencia extraordinaria~ 

; 

mente lenta corno para necesitar más de 1 O térmi~ 
nos del desarrollo. Pero los c{¡!culos rea li::i1dos , ' 

hacen concluir que en la primera de estas series 
basta con tomar menos de 10 términos y que b 
segunda serie es más rápidamente convergente que 
la primera. 

En atención a las consideraciones que nntece­
den y a que el efecto de la compresibilidnd del 
líquido es insignificante para rebciones HIT llle~ 
nares que 100 m/seg. en el análisis que sigue, 
cuyo objeto es acotar el error relativo que intro­
duce el tomar la condición de frontera de la ce. 
A26 en lugar de la que contiene la (A22). com~ 
pararemos ambas series entre sí despreciando los 
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efectos de la compresibilidad del <lgu.J. Tomaremos 
el movimiento de la cortina como de traslación y 
admitiremos una longitud finita del va.so. 

Sean 

- Q - Q
q=-Hl •a yo q = al-Pyo 

donde Q y Q representan los empujes hidrodiná­
micos para un líquido incompresible: el primero 
corresponde a nivel fiío de la superficie libre y el 
segundo toma en cuenta el oleaje. Entonces. para 
un mismo instante 

s 2 tanh p."LIH q = L (A55.1) 
n=1 IJ.,/ 

~ ± 2 sen2 k" tanh k"LjI-I (A55.2)
q = 11=1 k;'2(k l1 + sen kl1 cos k") 

De estas dos series concluimos que q < q por ser 
cada término de la ce. A55.1 mayor que el corres­
pondiente de: la (A55.2). 

En los casos calculados en que empleamos la 
ee. A38.2. que corresponde a líquido compresible. 
necesitamos menos de: 10 términos para lograr la 
convergencia de la serie. Con el objeto de: estimar 
el número de términos requeridos en el C<lSO de 
líquido incompresible: acudiremos a la ee. A55.1 
y fijaremos arbitrariamente L/H > 2. Con esto 
tendremos tanh IJ." LfH == 1 Y 

24 

L = ;:1 -r{-=2n-_--:l......}..J 

2 s 1 

n=t 

Dado que 24j7t3 == 0.516. tendremos 

1 
C[:: 0.516(1 + 27 +1;5+"'+21~7 + ... ) 

Tomando 7 términos obtenemos q = 1.050520 
contra el valor exacto de la serie. 1.0518000. El 
error relativo proveniente de omitir los términos 
de orden superior al séptimo vale. por tanto, 0.12 
por ciento. 

La serie de él es más rápidamente convergente 
que ésta. Por ende el error que introducimos al 
cortarla en el séptimo término es menor que 0.12 
por ciento. Al sustituir tan E" por En introducimos 
un error de 5 por ciento. Por consiguiente. al to­
mar sólo 7 términos de la serie y a la vez sustituir 
tan En por E" introduciremos un error que. cabe su­

. poner, tampoco excederá 5 por ciento. Ahora bien. 
de la relación ({J.s + Es) I t. = a.H/ Ao con E, = 0.1 
Y s = 7. tendremos a.HIAo > 60. Con satisfacer 
esta condición estaremos asegurando que el error 
relativo en el cálculo de Q no excederá 5 por 
ciento. Esta condición es 

H 1.03 (H)2 60 
aA~=Lr -7" > 

de donde. 
H íi~
y> 1.2 "H 

Cuando Es = 0.76, el error ~ciativo que come­
temos al tomar el imgulo por la tangente es del 
orden de 20 por ciento. Pnra errores limitados a 
este valor encontramos HIT> 2.6 y[r 

F rccllcnci.1s criticas. CULlndo adoptLlmos la con­ , ;

dición de Poissol1 en la frontera lihre del líquido 
las raices k" s<ltisfacen la ce. A51.l y la expresión 
para A" (ee. AS) difiere de la ce. A30.2. No 
obstante. en el de'lominador sigue ¡¡pareciendo el 
factor s~n ),", Por tanto las frecucnCÍ¡¡s criticas. 
que corresponden a la condición A" = oo. se pre­
sentan cuando sen A.n = O. Ello da lugar a la ex­
presión 

H 
T 

m = O, 1.2, ... (AS6.1 ) .! ": , ' 

para definir Jos vaJores críticos de Ji jT. i : .' 
¡ ,Esta expresión resulta independiente de la elás­

tica de la cortina. I
En la ecuacíón que antecede, a es la velocidad i ' 

del sonido en el líquido. Para el agun, 44 = 1 
i 

= 359,6114 m/seg. Así. para m = O Y d.:ldo que 
1k" son las raices de A54.1. empleando la ce. A56.1 

obtenemos ¡
1> 

! . l· 

Ide donde. sustítu)'endo el valor de a. 

663.563 
tan k n = - f1 

Por tanto. k l =:; 7tj2. k 2 =:; 37t/2. kl == 57t/2.... : 

k" = (2n - 1) 7t + En = IJ.n + E" 

Al sustituir en la ecuación anterior nos da 

663.563 
cot E" = Ji (A56.2) 

de donde El = Hj663563. que es desprecíable al 

lado de IJ.I. y lo mismo ocurre para E" en compa­

ración con \l". Podemos. pues. escribir con sufi­

ciente precisión 


H 2(a)H I 2 (2n~1)2(JL~)2(A::;6.3)-T = ':f -C'\ 111 + .J 

definiéndose así las resonancias por ondas de 

expansión (o compresión) en un vaso rcctang u~ 


lar; sea cual fuere 1<1 condición de frontera en la 

superficie libre del líquido y en las paredes ver­

ticales, de acuerdo con la teoría lineal empleada 

en el caso bidimensional. 
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