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INTRODUCCION

Este trabajo se realizé por encargo de la Co-
misién Federal de Electricidad y en colaboracién
con ella.

Originalnente Lamb en su Hidrodindmica es-
tudié las caracteristicas del movimiento natural
de un fluido en un recipiente rigido y [ijo, anali-
zando ciertos tipos de movimicntos forzados. Fue
Westergaard {(1933) el primner autor que estable-
ci6 resultados aplicables al disefio de presas. Para

. ello considerd el efecto bidimensional de un mo-
vimiento arménico estacionario en una cortina
rigida, normal a un vaso de longitud vy ancho
infinitos. Tomando 2n cuenta la compresibilidad
del agua y suponiendo ¢l nivel libre inalterado,
encontré que la distribucioén de presiones se aseme-
ja a una parabola; propuso formulas aproximadas.
validas para relaciones altura del nivel libre de
reposo H entre periodo T del movimiento menores
que el primer valor critico correspondiente. Hos-
kins y Jacobsen (1934) verificaron experimental-
mente en tanque rectangular los resultados de
Westergaard, haciendo notar la poca influencia
que tiene la relacion de la longitud L del vaso a la
altura / del agua, L/H, para valores superiores
a 2.5 cuando las paredes se mueven en fase. Ob-
servaron que la flexibilidad de las paredes parece
ser un factor que disminuye bastante las presiones
ejercidas. Hinds, Creager y Justin (1943) apro-
vecharon los resultados obtenidos anteriormente.
Propusieron un criterio para ei caso de pared in-
clinada, la cual. hacen ver, debe estar sujeta a
presiones micnores que una pared vertical.

Jacobsen {1949) estudié tedricamente el caso
de un tanque circular y el de una pila, también
circular, sometidos a movimientos cualesquiera.
Tomando ¢! liquido como incompresible calculd
masas equivalentes (o virtuales) del mismo, que
han de suponerse siguen el movimiento del reci-
piente o pila. Confirmd experimentalmente los va-
lores de dichas masas y propuso férinulas y gra-
ficas para calculo directo.

Werner y Sundquist (1949) consideraron los
efectos de una perturbacién arménica horizontal
para diversos tipos de recipientes y formas de
aplicacién del movimiento. Incluyeron en su estu-
dio los siguientes casos; vaso rectangular con
movimiento de una o dos paredes; vaso cilindrico
con movimiento paralelo y transversal a las gene-
ratrices; vaso triangular, cilindro y pila circulares.
y semiesfera. Se nota en ese trabajo que si ocurre
una falla del vaso. que origine el movimiento

de una sola pared. aumentan bastante las presio-
nes. al menos para el caso L/H < 2. Se concluye
también que la inclinacién de las laderas disminuye
las presiones sobre la cortina.

Jacobsen y Ayre (1951) describen experimen-
tos en tanques cilindricos. Encontraron que el
olecaje es minimo para frecuencias de excitacion
alcjadas de Ya primera frecuencia critica del nivel
libre del agua. Confiricron atencién a las masas
de agua cquivalentes y al efecto de la cubierta del
tanque. De su estudio se concluve que. si mas del 2
por ciento del volumen estd ocupado por aire. el
tanque se puede considerar abierto. Como resulta-
do de sus experiencias, encontraron que e¢s minimo
el efecto del amortiguamiento debido a la visco-
sidad del agua.

Chow (1951). a partir de los resultados de
Westergaard, propone un método para calcular
la presion hidrodinamica en cortinas con parta-
mento inclinado. :

Graham y Rodriguez (1952) estudiaron anali-
ticamente el cfecto del movimicnto de traslacion.
inclinacién y giro en tanques rectangulares para
su aplicacion en disefio de aviones. En su estudio
consideran el liquido incompresible. y proponen
un sistema mecanico cquivalente.

Zangar y Haefeli (1952), por medio de ana-
logias eléctricas y redes de flujo. estudiaron el
movimicnto de una cortina rigida con paramento
inclinado en un vaso de longitud infinita. supo-
niendo quc el liquido es incompresible. Obtuvicron
las distribucioncs de presicres que corresponden
al paramento con diversas inclinaciones. En todos

los casos resultan presiones menores que con para-.

mento vertical. Estos autores concluyeron que, si
mas dc la mitad superior de la cortina es vertical,
se puede considerar la pantalla como pared ver-
tical sin introducir errores excesivos.

Zangar (1953) también utilizando una analogia
eléctrica v redes de Hujo. amplié el trabajo anterior
para diversas inclinaciones y dos planos del para-
mento de la cortina. Comparo el efecto de la com-
presibilidad v propuso una f{érmula aproximada
para calculo.

Housner (1957) idealizé el liguido como incom-
presible y planteo y resolvié el problema en forma
aproximada y sencilla con resultados aceptables.
Para ello descompuso el movimiento en impulsivo
y de oscilucion. Aplicé Jos resultados a tanques
rectangulares, cilindricos v elipticos y a paredes
inclinadas rigidas y estudio el efecto de la flexi-
bilidad de la cortina, Concluyé gue las presiones
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son funcién decreciente de la flexibilidad de la
pantalla.

Ambraseys (1957), en un vaso de longitud fi-
nita con liquido incompresible estudid, mediante
analogias eléctricas, el efecto de una falla del
vaso, para pantallas inclinadas. Comparé sus re-
sultados con los de Zangar (1953). Concluyé
que el efecto de una falla del vaso disminuye muy
rapidamente al aumentar el cociente L/H, pero
dicho efecto es muy notorio ain para relaciones
IL/H dcl orden de la unidad. Le atribuye poca
importancia al oleaje por sismo.

g]apedvarid:e (1959) estudié analiticamente el
caso de liquido incompresible en un vaso de lon-
gitud infinita con una cortina de paramento incli-
nado. Estimé los efcctos de movimientos horizon-
tales y verticales y de su combinacién. Hallé como
resultado de estos analisis que el movimiento ver-
tical tiene menor influencia que el horizontal.

Kotsubo (1959). en forma analitica, consideréd
la compresibilidad del agua en lo concerniente a
empujes sobre presas rectangulares y presas de
arco. Estudié el comportamiento del sistema en es-
tado transitorio para perturbaciones arbitrarias.
A continuacion calculd los efectos que tendria un
sismo especifico y hace notar las diferencias de
fase entre las presiones y la perturbacion, encon-
trando fuertes difcrencias con resultados de ana-
lisis que suponen que la perturbacion es un movi-
miento arménico simple y que el sistema se halla
en estado estacionario. Finalmente propuso una
f6rmula aproximada de caracter practico.

Ferrandon (1960) considers la compresibilidad
del agua en un vaso de longitud infinita. con
presa rigida de paramento vertical. respondiendo
ante perturbaciones cualesquiera. Incluyé el caso
de que la perturbacién sea un pulso o bien sea
arménica. Introdujo en el borde libre una condicién
de Poisson en lugar de suponer la altura del agua
fija como habia sido usual. Considero también el
caso de vaso finito.

Kotsubo (1961) hizo un estudio amplio. de na-
turaleza tedrica y experimental en presas de arco
tomando en cucnta la compresibilidad del agua.
movimicntos longitudinales y transversales al vaso,
laderas radiales inclinadas y verticales y laderas
no radiales. Los resultados de los experimentos
estan de acuerdo con la teoria. Encontré que las
presiones aumentan en los apoyos de la presa y
son menores que ¢l caso bidimensional, aclarando
asi numerosos factores que no se habian estudiado
previamente con claridad. -

Chen'Chzhen'-Chen (1961) dedicéd su atencidn
al movimiento en estado estacionario, de una cor-
tina rigida vertical, con vaso de longitud infinita
y fluido incompresible. Consideré la influencia
de la altura decl oleaje, y analizé de manera espe-
cial las olas superficiales.

Chen'Chzhen'-Chen (1961) amplié el estudio
antcrior para sismo inclinado: concluyéd que el
efecto del movimiento vertical no es importante
salvo para sismos de intensidad excepcional.

Tadjbakhsh y Kcller (1961) estudiaron anali-

ticamente la frecuencia de ondas finitas estacio-

narias producidas por la gravedad para el caso
bidimensional incompresible. Concluyeron que la
frecucncia aumenta al aumentar la amplitud de
la ola para relaciones pequefias de la altura del
agua en reposo a la longitud de onda (y por tanto
a la longitud del vaso), mientras que dicha fre-
cuencia disminuye para valores altos de esta rela-
cion. El cociente critico que encontraron es 0.17.
Posteriormente Fuliz {1962) confirmé experimen-
talmente estas conclusiones, pero hallé que el
cambio de comportamicnto ocurre para un cociente
cercano a 0.14.

NOTACION

Los simbolos usados se definen donde aparecen
por primera ves en cl texto y se ordenan alfabéti-
camente en el Apéndice 1. Las funciones referidas
con Ja letra A y un numero aparccen cn ¢l Apén-

dice Il.
HIPOTESIS Y ECUACIONES GENERALES

En los desarrollos que siguen consideraremos
que ¢l agua es compresible y que el movimiento del
agua es irrotacional y esta limitado a desplaza-
micntos pequefios; se despreciara la viscosidad del
liquido.

Supondremos que la excitacién dinamica obe-
dece a un movimiento arménico cstacionario de la
cortina de la presa. Admitiremos que la rigidez
de la cortina es suficiente para prevenir vibracio-
nes de Ja misma, es decir, que sus desplazamientos
son scnsiblemente iguales a los del terreno. Su-
pondremos quc ¢l ancho dcl vaso es tal que un
analisis bidimensional represente adecuadamente
¢l movimiento del agua.
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Fic. 1. Vaso bidimensional y movimicnto de la cortina,

La fig. 1 representa ¢] vaso y ¢l movimicento
de la cortina considerados.” Usando una aproxi-
macion lincal, ¢l problema consiste en resolver la
ecuacion diferencial '
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son funcién decreciente de la flexibilidad de la
pantalla.

Ambraseys (1957), en un vaso de longitud fi-
nita con liquido incompresible estudié, mediante
analogias eléctricas, el efecto de una falla del
vaso, para pantallas inclinadas. Comparé sus re-
sultados con los de Zangar (1953). Concluyé
que el efecto de una falla del vaso disminuye muy
rapidamente al aumentar el cociente L/H, pero
dicho efecto es muy notorio alin para relaciones
L/ decl orden de la unidad. Le atribuye poca
importancia al oleaje por sismo.

iIzlapcdvaridze (1959) estudié analiticamente el
caso de liquido incompresible en un vaso de lon-
gitud infinita con una cortina de paramento incli-
nado. Estimé los efcctos de movimientos horizon-
tales y verticales y de su combinacion. Hallé como
resultado de estos analisis que el movimiento ver-
tical tiene menor influencia que el horizontal.

Kotsubo (1959), en forma analitica, considerd
la compresibilidad del agua en lo concerniente a
empujes sobre presas rectangulares y presas de
arco. Estudié el comportamiento del sistema en es-
tado transitorio para perturbaciones arbitrarias.
A continuacién calculé los efectos que tendria un
sismo especifico y hace notar las diferencias de
fase entre las presiones y la perturbacion, encon-
trando fuertes diferencias con resultados de ana-
lisis que suponen que la perturbacién es un movi-
miento armoénico simple y que el sistema se halla
en estado estacionario. Finalimente propuso una
f6rmula aproximada de caracter practico.

Ferrandon (1960) considerd la compresibilidad
del agua en un vaso de longitud infinita, con
presa rigida de paramento vertical. respondiendo
ante perturbaciones cualesquiera. Incluyé el caso
de que la perturbacion sea un pulso o bien sea
arménica. Introdujo en el borde libre una condicion
de Poisson en lugar de suponer la altura del agua
fija como habia sido usual. Consider6é también el
caso de vaso finito.

Kotsubo (1961) hizo un estudio amplio. de na-
turaleza teérica y experimental en presas de arco
tomando en cuenta la compresibilidad del agua.
movimicntos longitudinales y transversales al vaso,
laderas radiales inclinadas y verticales y laderas
no radiales. Los resultados de los experimentos
estan de acuerdo con la tecoria. Encontré que las
presiones aumentan en los apoyos de la presa y
son menores que ¢l caso bidimensional, aclarando
asi numerosos factores que no se habian estudiado
previamente con claridad. -

Chen'Chzhen’-Chen (1961) dedicé su atencién
al movimiento en estado cstacionario, de una cor-
tina rigida vertical, con vaso de longitud infinita
y fluido incompresible. Consideré la influencia
de la altura dcl oleaje, y analizé de manera espe-
cial las olas superficiales.

Chen'Chzhen’-Chen (1961) amplié el estudio
anterior para sismo inclinado: concluyd que el
efecto del movimiento vertical no es importante
salvo para sismos de intensidad excepcional.

Tadjbakhsh y Keller (1961) estudiaron anali-

ticamente la frecuencia de ondas finitas estacio-

,

narias producidas por la gravedad para el caso
bidimensional incompresible. Concluyecron que la
frecucncia aumenta al aumentar la amplitud de
la ola para relaciones pequefas de Ja altura del
agua en reposo a la longitud de onda (y por tanto
a Ja longitud del vaso), mientras que dicha fre-
cuencia disminuye para valores altos de esta rela-
cion. El cociente critico que encontraron es 0.17.
Posteriormente Fultiz (1962) confirmé experimen-
talmente estas conclusiones, pero hallé que el
cambio de comportamicnto ocurre para un cociente
cercano a 0.14.

NOTACION

Los simbolos usados se definen donde aparecen
por primera vez en ¢ texto y se ordenan alfabéti-
camente en el Apéndice 1. Las funciones referidas
con la letra A y un namero aparecen en el Apén-
dice 1L

HIPOTESIS Y ECUACIONES GENERALES

En los desarrollos que siguen consideraremos
que ¢l agua es compresible y que el movimiento del
agua es irrotacional y esta limitado a desplaza-
micntos pequefios; se despreciara la viscosidad del
liquido.

Supondremos que la excitacién dindmica obe-
dece a un movimiento armdnico estacionario de la
cortina de la presa. Admitiremos que la rigidez
de la cortina es suficiente para prevenir vibracio-
nes de la misma, es decir, que sus desplazamientos
son scosiblemente iguales a Jos del terreno. Su-
pondremos que ¢l ancho del vaso es tal que un
analisis bidimensional represente adecuadamente
el movimiento del agua.
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Fic. 1. Vaso bidimensional y movimicnto de la cortina,

La fig. 1 rcpresenta ¢l vaso y el movimiento
de la cortina considerados. lsando una aproxi-
macién lineal, ¢l problema consiste en resolver la
ccuacion diferencial '
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donde of{x.y.t) es un potencial de velocidades
tal que

du do

-.5.1._ —_ _a._x . (2)
v do

6 T Ty (3)

donde u y ¢ son las componentes del desplaza-
miento del agua en las direcciones x y y respecti-
vamente, de los ejes coordenados del sistema de
referencia cartesiano ortogonal fijo (fig. 1), ¢ la
variable ticmpo, v, el pcso volumétrico del agua,
g la aceleracion de la gravedad y [, el modulo
elastico volumétrico del agua.

Las condiciones d¢ frontera, referidas a la fig. 1
son

"33— x0t) =0 (4)
F0 . do _ -
G (eH) g g (eHe) =0 (5)

u(O.y.t) = (A-—~A -»I);,r) sen wf

De aqui,

_g% = — (A —A 1”;) w cos Lot (6)

—g% (Ly.t) =0 (7)

donde A represcnta la componente de traslacién
y A/H la de rotacion del movimiento de la cortina:
H cs la altura del agua en reposo; A la amplitud
del desplazamiento de la corona de la cortina por
rotacién de la misma, y L la longitud del vaso
(fig. 1).

A continuacién sustituiremos la condicion de
frontera (3). que toma cn cuenta el movimiento
ondulatorio de la superficie, por

“aa% (x.H.t) = 0 (8)

La sustitucién implica la hipétesis de que. durante
el movimicnto, la superficie libre permanece al
nivel del aqua en reposo. Los limites de aplicabili-
dad de esta condicion se discuten méas adelante en
base a las ecuaciones que estableceremos en el
Apéndice I1.

La presion dinamica del agua, p = p(x.y.t).
satisface la ecuacion diferencial

du’ av
p=—5 (& + &) )

Y. en términos del potencial o.

g ot

Las soluciones estacionarias de este sistema de
ccuaciones diferenciales se consignan en las ccs.
A38.1 y 4 del Apéndice 11 para las condiciones
L o oo y L = oo respectivamente. A partir de las
serics que contienen dichas expresiones se calcu-
laron los valores maximos de las presiones que
discutiremos cn los parrafos siguientes. Hemos
calculado ademas la presion total Q, (fuerza cor-
tante cn la base de la cortina) y el momento de
voltco Ay (momento flexionante en la base) que
corresponden a dichas presiones maximas. Los re-
sultados sc expresan en forma de los cocientes
plal, Quf/aF* y My/al? donde ag es la ampli-
tud de la aceleracién del movimiento de traslacién
y g es la accleracion de la gravedad.

El calculo de Qy y M, se llevo a cabo mediante
las férmulas de integraciéon de Newmark emplean-
do 20 intervalos iguales para la coordenada ver-
tical.

Los valores criticos de H/T, a los que haremos
referencia en el texto, se consignan en el Apéndi-
ce II; en este cociente, H representa la altura del
agua en reposo, ¢n tanto que 7 representa el perio-
do del movimicnto de traslacién o rotacion dec la
cortina.

COMPRESIBILIDAD DEL AGUA

La importancia de considerar la compresibilidad
del agua en las ecuaciones emplcadas para obtencr
la presion hidrodinamica no se ha establecido
hasta la fecha con bases comparativas suliciente-
mente extensas. Unos auteres la han tomado en
cuenta en sus andlisis % %Y mientras otros
han supuesto al liquido incompresible 3 5 ¢ 1. 18 v s,
Ciertos estudios experimentales ® y teéricos ¥ atri-
buyen poca importancia a la compresibilidad.

A fin de establecer el efecto de la compresibili-
dad del agua, se hicieron calculos numéricos para
un vaso de longitud ilimitada. considerando dos
valores de la compresibilidad del agua, diferentes
periodos de excitacion T y diferentes alturas de
la presa. H.

El error relativo, eq. en la presién dinamica total
hasta la primera frecuencia critica (H/T < 359.6
m/seg) se muestra en la fig. 2. Veamos que dicho
error es pequeno para valores de H/T menores

H o m
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Fic. 2. Error relativo cn ¢l empujc dindmico total al des-
preciar la compresibilidad del agaa.
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que 100; el error aumenta hasta hacerse igual a
la unidad para H/T = 359.6 m/seq. En cfecto.
Zangar ¥ concluyé que el crror relativo debido a
considerar el agua incompresible era pequeiio, lo
cual obedece a que su estudio correspondié al in-
tervalo 23 < H/T <« 183.

Los calculos del error relativo se hicieron va-
luando la serie de la ec. A38.4. Para liquido com-
presible tomamos E, = 2.1 X 10° ton/m?, que con-
cuerda con ¢l médulo elastico del agua a 21°C.

El efecto de despreciar la compresibilidad del
agua no solo introduce errores relativos de hasta
100 por ciento, sino que llega a cambiar completa-
mente la naturaleza del problema hidrodinamico
al dar origen a una solucién que no depende del
periodo del movimiento excitador. Esto es particu-
larmente importante en el estudio del tamafio de
un vaso finito puesto que el nimero de periodos
criticos de la presién dinamica, para un intervalo
de H/T dado, aumenta al crecer la longitud del
vaso.

LONGITUD DEL VASO

Para estudiar el efecto de la longitud del vaso,
estipulamos un movimiento de traslacion de la cor-
tina mientras suponemos que el resto del vaso se
mantiene en reposo. Esta condicion equivale a to-
mar A = 0 en la ec. A38.1. Los estudios dispo-
nibles muestran que para una misma altura y
aceleracién maximas, las presiones totales que
corresponden a vaso infinito son sensiblemente
iguales a las que sc obtienen para una relacion de
longitud a altura mayor que 3. Dichos resultados
se limitan al primer valor critico del cociente H/T
de la presion (< 359.6 m/seg). En el presente
trabajo cubrimos el intervalo 0 < H/T < 1000
m/segq.

En la fig. 3 se muestra el valor de la fuerza
cortante en la base L/H =1,y L/H = 5, como
respuesta a un movimiento de traslacién de la
cortina. La figura sefiala que para valores de L/H
mayores que cinco, y posiblemente aun menores,
los resultados no difieren sensiblemente de los que
corresponden a longitud infinita. (Tal conclusion
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Fic. 3. Influcncia del tamano del vaso sobre la presion di-
n&émica total, para [recucncias menores que la fundamental.

.

se halla anticipada en trabajos previos). Los re-
sultados en cuestién son validos unicamente has-
ta la primera frecuencia critica (H/7 = 359.6
m/seg” ). Para valores mayores de H/T las pre-
siones llegan a diferir totalmente de las primeras,
como apreciamos en las figs. 4 y 5 donde se re-
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Fic. 4. Empuje dinamico total para L/H = 1 en ¢l instante
p t=(4n+ 1)T/4
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Fic. 5. Empuje dinamico total para I./JH = 10 en el ins-
tante t = (dn + 1)7T/4

}

presentan los empujes hidrodinamicos totales ma-
ximos correspondientes a L/I1 = 1 y 10. Dichos
empujes ocurren en los instantes definidos por
t = (4n + 1) T/4, donde n cs un nitmero entero.
Para otros tiempos los empujes son proporcionales
a los anteriores, y el factor de proporcionalidad
vale sen wt.

IEn las dos figuras anteriores apreciamos la di-
ferencia de comportamiento arriba de la primera
frecuencia critica al cambiar la longitud del vaso.
Las lineas verticales punteadas marcan los valores
criticos superiores de H/T.

Las variaciones de la presién en la base, py, para
diferentes rclaciones L/H son analogas a las de
la fuerza cortante Q. En la fig. 6 se representan
diagramas de presiones maximas referidas a la
presion de la base, p/py. para L/H =1, corres-
pondientes a movimiento de traslacién de la cor-
tina. Observamos que las distribuciones de presio-

* La primera frecuencia critica, o frecuencia fundamen-
tal de vibriwcion ded lignido alinacenado, en vaso rectangular,
corresponde a este valor del codiente JI/T, o su vez a la
cuarta parte de la velocidad del sonido en ¢l agua,
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Fic. 6. Diagrama de presiones respecto a la presion en la base en el mismo instante L/ = 1. Movimiento de translacion de
la cortina

nes abajo de la primera frecuencia critica adoptan
formas parecidas entre si. Diversos autores han
aprovechado este hecho 248125y 17 parg proponer
fé6rmulas aproximadas. Tratandose de valores ma-
yores de H/T las distribuciones cambian notable-
mente. El mismo comportamiento sc observa para
otros valores finitos de L/H. El cambio que ocurre
al pasar de H/T = 359 a 360 m/seg sc debe a
que se tomaron los mismos tiempos para valuar
las presiones. Pudimos haber anticipado el resul-
tado a partir de la [lig. 4: este hecho sefiala por
otra parte que el movimicnto del agua cambia de
fase en 180° con respecto a las aceleraciones de
la cortina al sobrepasar la primera frecuencia cri-
tica.
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Pic. 7. Altura del centro de presiones. Movimiento de tras-
lacién de la cortina

Fic. 8. Rclacion entre el empuje dindmico total y ¢l hidros-
tatico. Movimicnto de traslacion de la cortina :

En lugar del momento flexionante M, en la base.
en la fig. 7 representamos las alturas de los cen-
tros de presiones H, divididas entre la altura del
agua para L/H = 1. Hasta la primera frecuencia
critica se representan también dichos cocientes pa-
ra L/ > 5, caso compresible y para L/H = o,
caso incompresible. Estas graficas permiten obte-
ner el momento flexionante M, y, como veremos
posteriormente, también permiten conocer la re-
lacién entre la fuerza cortante en la base produci-
da por la traslacion y la fucrza cortante debida a
rotacion.

La fig. 8 muestra los cocientes del empuje dina-
mico total @, dcbido a traslacion de la cortina
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entre el empuje hidrostatico total P para tres va-
lores diferentes de la aceleracion maxima (o = 0.1,
0.2, 0.5) y dos valores de la relacion longitudinal
a altura, L/H = 1, «. Este cociente no excede la
unidad aun para valores elevados de la aceleracion
maxima (0.2 g), salvo en la vecindad de una .de
las frecuencias criticas.

ROTACION DE LA CIMENTACION
Y DEFORMACION DE LA PRESA

Para estimar el efecto de cedencia de la cimen-
tacion de la cortina se consideré una rotacion de
la misma alrededor de su base. Ello equivale a
tomar A = 0y A # 0 en la ec. 6 y por tanto en
la serie de la ec. A38.1. lo que ademas implica rela-
ciones pequenas de A/H.

En la fig. 9 se muestra el cociente de la fuer:za
dinamica total Q, debida a la rotacién entre la

como 5y?/H* En este caco podemos calcular la
fuerza dinamica total Q, con la expresion 2

Q (M MY Q)
oH? T o’ oH? aH?-
para § = A = A, donde M, es ¢l momento maxi-

mo en la base debido a un movimiento de rotacion
y & es la amplitud maxima de la elastica parabélica.

La fig. 9 también muestra valores de AQ,/8Q,
para L/H = 1, caso compresible, y para el caso
incompresible con L/H = oo.

De esta figura concluimos que, debido a ceden-
cia de la cimentacién (A = A), las presiones to-
tales causadas por la traslacion se reducen en cerca
de 60 por ciento para 0 < /T < 359.6 m/seg.
Una deformacién parabélica de la presa reduce
estas fuerzas en 80 por ciento dentro del mismo

intervalo de H/T.
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Fic. 9. Relacion entre los e¢mpujes dinamicos to tales para difcrentes movimicntos de Ia cortina

fuerza Q, debida a la traslacién. multiplicado por
el cociente A/A. Estas relaciones son iguales al
cociente de Ho/H que sc representa en la fig. 7.
Las curvas AQ,/AQy poseen valores finitos para
valores de H/T correspondientes a frecuencias
criticas; en cambio para valores de H /T proximos
a 500 m/seq. las ordenadas de las curvas se vuel-
ven indeterminadas por tender Qy a cero.

Para estimar el efecto de la deformacion de Ia
presa. asignamos a su elastica una ley parabélica.
Esto equivale a tomar la condicién de frontera (6)

Podemos aplicar de la siguiente manera los re-
sultados obtenidos para estimar cl efecto que pue-
den tencer la deformacion de la cortina y la ceden-
cia de su cimentacién en las respuestas a un sismo.
Consideremos una componente armonica del mo-
vimiento del terreno, delinida por la amplitud de
desplazamiento Ay y por la frecuencia circular o,
[La acecleracion maxima del terreno, en térmi-
nos de la aravedad, serd o = w?Ay/g. Si cl pe-
riodo correspondiente, 7' = 2%n/w. ¢s mayor que
¢l periodo fundamental del liquido almacenado.
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entre el empuje hidrostatico total P para tres va-
lores diferentes de la aceleraciéon maxima (¢ = 0.1,
0.2, 0.5) y dos valores de la relacién longitudinal
a altura, L/H =1, «. Este cociente no excede la
unidad aun para valores elevados de la aceleracion
maxima (0.2 g), salvo en la vecindad de una de
las frecuencias criticas.

ROTACION DE LA CIMENTACION
Y DEFORMACION DE LA PRESA

Para estimar el efecto de cedencia de la cimen-
tacion de la cortina se considerd una rotacién de
la misma alrededor de su base. Ello equivale a
tomar A =0y A « 0 en la ec. 6 y por tanto en
la serie de la ec. A38.1, lo que ademas implica rela-
ciones pequeiias de A/H.

En la fig. 9 se muestra el cociente de la fuerza
dinamica total Q, debida a la rotacién entre la

como 8y*/H. En este caso podemos calcular la
fuerza dinamica total Q, con la expresién 2

Q M, M Q
i =2 (2'379x-'a;ﬁ->*—'37§a (11)

para § = A = A, donde M, es el momento maxi-
mo en la base debido a un movimiento de rotacion
y & es la amplitud maxima de la clastica parabélica.

La fig. 9 también muestra valores de AQ,/8§Q,
para L/H =1, caso compresible, y para el caso
incompresible con L/H = o.

De esta figura concluimos que, debido a ceden-
cia de la cimentacion (A = A), las presiones to-
tales causadas por la traslacién se reducen en cerca
de 60 por ciento para 0 £ /T < 359.6 m/segq.
Una deformacién parabélica de la presa reduce
estas fuerzas en 80 por ciento dentro del mismo

intervalo de H/T.
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Fic. 9. Relaciéon entre los empujes dinamicos to tales para difcrentes movimicntos de la cortina

fuerza @, debida a la traslacién, multiplicado por
el cociente A/A. Estas relaciones son iguales al
cociente de Fo/H que se representa en la fig. 7.
Las curvas AQ,/AQp poseen valores finitos para
valores de J{/T correspondientes a frecuencias
criticas; en cambio para valores de //T préximos
a 500 m/seq, las ordenadas delas curvas se vuel-
ven indcterminadas por tender (Qy a cero.

Para estimar el efecto de la deformacién de la
presa. asignamos a su elastica una ley parabélica.
Esto equivale a tomar la condicién de frontera {6)

Podemos aplicar de la siguicnte manera los re-
sultados obtenidos para estimar ¢l efecto que pue-
den tener la deformacion de la cortina y la ceden-
cia de su cimentacion en las respuestas a un sismo.
Consideremos una componente armonica del mo-
vimiento del terreno, delinida por la amplitud de
desplazamiento A, y por la frecuencia circular w.
LLa aceleracion miaxima del terreno, en térmi-
nos de la gravedad, sera o = w!Ay/g. Si cl pe-
riodo correspondiente, 77 = 2x/w. ¢s mayor que
el periodo fundamental del liguido almacenado.
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T=H/7359.6 (T en sequndos, /{ en metros), la os-
cilacion del liguido estara en fase con el movimiento
del terreno. (Pata una cortina de 100 m de alto
esta consideracion implica que nos referimos a
periodos de excitacion superiores a 0.278 seg).

Supongamos que la oscilacion de la cortina, con
presa vacia, estuviera también en fase con el movi-
miento. Calculariamos entonces el empuje hidro-
dinamico despreciando las deformaciones de la
cortina. Sca Q, ese empuje. La combinacién del
empuje hidrodinamico y de las fuerzas de inercia
de la cortina darian origen a una elastica de la
misma, la cual aproximariamos mediante una linea
recta sumada a una parabela, ambas pasando por
la base de la cortina. Sean A y & las amplitudes
correspondientes del desplazamiento de la corona.
Si estas amplitudes no son despreciables en com-
paracién con A, concluiremos que hemos errado
en exceso del lado conservador al calcular Q. En
lugar del empuje calculado tendremos

Q=Q—Q,—Q,

donde Q, y Q, son los empujes que se obtienen
de la fig. 9 entrando con los valores calculados de
A y & Con este nuevo empuje podremos reva-
luar A y § y repetir el calculo de Q, procediendo
asi por aproximaciones sucesivas hasta lograr un
grado satisfactorio dc convergencia.

Por ejemplo, si Ay = 1.5 cmy T = 0.5 segq, ten-
dremos w = 12.56 rad/seg. a = 0.16. Digamos
que este movimiento causa valores de A y & co-
rrespondiendo 0.8 y 1.6 cm respectivamente, a
las fuerzas de inercia que induce en la cortina
y ademas 0.4 y 0.8 ¢cm por empuje hidrodinamico.
Segiin la fig 9, casi independientemente del valor

de L/H tendremos

RS Bl
Q, =040 x 22304 o 0320,
Q=022 x 12408 o350,
de donde,

Q= (1—032—035) Q, = 0.33Q,

En una segunda aproximacién entramos en la
fig. 9 con

fl

A
§=16+08 x033=186cm

de donde, en forma analoga, Q = 0.48 Q,. El si-
guiente ciclo nos da Q = 0.45 Q,. Vemos que para
este caso, que puede tomarse como representativo,
las deformaciones de la cortina y de su cimenta-
cién traen consigo una disminucidn de 55 por
ciento en el empuje hidrodinémico.

La flecha total supuesta al nivel de la corona
con presa vacia iria asociada con un desplaza-

0.8 4+ 0.4 x 0.33 =093cm

miento del orden de 0.8 cm al nivel del centro
de gravedad de la cortina, a la cual corresponde-
ria un periodo fundamental de aproximadamente
22V 0.8/ug = 0.46 seq. que es razonable para una
presa de dimensiones moderadas a grandes. Con-
cluimos de aqui quc la influencia de las deforma-
ciones de la cortina y de su cimentacién en el
empujc hidrodinamico son dignos de tomarse cn
cuenta en la practica.

Si la respuesta del liquido o de la cortina a presa
vacia sz hallan defasadas respecto a la pertur-
bacion, como sucedera con las componentes del
movimiento que tengan frecuencias elevadas debe-
remos introducir los signos apropiados en las re-
laciones anteriores.

EFECTO DEL MOVIMIENTO
DE LA SUPERFICIE LIBRE

La hip6tesis de comportamiento lineal del liquido
lleva a establecer la ec. 5 como condiciéon de fron-
tera en la superficie libre. La condicion que hemos
empleado en el presente estudio es la que sumi-
nistra Ja ec. 8. la cual constituye una aproximacion
que sc ha aplicado ampliamente 3.5 8 0. 1L 15y 16
En el Apéndice Il se establece que tal aproxima-
cién es aceptablie para valores elevados de H/T,
tanto quc resulta innecesario tomar en cuenta el
oleaje cuando este cociente excede 75 m/seg. Al
respecto es curioso notar que cuando el mismo
cociente excede unos 100 m/seg se torna impor-
tante reconocer la compresibilidad del agua.

También con base en los resultados del Apén-
dice 1I podemos acotar ¢l error relativo que intro-
ducimos al determinar la presion total a partir de
la ec. 8§ en vez de acudir a la ec. 5. En efecto,
se demuestra alli que el error no supera 5 por
ciento siempre que

| .

H/T > 42 VH (12)

donde H esta en metros y T en segundos. Para

H/T > 2.6 VH la cota superior del error es del
orden de 20 por ciento. Estas estimaciones del error
son probablemente bastante conservadoras.

En la fig. 10 se marcan tres zonas. La zona A
corresponde a combinaciones de valores de H vy
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Fic. 10. Cota inferior de H/T para la validez de las solu-
ciones obtenidas suponiendo olcaje minimo. L/H > 2
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H/T para los que la cota superior del error que
introduce el trueque en condiciones de frontera
excede 20 por ciento; en la B dicha cota se halla
entre 5 y 20 por ciento, y en la C no llega a 5
por ciento.

De la ec. 12 concluimos que aun para valores
elevados de la altura de la cortina, digamos H en
exceso de 400 m, resulta despreciable el error en e}
empuje hidrodinamico total si el cociente H/T
es mayor que unos 84 m/seg, y de aqui que los
valores criticos de dicho cociente no se vean afec-
tados sensiblemente por la condicién de frontera.
ya que la frecuencia critica mas baja corresponde
a 359.6 m/seg, que en mucho sobrepasa el limite
mencionado de 84 m/seg.

También demostramos en el Apéndice Il que si
sustituimos la condicién de frontera en el borde
libre por la condicién de Poisson, como se ha hecho
en diversos trabajos (véanse las refs. 1.9, 13, 16
y 17) la férmula que suministra los valores criticos
del cociente H/T es idéntica a la que resulta de
suponer presion nula en la superficie libre siempre
que sustituyamos el valor pu, = (2n —1)=/2 por
kn. Ademas, la diferencia entre k, y u, es propor-
cionalmente pequefia, y es minima para la primera
frecuencia critica. No obstante, al introducir la
condicién de Poisson en la superficie libre sz pre-
senta una frecuencia critica adicional, correspon-
diente a H/T,, que obedece a la aparicion de la
raiz compleja ko y refleja la condicién de oscila-
ciones naturales de la superficie libre del liquido.

Los resultados experimentales de Hoskins y Ja-
cobsen (1934) en tanques rectangulares no sena-
lan diferencia apreciable con los resultados teéricos
obtenidos a partir de considerar la condicién de
borde libre fijo expresada por la ec. A26. Sin
embargo, en tanques circulares, los experimentos
de Jacobsen y Ayre (1957) sefialan que sélo es
apreciable el oleaje cuando el movimiento est en
fase con la primera condicidén critica del nivel
libre, que ocurre para ky = 0.586 tFH{/R'. Los mo-
dos superiores no se gencran en grado apreciable
debido a que ello requeriria que el movimiento
estuviera en fase con la frecuencia del modeo de
nue se tratara, lo que implica una condicion que
es dificil se presente en un problema fisico. El
valor de w!H /g = al /A que da la primera re-
sonancia del nivel libre, se obtiene de sustituir
ko = 0.586 wH /R en la ec. 12 y vale aproximada-
mente 1.75 = wH /g = aH /A, para H/R = 1.

Extendiendo los resultados anteriores a tanques
rectangulares, el primer modo de vibraciéon de la
superficie del agua se presenta ! cuando ky=x=H/L:
ello da lugar a que w!H/g = afl/A, = = para
L/H = 1.

El significado de las condiciones anteriores ra-
dica en que rige la aplicabilidad de la solucion
tedrica con borde libre siempre que alf/Ag=wH /g
sea mucho mayor que =. limitandose con ello el
valor minimo de /T y el de H. ya que para valo-
res pequeilos de H, ¢l oleaje y. por tanto, las pre-
siones cjercidas ya no dependen lincalmente de
Ao Esta conclusiéon encuentra verificacion expe-

rimental en los resultados que obtuvieron Jacobsen
v Ayre (1951) para tanques circulares. -

RESONANCIAS

Los valores de las resonancias debidas a ondas
de expansion (compresion) estan dadas por la
ec. 13 (ec. A56.3)

H JaH |, (2n —1)* /L \?
TE2F LA™ +—’"§__<'H‘) (13)

Cuando L/H = o la férmula de frecuencias
criticas que resulta a partir de la soluciéon com-
pleta dada por Kotsubo (1959) es

#:(znfl)g- (14)

Ello sefiala que las resonancias intermedias que se
presentan entre H/T = af4 y H/T = 3a/4 en la
primera férmula (ec. 13) se deben a que la pared
opuesta a la cortina refleja las ondas de expansién.
El fenémeno se exagera en los estudios analiticos
por no tomarse en cuenta en ellos la deformacion
de la cortina, el amortiguamiento interno, ni otras
formas de disipacién de energia.

Cuando, como ¢n el presente estudio, despre-
ciamos el oleaje superficial, debemos imponer un
limite inferior para su aplicabilidad, exigiendo que
el valor de w’H /g sea elevado.

En resumcn, la solucién que hemos obtenido
solo sera aplicable si tanto la amplitud A como
la altura de la presa, H, son tales que la cantidad
all/ A, resulte muy superior a «r. De lo contrario
habra efectos apreciables debidos u excitacion del
oleaje.

ANMPLITUD DEL OLEAJE

Se dispone de cstudios analiticos ® y experimen-
tales ¥ de olas de gravedad en recipientes rectan-
gulares en funcién de la relacion W/H siendo ) la
longitud de la ola. El objeto de tales cstudios ha
sido determinar la amplitud maxima de las olas
cuando el tanque se excita a la frecuencia natural
de oscilacion de la superficie libre segun las ecua-
ciones lincales del movimiento. Se ha encontrado ™
para los modos naturales que si la relacion \/[1
es mayor que 1/0.17 > 5.89 la amplitud de osci-
lacién se mantiene finita para toda frecuencia
excitatriz constante; solo puede liacérsele crecer
indefinidamente si aumentamos la frecuencia ex-
citatriz monoténicamente en funcion del tiempo.
Para 3./ < 5.89 Ia amplitud de! oleaje solo crece
indefinidamente si hacemos que la frecuencia del
movimiento decrezca en funcién del tiempo. Cuan-
do W/I1 = 5.89 la amplitud aumenta indelinida-
mente ante un movimiento de {recuencia constante.
Experimentalmente # 1a relacion critica se encon-
trd W/H = 1/0.14 = 7.15.

Concluimos de los resultados que anteceden que
cuando sc trata de un movimicnto estacionario de
la base no se produce, en general, oleaje de gran
amplitud salvo que las dimensiones del tanque se
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hallen proximas o las que corresponden a un co-
ciente N/IJ = 5.89.

La conclusion no es directamente aplicable a
sismos, ya que Ja naturaleza cadtica de estos mo-
vimientos da origen a trenes de ondas de frecucu-
cias crecientes y de frecuencias decrecientes. Tal
fenémeno cs posible cause a su vez olas yue pue-
den alcanzar amplitudes sumamente clevadas.

Aun de mayor trascendencia a este respecto
suelen ser las olas que se forman por deslizamien-
tos de grandes masas de suelo en las laderas que
bordean al vaso de alinacenamiento, aunque dichas
fallas tomen lugar a distancias apreciables de la
cortina.

Estas consideraciones son de fundamental im-
portancia para la eleccion del borde libre de la
cortina y ameritan estudios mas extensos que
aquellos de que actualmente se dispone.

FORMA DE LA PRESA

El problema de presas en arco ha sido amplia-
mente estudiado por Kotsubo (1961) para el caso
de movimiento estacionario. Sin embargo, las so-
uciones que presenta, para calecular la presién
linamica requicren una gran labor numérica. En
.l Apéndice H presentamos una solucién alterna-
iva del mismo problema. Para ambas soluciones
e necesita el uso de una computadora electrénica
le gran capacidad para llegar a resultados numé-
icos. La solucion para movimientos transitorios
esulta casi intratable aun con el auxilio de dicho
quipo electronico.

"ONCLUSIONES

1. Tratandose de un movimicnto de excitacién
arménico es admisible suponer el agua incom-
presible solo para valores de H/T menores
que unos 100 m/seg. El error relativo es ma-
ximo para periodos de excitacién iguales a
cualquiera de las frecuencias criticas de la
presion hidrodinamica ([lig. 2).

El efecto dc la longitud del vaso no es im-
portante para periodos de excitacién superio-
res al primer periodo critico (H/7T = 359.6
m/seg). Para periodos menores, la longitud
juega un papel importante en movimientos
armoénicos estacionarios (figs. 3 -5). Los dia-
gramas de presiones también se ven radical-
mente afectados por la longitud en este caso.
Los efectos del movimiento superficial no son
significativos cuando el cociente H/T excede
84 m/seq. El error maximo en el empuje
hidrodinamico total por este concepto es me-
nor que 5 por ciento si H/T > 4.2 VH (H en
metros; 7 en segundos). Dicho movimiento
superficial no afecta los valores criticos de la
posibilidad de resonancia con la oscilacién
de la superficie libre para valores muy peque-
fios del cociente /T (H/T < 2.6 VH). Por
ejemplo, tratandose de una cortina de 100 m
de alto, el empuje hidrodindmico que pro-
venga de ondas sismicas con periodos menores

(2]

B o T SR L S S RS- N S L & VI 7P
-

que 2.4 seg podra calcularse despreciando el
efecto de la oscilacién superficial sin por ello
introducir errores mayores que 5 por ciento;
y s6lo habra posibilidad de resonoancia con la
oscilacion superlicial para periodos de exci-
tacion mayores que 10 seg.

Para movimicntos ecstacionarios sélo pueden
prescntarse olas de gran amplitud cuando la
relacién de longitud de ola X a altura del agua
en rcposo 1 se halla en la vecindad de 6 a 7.
La conclusion no se aplica a perturbaciones
de frecuencia variable, como los sismos, ni al
oleaje que pueden originar los deslizamientos
de grandes volumenes de las laderas. Esta
cuestion amerita estudiarse ampliamente para
establecer criterios de disefio del borde libre
de las cortinas.

Tratandose de cortinas de dimensiones mo-
deradas o grandes, las presiones dinamicas
totales se reducen notablemente por los efec-
tos de rotacién de la cimentacion y deforma-
cion de la presa.

En el problema estacionario s6lo se alcanzan
presiones dinamicas altas cerca de las [re-
cuencias criticas. A este respecto notamos
que se necesita un tiempo considerable para
establecer el movimiento permanente. Este re-
quisito es mas estricto para modos superiores
al fundamental cuando los periodos naturales
se hallan muy proximos entre si, pues en este
caso la frecuencia de excitacién debe coincidir
muy precisamente con la frecuencia natural
de la presién dinamica para que se presente
una gran amplificacién dinamica. Estas con-
diciones se han observado experimentalmen-
te >7. De aqui concluimos que en el caso de
un movimiento crratico tal como un sismo no
habra suliciente tiempo para producir reso-
nancia, salvo que la cortina esté cimentada
sobre suelo muy blando y en condiciones tales
que puedan esperarse periodos predominantes,
como en el caso de sismos de gran magnitud
y epifoco lejano. '

La presion hidrodinamica es una fraccion de
la hidrostatica aun para valores relativamente
grandes de la accleracién maxima de excita-
cién (0.2 g) cxcepto en la vecindad de las
frecuencias criticas.

El estudio anterior. aun cuando limitado, per-
mite concluir que la presién hidrodinamica
no es la consideracién mas importante para cl
disefio de presas de gravedad sujctas a movi-
mientos sismicos moderados y erraticos. De-
bemos ademas tener en cuenta, como se des-
prende de las figuras presentadas, que la
fuerza de incrcia de la cortina y la presion
hidrodinamica pueden estar en fase o fuera
de ella. Los casos que ofrecen peligro en la
practica corresponden a condiciones en que
puedan presentarse ondas sismicas periodicas
proximas a las de resonancia.

Para el analisis de presas de arco se sugiere
utilizar los resultados obtenidos analitica
y experimentalmente por Kotsubo (1961)
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" quien establece que la presién maxima en la

clave de un cilindro ciccular es menor que
la presion correspondiente para el caso bidi-
mensional, aumentando hacia los apoyos. En
el Apéndice Il se presenta una solucion alter-
nativa a la de Kotsubo (1961) para ¢l caso
armoénico estacionario en presas cilindricas
circulares con laderas radiales y longitud fi-
nita del vaso. Tanto ésta como la solucién
de Kotsubo son muy laboriosas requiriéndose
una computadora eclectrénica grande para su
valuacion.

Se justifica ampliar el trabajo presente me-
diante un estudio de los siguientes conceptos.

a) Presion hidrodinamica maxima que obra
durante movimientos transitorios contra
cortinas cuyo paramento aguas arriba
es un plano inclinado con vaso finito, su-
poniendo el liquido compresible y em-
pleando una aproximaciéon lineal a las
condiciones de frontera en la superficie
libre. Se dispone ya de un programa que
permite construir movimientos estocasticos
ficticios, en computadora clectrénica, se-
mejantes a los temblores intensos de la
realidad. El programa habra de ampliarse
para construir movimientos de muy diver-
sas caracteristicas.

Con el fin de disminuir el nimero de
casos que deban considerarse podra ha-
cerse uso del indicio disponible en el sen-
tido de que la distribuciéon de presiones
puede aproximarse como si fuera indepen-
diente de la inclinacién del paramento
mojado y tomarse como variable tnica-
mente el empuje dinamico total o el mo-
mento de volteo en la base. Ademas es
posible que no se incurra en errores gra-
ves suponiendo que los efectos de la in-
clinaciéon de este paramento y del tamafio
del vaso son multiplicativos e indepen-
dientes entre si.

b) Efectos de la deformacién de la cortina
y de su cimentacién, combinados con los
efectos de las variables mencionadas, tam-
bién en estado transitorio.

c) Distribucién de presiones hidrodinamicas
para los casos que anteceden tomando en
cuenta una teoria hidrodinamica no lineal
que incluyan correctamente el efecto del
oleaje posiblemente despreciando la com-
presibilidad del liquido almacenado.

d) Presiones hidrodinamicas en estado esta-
cionario, para movimicntos en direcciones
cualesquiera, contra cortinas cilindricas
verticales despreciando la compresibilidad
del liquido y lincalizando la condiciéon de
frontera en la superficie libre. Los resul-
tados de esta fase del estudio deberan
combinarse con los de las tres anteriores
para lograr una estimacion satisfactoria
aplicable a condiciones realistas de presas
en arco.
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APENDICE 1

amplitud de’ traslacion del movi-
miento de la cortina

amplitud del movimiento del suelo
cocficiente de Fourier en el des-
arrollo en serie de la solucion
cocficientes de Fourier

V E.g/vo velocidad del sonido en
el agua

= cocficiente de Fourier en la solu-

cidén a presas de arco

moédulo volumétrico de elasticidad
error relativo proveniente de des-
preciar la compresibilidad del agua
funcién dependiente de x
aceleracion de la gravedad
fuerza externa por unidad de masa
aplicada a una particula del fluido
altura del nivel libre del agua en
1eposo

= altura del centro de presiones
= altura de la superficic del agua en

movimiento sobre el nivel de re-
poso

—1 .

funciones Bessel que satisfacen ec.
A49

orden de las funciones de Bessel.
obtenidas mediante ec. A49

parte real de la raiz imaginaria de
la ec. A54.1 o raiz real de A54.2
raices reales de la ecuacion trans-
cendente A54.]

longitud del vaso en el caso bidi-
mensional y distancia al origen de
la pared opuesta a la cortina en el
caso tridimensional

mm /@,

momento flexionante en la base de
la cortina, debido a su movimiento
de traslacion, a rotacién de la base
y a deformaciéon parabélica respec-
tivamente

0.1.2 ...

mr

1.2,3, ...

es el minimo valor de n que hace
Mo >B0 k>0

empuje hidrostatico total

presion hidrodinamica en el punto
(x,y) 6 (r,0.z) en el instante ¢
presion hidrodinamica en la base.
debida a traslacion, rotacion de la
base y deformacién parabéiica de
la cortina respectivamente
presion atmosférica

presién hidrostatica

empuje hidrodinamico total

Q.Q
Q. Q.. Q,

EI

Yo

Yo

Tn
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ind,

= cmpuje total al tomar (Q) o no
(Q) el oleaje .

= empuj¢ hidrodinamico total por
traslacion. rotacion de la base v
dcformacion parabélica de la cor-
tina respectivamente

= combinaciones lincales de funcio-
nes de Bessel en la solucion en
presas de arco

= empuje total adimensional Q/yeall
al tomar o no el oleaje

= funcién de r. 0 en el problema tri-
dimensional

= radio de un tanque circular

=ver Q;_

= coordenada radial en el problema
tridimensional

= radio del paramento mojado ver-
tical de la cortina de arco

= orden del término de las series pa-
ra ¢l cual sc obtiene la conver-
gencia

= conjunto de funciones (r,0) de la
solucion en presas de arco

= periodo del movimiento perturba-
dor :

= tiempo

= velocidades de una particula a lo
largo de los ¢jes x. ¢

= desplazamientos de una particula
del fluido a lo largo de los ejes x. y

= vector velocidad de una particula
del fluido

= valor del vector cvando e = 0

= ejes coordenados cartesianos orto-
gonales en el problema bidimen-
sional (fig. 1)

= eje vertical en el sistema cilindrico

= w'A,/g = maxima fraccion de la
aceleracion de la gravedad que
experimenta la base de la cortina

_ ko Senh ’\'o

~ ko + senh ky cosh kq

_ k,sen k,

~ k. + sen k,cos k,

= wH/a . .

= peso volumétrico del agua

= VEI _Btsik o

=3 w— B sik, > 8 v

= 3 VB —F2siB > k.

= amplitud del desplazanmiento de la

corona de una cortina debido a ro-
tacion de la misma
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= 9 0 @ laplacian
/ X t 8‘};1 , laplaciano
& = maxima deformaciéon parabélica de
la cortina
¢ = parametro variable usado en el
método de las perturbaciones

En = kn — Men
0 = coordenada angular en un sistema
cilindrico

0, = angulo maximo de la cortina con
respecto a su eje de simetria

Ko= fVEFRE

Ki= 5 VE=FZ sip >k,

Kn - % V—knz_-Bz si k” > B

A = longitud de la ola en la superficie

libre
= VE—R sif>
n -— H o Hn

o = 4 sip, > B

|
it
kN
I
=

>
x o
fl
S
~
|
=]

B = (2n~——1) 1:/2
p = densidad del fluido
po = densidad del fluido supuesta cons-
tante
o = funcién potencial de presiones
o1 \/ R ( H\?
v — "B‘ ™ — Nm "L‘
v = funcién potencial de velocidades
del problema hidrodinamico
v1. 0; = funciones tales que 0 = ¢, + &,
w = frecuencia angular del movimiento
arménico perturbador
SIMBOLOS

aproximadamente igual a
asintéticamente igual a

I

L —
~—
~

(a/a&)r.o

APENDICE II

Objeto. Ln este apéndice deduciremos las ecua-
ciones de movimiento y las ecuaciones de frontera
usadas y obtendremos la solucion de las mismas.

Deduciremos las ecuaciones de movimiento y
las ecuacioncs:de frontera, que hemos empleado.
como una aproximacién a las ecuaciones de movi-
miento, las ecuaciones de continuidad y las con-

diciones de [rontera exactas que gobicrnan el
movimiento de los fluidos compresibles no viscosos.

Ecuacicnes fundamentales. Considerando el vec-
tor velocidad U de una particula del fluido y g la
fuerza externa por unidad de masa. la segunda ley
de Newton da lugar a que la ecuaciéon dinamica
del movimiento tome la forma

ald

at
donde p es la densidad del fluido (masa por uni-
dad de volumen), p la presién esférica en la par-
ticula y ¢ el tiempo.

Podemos expresar la condicién de conservacién
de la masa mediante la ecuacién de continuidad,

+ (U - grad) U = -—-—lp- gradp + g (Al)

_g_;:__*_U .gradp + pdivll =0 (AZ)-

Supondremos que es lineal la relacién entre el
cambio fraccional de volumen y el de la presién,
es decir,

dp P
= - A3
donde E. es una constante llamada mddulo volu-~
métrico de elasticidad, que en el caso del agua

en condiciones ordinarias vale 2.109 2006 x 105
ton/m?

Condiciones de frontera exactas. Por simplici-
dad consideraremos el caso bidimensional, ya que
para el tridimensional ¢l razonamiento es analogo.
Ademas supondremos A = 0. De esta manera de-
duciremos la aproximacién a las ecuaciones y
condiciones en la frontera. si la cortina se ajusta
a un estado de desplazamicentos scnoidal con el
tiempo.

Llamemos U, V las componentes de la velocidad
de una particula a lo largo de los ejes x, y (fig. 1).
Especifiquemos que las velocidades normales al
plano x. y, son nulas, con lo que hemos definido
cl caso bidimensional. En las fronteras se deben
cumplir las condiciones

V{x0¢) =0 pl{x.H + ht) = p, {A4)
L(0.y.t) = Aw cos wt U(L.y.t) = (A5)

plxy.0) = ps P (xp0) =0 (A6)

donde Aw es la velocidad maxima de traslacién
en la base de la cortina. H y L la altura y longitud
de la masa de agua en reposo, p, y pi la presidn
atmosférica y la hidrostatica respectivamente y h
la altura de la ola del liquido en movimicnto, con
respecto al nivel de reposo.

Deduccion de las aproximaciones. Procedemos
ahora a linealizar estas ccuaciones. Emplearemos
el método de las perturbaciones.

La idea fundamental de este método consiste en
considerar una familia de problemas dependien-

tes de un paramctro ¢ y su solucion [/ (x.y.te),
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plxg.te), p{xy.te) tal que la solucién parag = 0
es conocida (sca ésta Uppppo) y el problema co-
rrespondiente a ¢ = 1 es ¢l problema dado. Si
aproximamos el incremento por medio de la dife-
rencial tendremos

U=U+U:p=pun+pip=0p+9p (A7)

donde
— (%
=(%)., ;e

Fro_ ?_U——_ o aP) ’
U -_(8_8 )5;0’ p -_('3—5— ;.—0’ p

Obsérvese que para que la aproximacién (A7)
sea razonable, basta con que las derivadas de las
variables dinamicas con respecto a £ sean conti-
nuas y suficientemente pequciias.

Procediendo de esta manera a partir de las
ecuaciones de movimiento y de las condiciones
de frontera exactas, obtenemos para ', p" v ¢',
ecuaciones diferenciales y condiciones en la fron-
tera lineales, IEn particular, la familia de problemas
que consideramos estad descrito por las mismas
ecs. Al-6, excepto que deberemos reemplazar la
ec. A5 por

U(o.y.te) = eAw cos uit (A9)

Encontramos ahora, de las ecs. A9y Al,cone =0

U, = 0, grad p;, = pof (A10)

Debido a la baja compresibilidad del agua en
condiciones ordinarias, tomaremnos en esta etapa
del desarrollo la densidad po del agua en equilibrio
como constante, aunque esto no es estrictamente
cierto.

Derivamos ahora [a ec. Al con respecto a g y
calculamos para £ = 0 tomando en cuenta la ec.

A3, obteniendo

! 1
Qg:-—grad (p’/oo) = —-—gradp’ (All)
Po

y haciendo las mismas operaciones con la ecua-
cion de la continuidad (A2) se obtiene

-‘aa'%- -+ Po div U’ =0

pero segin la ec. A3,

= g’ p’
por lo que
o &'y dvtr =0 (A12)
Las ecs. All y Al2 implican ~
2,7 po_ 0%’
AVp——Ev T =0 (A13)

Aqui V? es el laplaciano ( 9 G )
ax? a:/

lnne sl L300 WA ot

S s Bt 3 et 1B

Condiciones de frontera aproximadas. Derive-
mos ahora las condiciones en Ja frontera (ec. A4),
la scgunda de las ccuaciones, A5 y la cc. A9 con
respecto a £ y hagamos ¢ = 0. Encontraremos

V' (x.0.t) = 0;
p (o) + .?’fil'f_ (eH ' =0 A(14)

U (0.y.t) = Aw cos wt (A15)
U(Lyt) =0 (A16)
donde

= (8/1/35)5;0

En vista de la ec. AlO, la scqunda de las ecs.
Al14 se transforma cn

p'(x.H.t) — pogh’ (xt}:O (A17)
donde g es la aceleracién de la gravedad.

Ademas en la superficie del agua se cumple que

dh dh

a T

Derivando esta ecuacién con respecto a ¢ y ha-
ciendo ¢ = O obtenemos V' = 3h’/3t que nos per-
mite escribir, en vista de la ec. Al7

V =

% (xH.t) — pogV’ (x.H.£) = 0

v por lo mismo,

8 p v’

(\II() pug—T_O (AIS)

Definiendo ]a funcién potencial de presiones ¢ por
og=p “(A19)

v recordando que g, es constante, la ec. All se
convxerte en

oo —a,—(l)'f— = -—gradg (A20)
La ec. A13 se convierte en
2 Yo g _ '
Vig — Eg o8 = 0 (A?l)

Por otro lado. definiendo la funcién potencial de
velocidades o tal que

U’:-—grad(o (A19)’
en la ec. All resulta
do P’
— grad —- 5 = grad "o
tendremos para ello
C d . a ,
p = pg—a% O O = pg—a% (AZO)
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La ec. Al12 se convierte en

: _
VZQ——%%:—.O (A21)’

donde se ha sustituido go = Yo/g: Yo es el peso
volumétrico del fluido, y las condiciones de fron-
tera correspondientes a (A21)’ son

by (x.0t) =0
do , do , ¢ _
T (x.0H,t) + QW (xHt) =0 (A22)
% (0,y.t) = — Auw cos wt (A23)

do _
Tx (Ly.t) =0 (A24)

Finalmente de la ec. A6 se deduce que

o(xy0) =0. 2% (xy0) =0 (A25)

Varios autores? 356 & 111215y 16 hap gsystituido
la segqunda de las ecs. A22 por

o(x.Het) =0 (A206)

que empleamos en la solucidon para simplificar el
problema. El error que se comete por este concepto
es pequeiio si A también lo es. como establecere-
mos mas adelante.

Podemos repetir el desarrollo anterior para cual-
quier configuracién que adopte la cortina defor-
mada, sicmpre que el angulo maximo de inclinacién
permita considerar despreciable V' tan § con res-
pecto a U, donde 9 es el angulo que forma la
normal con respecto al eje horizontal, de esta
manera estableceremos la solucién para un esta-
do de desplazamiento de la cortina definido por
(A — Ay/H) sen wt.

Solucion. Para estas condiciones en la frontera,
la solucién se puede obtener descomponiendo el
potencial ¢ en una parte estacionaria o periédica
@, Y otra transitoria @,. Es decir,

0 =0 -+ 0 (A27)
donde

Heo

/\"()[g) = COS$ A, ([‘.:L_})

e = »,;LIA- VBT sif o>, (A29.1)

(3)= o (57

Sar (X y
0 = 2.‘/\,,(,)),, (7:) €OS i, —f7- COS wt (A28)

bn = o Vit — B sip.> B (A29.2)
(= (2n_1)—;_i, B = ‘*’:’1 :%? (A29.3)
=123, ..

= veloc. dcl sonido en el agua = V' E,.g/ve
= periodo del movimicnto

E, = modulo de clasticidad volumétrico

A, = coelicientes de Fourier en ¢l desarrollo

o (%
_—_EA,,( ——) cos |_;.,,ij (A30.1)
x°0

n.1 ‘—a.l
por tanto
] (—)(A—a) —2
A, = 2L N sen donde
L\
)u;z = (7_—1') [Bz - llnz] (A302)

Podemos establecer directamente la solucién que
antecede aplicando el método de separacion de
variables en la ec. A21%. a la primera de las ecs.
A22 y a las A23, A24 y A26. Aqui también
pucde sustituirse (A — Ay/H) por cualquicr
clastica de la cortina, en cuyo caso sélo se modi-
fican los coclicientes A,,.

La parte transitoria debe satisfacer, ademas de
la ec. A2l, la condicidén .

?a% (x.00) = ar(xFH.t) =0 (A31)
donde se ha sustituido la equivalencia
90 (M) = ea(xt) =0
at
y ¢: debe cumplir las relaciones
d0: 00
5" (O.y.t) = E)Tz (Ly.t) =0 (A32)
0:{x.y.0) =- ~“§:l /\,,(uf,,(-;:') COS |4n —7y1 (A33)
do;
8‘:_ (x.4.0) =0 (A34)

Podemos obtener . mediante ¢l mmétodo de se-
paracion de variables, proponicndo como funcion
del tiempo cos 1,.,wt. Resulta entonces

T 2 oy L*—'.’C
Oy = "‘}u "-‘:lw"xu])mn COs Nvu (’ 'f"—> X
X s L, -y cos ot (A35)
donde
] [ -Z‘
tom = 2 - (N L (A36)
ﬁ \i " m L
N, = mn
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y las constantes £,, cstan determinadas por la
condicion

= fn (%) = EOB,..., cos N, (-l—,:—x—) (A37.1)

mo

valen

2).,,,
— Ny ()sen b
B (A37.2)
b ] Si N’”l = )v-uz

donde
LN, 1
)»nz = (7]') [B- - U"IZJ

DC esta manera obtenemos

Yo do

g dt

y dado o = w?A,/g resulta

I (P
ol — Ap ot .(A37'3)
Sustituyendo las ecs. A29 y A30 en la A28 ha-

llamos

[ () (A=)
1= (— 2wL) cos wt i\—"a — e X
L__ .
X €os Ay (—z—"'> COS phn 7%7” +
A
oo —\n A"‘“A =
L3 (=) ) T
e il senh A,
X cosh \, (—L—;—x) COS {1 —Iy;—J' (A37.4)

donde ng = 1 es el minimo valor del entero n que
hace i1, > B. Si ny = 1 la primera serie desaparece.
Ahora bien, dado que el movimiento excitador
tiene un desplazamiento Ajsenwt y una acele-
racion — Agw? sen wt = ag sen wt y que tomando

_ wH? A
—aoH = _g_._._
encontramos
A
—)"(A—A) -5
o wa (=27 )

L
A= 2vo 7 sen wt :{'1 Ay

e o s 1S et 3ot b TR TN 20 kN A, L (7 6 S ALY

-

. {L—x I
X €0y | == ) €OS fuy -y - -

I O R
’;.E ) Agt.h, senh ), X
X cosh ) !:2 cos qu, (A38.1)
"\ L Sty :

que constituye la solucion para el estado estacio-
nario.

Para la parte transitoria sustituyamos las ecs.
A37.1, 2 en la (A35) y tomemos en cuenta la
(A30.2). Oblendremos

o= (—2wl) X

—ymt [ ()n(A - a)- B
N [t)ma—a)- 2]

m-0 n-| p'u(l\7:uz )-1127 o x
L- x I
sNo [ =7 X cosu, -2 :
X cos ( I )cocu,, jq° €OS Tumtot

De aqui resulta. tomando

L= (-{;—) (3%~ f)

1
.2 [emas a2
xm};o n;.l—' o uu(an T

X Tam €OS N, (-IT-E——"> e

X €Os [L, —%— Sen Tpalul (A38.2)
La solucién completa nos queda en la forma
Y R < I 1 1
aH = ol T (A38.3)
Podemos obtener la solucién que corresponde

a la condicién L/H = oo directamente de la ec.
A37.4 para el caso estacionario:

01:,'_—1 = {- - 2ygsen wr) X
i (~~—)”(A---~A)—~£'- ;
S 5E R ° B C9PY2Y A
X R A e €05 n 17 (A38.4)

donde %, = V> — B’ La expresion es valida si
> B. Para A = 0 esta solucién concuerda con
la encontrada por Westergard (1933).

Si suponemos el fluido incompresible, de ma-
nera que L, = o, resulta § = 0. De aqui, para
L/H = < hallamos
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&% = (— 2ypsen wt) X
(—)"(A—a)—2

n=l Ao[J.,,Z .

e]‘o‘/” x

X COS L, —)%- {A38.4)’

Presas en arco. A continuacién nos referiremos
al caso de una cortina cuyo paramento de aguas
arriba es vertical, con traza de arco circular, cuan-
do el vaso es finito, de longitud L. Supondremos el
vaso limitado por laderas radiales y por un cilin-
dro circular recto. Obtenemos la ecuacién diferen-
cial y las condiciones de frontera para la presién
hidrodinamica por el mismo proceso de linealiza-
cién gque para el caso de pantalla plana. Resulta
asi la ecuacion diferencial de onda si se toma la
funcién potencial de presiones g = p’

% 1 80’ 1 9
T 7 g0

3_26_ __x o
a2* gE, ot

las condiciones de frontera resultan:

(aao; ),-, = ayp cos § sen wt., (—%c:—)'_b: 0 (A40)

-2 (3.
rdl Jo=0 rdl Jo-0.

=0 (A39)

= — ayo sen O, sen wt (A4l)
do d'c do _
(az) =0 (ar +9;T:);=H—° (A42)

donde ¢ es el potencial de presiones; r.d.z son
coordenadas cilindricas (z la vertical): 0, es el an-
gulo central maximo descrito por el arco de la
cortina a partir del eje de simetria, 7, es el radio
del paramento mojado. Delinimos el movimiento
armoénico de la cortina mediante la ley de despla-
zamientos longitudinales (ag/w?) sen wt.
Para determinar la solucion hagamos

{A43)

donde g, toma en cuenta el movimiento de la cor-
tina y ¢; el de las laderas ¥

o = {01 + 02) aye sen wt

= E S, cos k, _IZ-T o) = ;.‘.lq,. cos k,,-;.T {A44)
n=] n=
y k, son las raices de '
k,tan k, = -‘i;—l = — “:: (A45)

Ademas,
a(r0) = £ AmQy, (10 L) cosimd  (Ad6)

Suird) = £ B Ry, (y,, _:_) cosld (A7)
[h)

mz0
b

52

o= 5 VETERS

B esta dada por laa ec. A29.3 v las j,, Y [ estan
determinadas por las condiciones:

{A48)

L
?.&“1,(‘{") a]"'-- " —
T or or

gl’_-:;(%_a_ ¥, () =0

ar dr (A49)

[,,,,,:—’:;—TE. m=1.2,... (AS50)

Las funciones Q; . R son combinaciones linea-
les de funciones Bessel del orden correspondiente
tales que sus derivadas se anulan para el valor
+nL/ro del argumento. Obsérvese que en vista de
la ec. A49 la derivada de Q; también se anula
para el valor de vy, de su argumento.

Las constantes A,, y B,. estan determinadas
por las condiciones '

( 8qn) —
ae =6 -

aS. _
(-—a—r—) W= d, cos 8

donde d, son los coeficientes de Fourier en el des-
arrollo

r
-—d,—sen§,
To

(AS51)

(AS52)

1 = dcosk

Es importante notar 2 que Q; son ortogonales
p q

v ademas cos k, z/FH también lo son 67 3l igual
que cos {,, 0.

Existe un sequndo método de solucién. En él.
en lugar de llegar a las ccs. A49 sc obtienen otras
analogas en las cuales las derivadas de las fun-
ciones de Bessel aparccen reemplazadas por las
funciones mismas. pero la solucién no se inter-
preta fisicamente como en cl primer método. Pro-
bablemente la valuacién de la presién dindmica,
mediante el método desarrollado en los parrafos
que antcceden, es mas simple que a partir de las
series a que llega Kotsubo V7

Posteriormente demostraremos que se simplifi-
ca la solucién del caso bidimensional para valo-
res grandes aff/A, debido a que podemos sus-
tituir la condicion de frontera de la ec. A42.2 por
(05/0z).enn =0 de donde resulta ky== y, =
={2n—1)%/2 con lo cual, d, = 2{—)"!/..

Consecuencias Je la condicidn Jde frontera cn la
superficie iibre. Cuando admitimos la condicién
de la ec. A22.2 la presion se expresa mediante la
serie

;H— = — 2“{0 H sen wt af{;:cn Kg
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b T T Y M e P AR S ikl N Pkl e St SR Y 2 i =3

L _—X . 3 y nu:l an
X €OS Ko( L ) cosh ko gt "2;, k<, sen K, X
L—x ) |
X cos Kn (""'[l—) cos }\n “11— -
“ au

—,,;E,:,,, k<, senh K, X

L—x oy
X cosh K, ( T ) cos k, 7:1—} (A53.1)
con A=0
donde
o ko senh ky
%o = ko 4+ senh kg cosh kg
- k,sen k,
On = k, + sen k, cos k,
k. y ko son las raices de la ecuacién trascendente
katan k, = — w?H /g. Este punto se discute en el
siguiente parralo. Ademas
L
Ko:-H— VBZ—*-koz
L

Ki=- VE—FZ 1<n<n—1
KH=7€1_' anz""Bz ﬂ>n°

ng 2 1 es el minimo valor entero que hace k&, > 8.
Si ng = 1 la primera serie desaparece.

La condicién de Poisson que expresa la sequnda
de las ecs. A22 se verifica con todas las raices
k. de la ecuacion trascendente !¢

_ wH H
k,,tanlsn=—-—-——g ———-aﬁ;‘—
27?2 [H\? 4.03 f H\?
- __(E}__CI)._ (T> =10 (-T-) (A54.1)

donde o =w?A¢/g es la amplitud de la aceleracién
que experimenta la base de la cortina, en términos
de la aceleracién de la gravedad, y A, es la am-
plitud del desplazamiento correspondiente.

Sik, = p, = (2n—1)x/2 la condicién de fron-
tera A22.2 equivale a la condicion A26. Susti-
tuyendo k, = y., en la ec. A54.1 notamos que
wH/g = aH /Ay = . Ademas, al hacer que k,
tienda a p, el limite de af{/A, resulta también
infinito.

La ec. A54.1 tiene ademas de las raices &, la
raiz compleja ik, que satisface la relacion

wH H

y que, como sefialamos antces, representa una con-
dicion de oscilacion libre del oleajc en la super-
ficie.

En lo que siguc estableceremos limites entre los
que debe hallarse all/A,. para que las soluciones
que resulten de considerar u omitir el movimiento
de la superficic libre del agua suministren un crror
pequeiio en el calculo del empuje total. Con este
fin tomaremos k, = p, + €, en la ec. A54.1. Re-
sulta asi {p, + €,) cose, = ald/A,.

Aceptaremos tonservadoramente que ambas so-
luciones convergen para el término de orden s de
las sumas. Podcmos entonces limitar g, de tal for-
ma que el error relativo que cometamos al sustituir
la tangente por e} angulo resulte pequefio. Si de-
cidimos que el error relativo no exceda 5 por ciento,
£ < 0.4, por lo que tendremos .

un + €s
En

(A54.3)

H .
—=g——Sin<s
Ao =

De esta manera, para s = 10 por ejemplo, resulta

s+ e (2X10—1) (w/2) + 04
€ 0.4

de donde ali/A, > 76.

Con esto, k, < y1, + 0.4 si n < 10. Este valor dz
s es, en general, un limite superior para todas las
presiones calculadas que aqui se citan.

Comparando las scries de las ecs. AS53.1 y
A38.1 para A = 0 y de comparar los dos primeros
términos concluimos que, si g, € 0.4, el error re-
lativo en el calculo del empuje hidrodinamico es
menor que el error que introduce tomar la tangente
por el angulo, error que vale 5 por ciento.

2

En vista de que aH/A, = (4.03/H) (H/T)3
aun para valores muy elevados de la altura de la
presa (digamos hasta para H = 400 m), afl/A,
sera mayor que 76 cuando H/T exceda 87 m/seq.
Por tanto, si el error relativo no ha de exceder
5 por ciento en el calculo del empuje hidrodina-
mico se requeriria que las serics de las ccs. A38.1
y AS53.1 fueran de convergencia extraordinaria-
mente lenta como para necesitar mas de 10 térmi-
nos del desarrollo. Pero los cilculos realizados
hacen concluir que en la primera de estas scrics
basta con tomar menos de 10 términos y que la
segunda serie es mas rapidamente convergente que
la primera.

En atencién a las consideraciones que antece-
den y a que el efecto de la compresibilidad del
liquido es insignificante para relaciones H/T me-
nores que 100 m/seg, en el analisis que sigue,
cuyo objeto es acotar el error relativo que intro-
duce el tomar la condicién de frontera de la ec.

kotanh kg = — = & - (A54.2) A26 en lugar de la que conticne la (A22), com-
g 0 pararemos ambas series entre si despreciando los
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efectos de la compresibilidad del agua. Tomaremos
el movimicnto de la cortina como de traslacion y
admitiremos una longitud finita del vaso.

Sean
@ . &
U= ol 17 aH7y,
donde Q y Q representan los empujes hidrodina-
micos para un liquido incompresible; el primero
corresponde a nivel fijo de la superficic libre y el

segundo toma en cuenta el oleaje. Entonces, para
un mismo instante

q= i 2 tanh ;.L;.L/H (A55.1)
n=1 1979
s 2 . -
g= % 2 sen? k, tanh k,L/H (A55.2)

net knl (K, 4+ sen k, cos k)

De-estas dos series concluimos que ¢ < g por ser
cada término de la cc. A55.1 mayor que el corres-
pondiente de la (A55.2).

En los casos calculados en que empleamos la
ec. A38.2, que corresponde a liquido compresible,
necesitamos menos de 10 términos para lograr la
convergencia de la serie. Con el objeto de estimar
el nimero de términos requeridos en el caso de
liquido incompresible acudiremos a la ec. A55.1
y lijaremos arbitrariamente L/H > 2. Con esto

tendremos tanhy, L/H =1y

2 2t i

U-nl - v onm=1 (2"-——1)3
Dado que 2*/%* = 0.516, tendremos

q= X
n=1

. 1 ! 1
q—0.516(1 +—§7*'+—l'2—5‘+ v e +—'2—1§7—+ ...)

Tomando 7 términos obtenemos gq = 1.050520
contra el valor exacto de la serie, 1.0518000. El
error relativo proveniente de omitir los términos
de orden superior al séptimo vale, por tanto, 0.12
por ciento.

La serie de § es mas rapidamente convergente
que ésta. Por ende el error que introducimos al
cortarla en el séptimo término es menor que 0.12
por ciento. Al sustituir taneg, por ¢, introducimos
un error de 5 por ciento. Por consiguiente, al to-
mar sélo 7 términos de la serie y a la vez sustituir
tan g, por g, introduciremos un error que, cabe su-
-poner, tampoco excederd 5 por ciento. Ahora bien,
de la relaciéon (us + &) ¢ = afl/A, con g, = 0.4
y s = 7, tendremos aff/A, > 60. Con satisfacer
esta condicién estaremos asegurando que el error
relativo en el calculo de Q no excedera 5 por
ciento. Esta condicién es

H__4.03(I—1)2 60
CEL="H\T)”

de donde,

f;, > 42VH

Cuando ¢, = 0.76, ¢l error relativo que come-
temos al tomar el angulo por la tangente es del
orden de 20 por ciento. Para crrores limitados a

este valor encontramos H/T > 2.6 vVH.

Frecuencias criticas. Cuando adoptamos la con-
dicién de Poisson en la frontera libre del liquido
las raices k, satisfacen la ec. A54.1 y la expresion
para A, (ec. A5) difiere de la ec. A30.2. No
obstante, en el depominador sigue aparcciendo el
factor sen )., Por tanto las frecuencias criticas,
que corresponden a la condicién A, = e, se pre-
sentan cuando sen A, = 0. Ello da lugar a la ex-
presion

H a\H | N LN
=2 ()TN (3) Gr)
m=012 ... (A56.1)

para definir los valores criticos de H/T.

Esta expresion resulta independiente de la elas-
tica de la cortina.

En la ecuacién que antecede, a es la velocidad
del sonido en el liquido. Para el agua, a/4 =
= 359.6114 m/seg. Asi, para m = 0 y dado que
k, son las raices de A54.1, empleando la cc. A56.1
obtenemos

4.03/a\?, k.
k,tan k, = — —H~(T) 4 —
de donde, sustituyendo el valor de a,
663,563
tan k, = — —H

Por tanto, ky == n/2, k; = 3n/2, ky = 57/2,...:
ko= (2n—1) —’2‘— + €n = P + 4

Al sustituir en la ecuacién anterior nos da

cot &, = @37;@ (A56.2)

de donde ¢, = H /663563, que es despreciable al
lado de p,. y lo mismo ocurre para g, en compa-
racion con .. Podemos, pues, escribir con sufi-
ciente precision

£ (3 e T e

definiéndose asi las resonancias por ondas de
expansion (o compresion) en un vaso rectangu-
lar; sea cual fuere la condicién de frontera en la
superficie libre del liquido y en las paredes ver-
ticales, de acuerdo con la teoria lineal empleada
en el caso bidimensional.
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