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ABSTRACT

The ranges of applicability for approximate theories of leaky aquifer
mechanics are established. The approximate theories considered are those of vertical flow
in the aquitard, of zero draw-dow1.-in the unpumped aquifer. Hantush’s approximations for

small and large values of time, and Herrera and Figueroa’s approximation.



RESUMEN

Se establecen los intervalos de aplicabilidad para las principales teorias
aproximadas de la mecdnica de acuiferos semiconfinados. Se consideran las hipdtesis de
flujo vertical en el acuitardo, la de abatimiento nulo en el acuifero no bombceado, las solu-

ciones de Hantush para tiempos cortos y largos, y la aproximaciéon de Herrcra y Figucroa.



1. ANTECEDENTES

En la interpretacion de los datos obtenidos tanto en pruebas de bombeo
como en estudios regionales de acuiferos, se hace uso de modelos desarrollados por diversos
investigadores. Para acuiferos totalmente confinados existe la solucion de Theis: para los
semiconfinados, las de Hantush y Jacob y las de Hantush? de tiempos cortos y de ticmpos
largos. En los Gltimos afios se han desarrollado las soluciones de Neuman y Witherspoon3?$
y los modelos de Figueroa y Herrera.6 28

Todos ellos s¢ han planteado con base en diversas hipétesis y existe una
considerable incertidumbre respecto a su intervalo de validez. Para hacer uso en forma efec-
tiva y segura de los datos geohidrolégicos, se requiere conocer con precision la aplicabilidad
de las teorias que se utilizan. De este conocimiento depende, en muchos casos, que las
predicciones del ingeniero tengan concordancia aceptable con los resultados de las observa-
ciones de campo. En los ultimos afios ha habido un volumen considerable de trabajo desti-
nado a este tema, por lo que era importante sintetizarlo y complementarlo en los aspectos
que lo requerfan, asi como dar a conocer los resultados en sus fases mas relevantes a quienes,
en el pafs, llevan a cabo actividades geohidrologicas. Ademas, investigadores nacionales, con
auspicios de la Secretaria de Recursos Hidrdulicos, han desarrollado métodos cuya aplicabi-
lidad debe establecerse con mayor precision y estd estrechamente relacionada con la apli-
cabilidad de la teorfa de Hantush para tiempos grandes.® ¥ 10



Gran parte de los acuiferos del Valle de México son semiconfinados y
multiples, por lo que las tcorias correspondientes tiencn especial relevancia para el conoci-
miento dc la hidrologia del mismo y prever la evoluciéon de los asentamicentos que sufre cl

suclo de la ciudad dc México.

- ”, - I . & ’
Por lo anterior, la Sccretaria de Recursos Hidrdulicos contraté cl pre-
sente trabajo, en el cual se trata de sintetizar el estado actual del conocimiento acerca de
la aplicabilidad de las teorias de acuiferos semiconfinados y s¢ complementa  con investi-

gacioncs originales en aquellos aspectos en que ha sido necesario,

En la primera fase del estudio sc llevd a cabo la rccopilacion bibliogri-
fica, que incluy6 una lista de titulos (Apéndice 1). A continuacion, los resultados obtenidos
de la literatura internacional especializada fucron evaluados criticamente,determindndose los
puntos que cra neccsario clucidar mediante investigaciones adicionales. En este informe se
presenta una sintesis formada, cn parte, por conodjmicptos de la literatura consultada, y
¢n parte por los resultados de investigaciones bdsicas que se emprendicron cn apoyo de los
trabajos motivo de este contrato. En cada caso se sciala la fucnte del material incluido.

2. TEORIAS DE ACUIFEROS

Por sistema de acuiferos semiconfinados, se enticnde una estructura
formada por varios mantos permeables y porosos. tales como arcnas., separados unos de
otros mediante estratos menos permcables, como urcillus._ Los primeros se conocen como
acufferos principales y los scgundos como estratos semiconfinantes o acuitardos. Para ser
mds prccisos y para lograr mayor sencillez, solamente serd considerado ¢l caso ¢n que el sis-
tema estd formado por dos acuiferos principales separados por un acuitardo (fig 1). Sin
embargo, gran parte de los hechos bisicos se encucentran contenidos cn el comportamicnto
de este sistema fundamentat, y ¢l criterio del ingeniero permitird frecuentemente deducir la

manera cn que los mismos pueden ser aplicados a sistemas mas complejos.

El grupo de acuiferos de la fig 1, estd controlado' Y 2 por el sistema de¢
ecuaciones
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En el cap 4 se presenta el significado de todos los simbolos. En particu-
lar. s, (i = 1, 2) y s denotan los abatimientos en los acuiferos principales y en el acuitardo,
respectivamente. Los promedics de los abatimientosss, (1 = 1, 2) satisfacen el sistema
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En la mayor parte de los casos de interés practico, el abatimiento en los
acuiferos principales varia poco en direccion vertical, por lo que en cada seceidn es aproxima-
damente igual a su promedio. Tal vez ¢l caso mis importante en que esto no ocurre, €s en
las cercanias de un pozo parcialmente penetrante. Hantush'? ha demostrado que para un
acuifero isotropico totalmente confinado, si ¢l pozo parcialmente penetrante se encuentra

cn el acuifero 1, basta que

> 1.5 (3)




para que s, se pueda aproximar satisfactoriamente por su promedio. En este caso, en

vista de las ecs 4, ¢l sistema de ecs 1 a 3 puede sustituirse por

a2 . q 3
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ademas de la ec 1b.

En caso de que la permeabilidad del acuitardo sea mucho menor que la
permeabilidad de los acuiferos (propiedad que caracteriza a los acufferos semiconfinados),
es plausible esperar que el flujo en el acuitardo sea predominantemente vertical; Hantush?
ha desarrollado una teoria basada cn la hipoétesis de flujo estrictamente vertical en ¢l acui-

tardo, llumada Teorfa Modificada de Hantush, en la cual la ec [b es sustituida por

2 v
g°s _ 1 Os (8)
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Por lo mismo, el sistcma de ccuaciones que define la  teorfa modificada
de Huntush estd formado por lasces 6 a 8.

6 a8

Posteriormentce, Figucroa, Herrera y Rodarte demostraron quc dicha

teorfa también podia caracterizarse por el sistema de ecuaciones integro-diferenciales
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cuando los abatimientos son nulos inicialmente.
Los sistemas dc¢ ecuaciones se simplifican considerablemente cuando

¢l abatimiento en ¢l acuffero 2 es nulo o al menos despreciable. En tal caso, el sistema de

cesOG a8 sercduceal Ga, 7ay 8, vy

S (x, vy, b, ) =0 (10)

En forma andloga, el sistema 9 se reduce a
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Herrera y Figucroa? Y®  desarrollaron un modelo simplificado cuyo
manejo numeérico es considerablemente dencillo; se obtiene cuando las funciones f y h se

UPTOX iman por

fy =1 + —13-— S(t" (12a)
‘ 1
h(thy = H (&' — T) (12b)

donde & y H son la funcion delta de Dirac y la funcién escalon de Heaviside, respectiva-

mente. De esta manera, el sistema 9 se transforma en
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Las ecs 13 toman en cuenta la capacidad de almacenamiento del
acuitardo. Sin embargo, un modelo mds simple que no considera esa capacidad fue desa-
rrollado por Hantush!® en 1967

9%s, 9%s, 1 s,
= + 377 —C;s, + C, 52- '= ——-—al Y (14a)
92 S, a?%s, ’ - ' ] as,
Py + 372 — C2 s, + Cl s, = —gz— oY (14b)

Cuando los abatimientos en el acuffero 2 pueden despreciarse, el

sistema 13 se transforma en

3%s, 9%s, i os
1
ox2 dy? 15 ac, at (1%)

Hantush y Jacob! utilizaron el sistema 14 para resolver el problema de
un pozo que se bombea en el acuifero 1, a descarga constante. En la solucion despreciaron
el abatimicnto en el acuffero no bombeado, por lo que la ecuacidon que emplearon fue

9%s, N 0%s, e 1 s,
ax2 oy? 1 % a, ot

(16)

Aunque las ecs 13 a 16 no proporcionan directamente los abatimientos
en el acuitardo, se puede usar la ec 9c¢ o alguna version simplificada de la misma para

obtenerlos.

Hantush? utilizé6 su teorfa modificada para obtener soluciones en
el problema de un pozo que se bombea a gasto constante en el acuifero 1 cuando el



abatimiento en el acuifero no bombeado es nulo. En este caso, el sistema 6a, 7a, 8 y 10,
o alternativamente el 11, debe complementarse con las condiciones iniciales

S, (x,y,0) = 8" (x,y,2,0) =0 (17a)
Y las condiciones de frontera
os
1 Q
Iim — 17b
sho | ar 27T, (7t
Iim s, = O (17¢)
Y > co

Para este problema, Hantush?Y!? obtuvo dos soluciones asintsticas,
una vilida para tiempos largos y otra para tiempos cortos. Sc ha demostrado® que la
solucién para tiempos largos satisface la ec 15, desarrollada por Herrera y Figuerca,® y

que la correspondiente a tiempos cortos satisface la siguiente versién modificada de la
ec 11a

0%s, 9%s, t 3s, 1 ds,
+ - C Ly, t — 1) f(a'T/b?) dT = —— ——— 18
P 5y’ C, fo o (x, ¥y ) fla’7/b™) d7 a, o (18a)
donde ’ 1
£, (t) = (v t)" 7% (18b)

La solucién de Hantush!? para tiempos largos esta dada por

Q- R?
SO = oy Wi o ()
1 ac
Y la de tiempos cortos por
- 1 B,
s, (r, t) = —-—(—2———- f — €Y erfc ]] dy 20)
- 47T, %tDl y y(4tDl y-—-1)

En lo- sucesivo se hard referencia a las ecs 19 y 20 como la solucion
de Hantush para tiempos largos y para.tiempos cortos, respectivamente.



3. APLICABILIDAD

En la teorfa desarrollada anteriormente, se ha visto que en la mecanica
de acuiferos semiconfinados, que son los que tienen mayor importancia en aplicaciones al
Valle de México, s¢ han usado numerosas aproximaciones para tratar los diversos problemas.
Aquf se discutird la aplicabilidad de cada una de cllas, para lo cual se cldsificarian de la
manera siguiente:

a) Flujo vertical en e! acuitardo

b) Abatimiento nulo en ¢l acuifero no bombecado
¢) Solucion de Hantush para tiempos cortos

d) Solucion de Hantush para tiempos largos

e¢) Aproximacion de Herrera y Figueroa.

El grado de¢ conocimicnto "de las diversas hipotesis varia, ya que cn
algunos casos existen andlisis de errores bastante précisos, mientras ¢n otros se carece
de ellos. Las aproximaciones b a ¢ pueden interpretarse como aproximuciones en las fun-
ciones de memoria, lo quec resulta un auxiliair valioso para ¢l criterio ingenieril, ya que
proporciona imdgenes intuitivas que dan informacion acerca de la aplicabilidad que puede
esperarse para las diversas tcorfas. A continuaciéon se prcsentfl una sintesis del estado actual
del conocimicento tal como se establecio en ¢l presente trﬁbajo. En el Apéndice 2 se incluyen
reproducciones de las investigacioncs que sc realizaron en apoyo de los objetivos plantcados

en este contrato®: 14y 18

3.1 Flujo vertical en el acuitardo

Esta hipotesis,que fue originada por ilantush y Jacob' y posteriormentc
incorporada en forma mds sistemdtica por Hantush? c¢n su tcoria modificada, puede scr
usada para dar una definicibn matemitica de los acuiferos semiconfinados. Cuando se
adopta cste punto de vista, un sistcma de acuiferos es semiconfinado si los acuiferos princi-

pales cstin scparados por acuitardos en los cuales c¢i flujo pucde tomarse como vertical.

“En vista de las ecs 2 y 3, debe esperarsc.tal comportamiento cuando
la permeabilidad del acuitardo es mucho menor que la de los acuiferos principales. En
efecto, en ese caso la velocidad horizontal en ¢l acuitardo es necesariamente mucho menor
que cn los acufferos principales, al menos en las superficics que los separan, ya que la ley de

Darcy, en presencia de las ecs 2, implica:
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La hipotesis de flujo vertical en el acuitardo puede aplicarse a gran
niimero de problemas de interés en hidrologia subterrdnea. Cuando es factible, los modelos

w

se simplifican considerablemente. Neuman y Witherspoon®Y® han hecho un anélisis
muy amplio de la aplicabilidad de¢ esta suposicidn, y sus resultados se resumen de la manera

siguiente: - L

1. El error depende ¢nun grado mucho mayor del contraste de permeabilidades
entre los acufferos y el acuitardo que de los espesores de los acuiferos.

2.  Cuando las permeabilidades de los acufferos son al menos tres 6rdenes de
magnitud mayores* que la permeabilidad en el acuitardo, los resultados obtenidos con esta
hipétesis son aplicables a todas las partes del sistema, para todos los valores de interés
prictico del tiempo de bombeo. En puntos del acuitardo situados dentro de un radio de
9 m de los pozos de bombeo, pueden llegar a obtenerse errores que no exceden de! 5 por
ciento. Cuando los contrastes de permeabilidad son mayores que tres 6rdenes de magnitud,

estos errores son imperceptibles:

3.  Cuando las permecabilidades de los acuiferos son dos o6rdenes de magnitud
mayores que la permeabilidad del acuitardo, los resultados obtenidos con esta hipotesis
son aplicables a todas las partes en ¢l acuifero bombeado, para todos los valores de interés
prictico del tiempo de bombeo. En puntosdel acuitardo que se encuentren a una distancia
radial de mis de 3 m de los pozos dc bombeo, s¢ pueden tener errores hasta del 5 por
ciento. Para puntos en cl acuitardo que estén a mis de un metro de los pozos de bombeo,
los errores no exceden de 10 por cicento, pero aumentan riapidamente en puntos mas cerca-
nos a los pozos. En el acuifero no bombeado los errores son menorcs de 5 por ciento,

excepto en la vecindad inmediata de los pozos.?

* Por un orden de magnitud mayor aqui se entiende que el cociente de los valores numéricos dc la propicdad

considerada es 10. Por ejemplo, tres 6rdenes de magnitud mayor significa que dicho cociente es 103,

+
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4. Cuando las permeabilidades de los acuiferos son un orden de magnitud
mayor que la permeabilidad del acuitardo, los errores provocados por el uso de esta hip6-
tesis en puntos cuya distancia a los pozos de bombeo es mayor de 30 m son menores del
10 por ciento en el acuitardo y menores del 5 por ciento en los acuiferos, para valores
de interés prdctico del tiempo de bombeo. Estos errores aumentan en puntos mds cercanos

a los pozos de bombeo.

5. Cuando el contraste de permeabilidades entre acuiferos y acuitardo son
menores de un orden de magnitud, el sistema de acuiferos no puede considerarse como
semiconfinado y carcce de sentido hablar de acuiferos y acuitardos.

6. Para tiempos cortos de bombeo, los errores son sensiblemente independientes
del contraste de permeabilidades entre los acuiferos y el acuitardo.

7.  El error aumecnta con el tiempo de bombeo y disminuye con la distancia a

los pozos de bombeo. Es mdximo en el acuitardo y minimo en el acuifero bombeado.

Aunque los resultados de Neuman y Witherspoon enunciados antes
hacen ver que existen situaciones en que la hipétesis de flujo vertical en el acuitardo puede
tener limitaciones, sin embargo, la aplicabilidad de la misma es tan amplia, que puede tomar-
se como base para caracterizar los acuiferos semiconfinados. Por ello las diversas tcorias de
acuiferos semiconfinados la han incorporado y cn las secciones referentes a la aplicabilidad,
se supondrd tiacitamente que s¢ cumple. Consecuentemente, la aplicabilidad de las teorfas
que se discutirdn no podrd ser mds amplia que aquella en que la hipotesis de flujo vertical da

resultados satisfactorios.
3.2 Abatimiento nulo en el acuifero no bombeado

Los trabajos de Neuman y Witherspoon®Y*® constituyen contribuciones
fundamentales para establecer la aplicabilidad de csta suposicion. Ademads, hay antccedentes

importantes®Y 17 de los mismos autores, que son también informativos sobre esta materia.

La conclusiéon principal de Neuman y Witherspoon® es que el abati-
miento en el acuifero no bombeado puede tomarse como nulo al calcular los abatimientos

en el acuifero bombeado y en el acuitardo, siempre que

t" < 107! (22)
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Por 1o que respecta al acuifero no bombeado no proporcionan informa-
cidn, ya que consideran que para todo tiempo el error cometido es inaceptable. Sin embar-

go, observaron® que los crrores implicados por csta hipétesis dependen notablemente de

-
[
[¢]
172
o]
[¢)
[¢]
C
o]
1

ias propiedades de los acuileros, aun cuando no se reflejd en la cc 22, la cual estd

da Gnicimente en términos de propicdades del acuitardo.

Por lo anterior, se emprendicron algunas investigaciones basicas en
apoyo de los trabajos motivo de este contrato®?¥Y'® que permitieran elucidar estos puntos.
Sc llevd a cabo cl anadlisis del error y con base en él se establecio la aplicabilidad de esta
suposicion.  Definiendo como error relativo en cada uno de los clementos del sistemua de
acuiferos al error en ¢l abatimiento en ese elemento dividido entre ¢l abatimiento en el
acuifero bombeado, se obtiene que en cada uno de los elementos la teoria es aplicable para
ticmpos menores que un cierto tiempo limite que varfa segan el clemento considerado. Si
se define como intervalg de aplicabilidad aquel para cl cual los errores relativos son menores
de 5 por ciento. dicho intervalo se caracteriza de que t” sea menor o igual que los valores

dados en la tabla 1.

TABLA 1. LIMITE SUPERIOR DE LOS TIEMPOS EN LOS CUALES EL ABATI—
MIENTO EN EL ACUIFERO NO BOMBEADO PUEDE DESPRECIARSE

a. En el acuifero bombeado
[£3
a 22 107 10° 10" oo
10° 1.23 0.54 0.43 0.40
10! 9.96 0.43 0.34 0.33
oo . 0.93° 0.40 0.33 0.32
b. . En el acuifero no bombeado
o 107 10° 10' =
t 0.50 0.16 0.11 0.10
C. En el acuitardo, ¢ = 0.2
“a2 107! 1Q° 10! oo
a1
10° 1.10 0.44 0.34 0.33
10! 0.88 0.40 0.32 0.31
el 0.87 0.39 0.31 0.30
d. En el acuitardo, ¢t = 0.5
“a2 -1 o 1
a.q 10 10 10 o
10° 0.88 0.32 0.23 0.22
10! 0.80 0.31 0.23 0.22
o0 0.79 0.31 0.23 0.22
e. En el acuitardo, ¢ = 0.8
(43
ag 22 107" . 10° 10! oo
— 700 0.68 0.22 0.15 0.14
oo 0.65 0.22 0.15 0.14
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3.3 Solucién de Hantush para tiempos cortos

Cuundo Hantush? desarrolidé su solucion aproximada, definié su apli-

cabilidad como aquella ¢en que sc cumple la condicion:

9]
98}

<< 107 (2

Posteriormente, Neuman y Witherspoon®Y® observaron que cse interva-
lo podfa ampliarse un poco, sin llegar a establecerlo con precision.

Consccuentemente, se emprendicron algunas investigaciones bdsicas
tendientes a precisar dicho intervalo de aplicabilidad® Y '®  y cn este caso también fue
posible hacer un andlisis mds o mcenos exhaustivo del error. Definiendo nuevamente el
intervalo de aplicabilidud como aquel en ¢l cual el error relativo es menor del S por ciento,
se obtuvo que cn el acuffero bombeado, la solucién de Hantush® para tiempos cortos cs

oG T P PV T a1 PRI,
¢ cuando t C5 IMEnor quc fos valores dados en ta tabia 2

d Debe observarse que la
solucién de Hantush presupone que ¢l abatimicnto en el acuifero no bombeado es nulo,
por lo que su aplicabilidad estd adicionalmente restringida por esta condicidon que fuc

discutida en 3.2.

TABLA 2. LIMITE SUPERIOR DE LOS TIEMPOS EN QUE LA APROXIMACION
DE HANTUSH PARA TIEMPOS CORTOS PUEDE APLICARSE

a 100 10! oo

al . J

t’ 053 0.41 0.40

3.4 Solucidon de Hantush para tiempos largos

El intcervalo de aplicabilidad dado por Hantush? para su solucién dc
tiempos largos estd definido por

t = 5 (24)

Neuman y Witherspoon®Y ¥ obscrvaron quc también e¢n este caso cra

posible amnpliario, pero no Hegaron a cuantificar dicha ampliacion,
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En las investigaciones llevadas a cabo en apoyo del proyecto, se

establecié que el Iimite inferior para los tiempos de aplicacidén de esta soluciéon aproximada

depende de la distancia adimensional R al pozo y del pardmetro adimensionat

3a
a

Qe = 5 (25)

a

En un intervalo considerable de valores de¢ estos pardmetros, dicho
Ifmite es veinte o mds veces menor que el predicho por Hantush, aunque crece con la
distancia R y es posible que para R suficientemente grande los valores predichos por
Hantush lleguen a ser demasiado optimistas.

En ld fig 2 sé presentan los Iimites inferiores de t' en que la teoria de
Hantush es aplicable paraa, = 0.9, 1.8 y 2.7. Debe observarse que @, . nunca es mayor
de 3, por lo que estos valores cubren una regién suficientemente amplia.

Nétese que esta teoria supone un abatimiento nulo en el acuifero no
bombeado, por lo que las observaciones finales de 3.3 también son pertinentes aqui.

3.5 Aproximacion de Herrera y Figueroa

El método aproximado de computo desarrollado por Herrera y
Figucroa®y 7 simplifica considerablemente los cdlculos necesarios'* para su aplicacién, ya
que desacopla el sistema de ecuaciones diferenciales involucradas. Aunque es una teoria
aproximada, es mds refinada que las propuestas por Hantush y Jacob,'¥ 13 pucs toma cn

cuenta el almacenamiento en el acuitardo.

De acuerdo con los resultados obtenidos ¢n su aplicacién,“‘ es adecuada
para predecir el efecto de la interacciéon de los acufferos. Se le puede considerar como una
generalizaciéon de la aproximacién de Hantush para tiempos largos®21° que elimina la
hip6tesis de que el abatimiento en el acuifero no bombeado es nulo. Los tiempos t’ de
aplicabilidad para el caso de un pozo estdn, por lo mismo, limitados inferiormente por los
valores dados en la fig 2, pero no limitados superiormente, ya que no supone abatimiento

nulo en el acuifero no bombeado.
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4. NOTACION

£(t")
fg (t)

h(t")

Kf

Espesor del acuifcro i-ésimo (i = 1, 2), L
Espesor del acuitardo, L
K/T,b" i=1,2),L7

2 ’ i oo .
142 X et = [1+ em?/t’ ]

e (r )%

+

=]
it
-

(m t’)'l/2

1 4+ 2 X (= 1)n en?e2v
n=1

Permeabilidad del i-ésimo acuifero, L/T

Permecabilidad del acuitardo, L/T

Gasto del bombeo en el acuifero 1, L’/T

Distancia radial al pozo de bombeo, L

S, by, capacidad de almacenamiento del i—é-si;no acuifero
S, b’, capacidad de almacenamiento del acuitardo
Almacenamiento especifico del i-ésimo acuifero, L
Almacenamiento especifico dcl acuitardo, L
Abatimiento en el i-ésimo acuifero, L

Abatimiento promedio en el i-ésimo acuifero, L
Abatimiento en el acuitardo, L

Tiempo, T

a’'t/b"? , tiempo adimecnsional

K, b;, trasmisibilidad del i-ésimo acuffero, L* T
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e" nZ 2 a'l/‘b' e
sen 7 z/b’

8

wz, 8y 1 — z/b"— 2
n=1 nmw

Velocidad en los acuiferos y en el acuitardo, respectivamente, LT}

T4
W(p, q) f ;/ exp (—y — q?/4y), funcién de pozo para acuiferos semiconfina-
P

dos, L

X, ¥, z Coordcnadas, L

a, Ki/Ssi, difusividad hidrdulica del i-ésimo acuifero, 1.2 T}
a’ K'/S;, difusividad hidrdulica del acuitardo, 1.2 T
3T,
. —_— L2 T-l
ei 38, + &
S/
a,; —S——
1
3 a,
aac 3+ a‘ll
r K’ S:,
B, '
4 bi Ki Sxi
4 7/b’
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