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UN ANALISIS DEL METODO DE GRADIENTE CONJUGADO
POR

ISMAEL HERRERA-REVILLA

1. INTRODUCCION. - El1 método del gradiente conjugado ha recibido
mucha atencién y ha sido ampliamente utilizado en afios recientes.
Aunque los pioneros de este método fueron Hestenes y Stiefel
(1952), el interés actual arranéa a partir de que Reid (1971) lo
planteara como un método iterativo, que es la forma en que se le
usa con mayor frecuencia en la actualidad.

El método del gradiente conjugado (CG) se aplica a la
ecuacién Au = b, cuando A es positiva definida y simétrica. Sin
embargo, en la Seccién 4, presentamos una forma de aplicar esta
clase de procedimientos en el caso en que la matriz 4, no es
simétrica.

La idea basica en que descansa el método del gradiente
conjugado consiste en construir una base de vectores ortogonales y
utilizarla para realizar la busqueda de la solucién en forma mas
eficiente. Tal forma de proceder generalmente no seria aconsejable
porque la construccién de una base ortogonal utilizando el
procedimiento de Gramm-Schmidt requiere, al seleccionar cada nuevo
elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada
uno de los vectores construidos previamente. La gran ventaja del
método del gradiente conjugado radica en que cuando se utiliza
este procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un
nuevo miembro con respecto al ultimo que se ha construido, para que
automaticamente esta condicidén se cumpla con respecto a todos los

anteriores.

™




ecuaclién

Au=b (1)
donde la matriz 4 es simétrica. Si u_ es la solucién exacta de
(1), Au =b. Ademés, se utilizara la notacién (,) para el producto

interior, el cual por ahora puede ser cualquiera.

Defina

e =u -u ; (2a)

b - ak= A(u_-u*) (2b)

El espacio de Krylov queda definido por

K = gen {4€°, ..., 4"} = gen{r®, ..., A" (3a)

El espacio transladado (espacio afin) de Krylov

K _=u + K (3b)
m, T m

recibira también cierta atencién en desarrollos posteriores.

En vista de su definicién es claro que

AK c K (4a)

Y que

K1c K2 c... c Kc... (4b)

Algunas propiedades interesantes de los espacios de Krylov

son las siguientes:




PROPIEDAD DE ORTOGONALIDAD.- Si v | KF entonces

Av 1 Km-i ,

DEMOSTRACION. -~ Sea wm_ie Km-1' Entonces

(Av, v _ ) = (v, Awm_ ) =0 (5)

1 1

ya que Awm_leKm

OBSERVACION.- Esta propiedad nos dice que cualquier vector
ortogonal a un espacio de Krylov se transforma bajo A en otro

también ortogonal, pero al espacio de Krylov un orden menor.

PROPIEDAD DE PERTENENCIA.~ Sea e = u - u”, donde

u™ek . Entonces Aeek
m,T m+

1

DEMOSTRACION. - Porque u“’=u°+wm para algin v €K .

Luego

Ae = A(u -u®) - aw =1° - Aw (6)
s m m
Ademss, r% €K c K . ; m=1, 2,
1 m+l
y AmeKm+1' por la ecuacién (4).
OBSERVACION.- En general, construiremos aproximaciones u* con

elementos del espacio transladado de Krylov correspondiente(asi,



u¥e Kk,'r)' El error de estas aproximaciones es un vector que va
desde el espacio transladado de Krylov correspondiente, hasta la
solucién exacta u_ de la ecuacién (1). La Propiedad de Pertenencia
nos dice que en esta clase de aproximaciones el transformado del

error pertenece al siguiente espacio de Krylov.

3.~ CONSTRUCCION DE LA APROXIMACION PARA MATRIZ SIMETRICA.- Como

se dijo antes, vamos a construir aproximaciones con elementos que
pertenezcan a los subespacios transladados de Krylov. Asi,

definimos

kK _ .0 .
u'=u W donde WkEKk (7)

En vista de la ecuacién (2a), se tiene
e =u -u -w (8)

Una condicién natural, es pedir que el error sea minimo. Esta

condicién se cumple si y sé6lo si, e 1 Kk.E‘.n este caso el

transformado Ae* del error e* es ortogonal al espacio de Krylov

Kk-‘.l' por la Propiedad de Ortogonalidad. Ademas, A" pertenece al

espacio Kk+1'

Estos hechos se pueden aprovechar para construir una base
ortogonal de los espacios de Krylov. Sea {pl,..., pk} una base
ortogonal de Kk, donde pm pertenece a KIn para cada nm=1,...,k. En

tal caso tanto el vector pk como el vector Ae* pertenecen a Klu-l'

son ortogonales al espacio Kk_ y Jjunto con este subespacio

1

. k
generan al espacio K (a menos que Ae pertenezca a K

k+l k)

< < k
situacién que solamente se da cuando u =u_, como se demuestra en

el Apéndice). Tomando esto en cuenta, podemos definir un vector




pl"leKk+1 ortogonal a K , por medio de la ecuacién

k+1 k k+1_k k

=Ae - B p =r --Bk“pk (9)

La condicién de ortogonalidad se satisface, si y s6lo si

g 't = (75, p*)/(p", P (10)
Claramente, el sistema de vectores {pl,...,pk,pku} es ahora una
base ortogonal del espacio KM1 y con la propiedad de que pm
pertenece a Km para m=1l,...,k+1. La base ortogonal deseada se

obtiene aplicando inductivamente la construccién anf.er'ior‘. Como

punto de partida para el procedimiento inductivo se toma
pP=r"=b -~ a4l (11)

Debido a la condicién de ortogonalidad impuesta al vector ek,
resulta que el vector v de la ecuacién (7) es la proyeccién del

vector e°=us-u° en el espacio de Krylov Kk. Como la base
1

{p, .,pk”} es ortogonal se tiene que
s N, N ak-'-lpk-'-l (12)
donde of*! es el coeficiente de Fourier dado por

k+1 0 k+1)/(pk+1’pk+1)

« = (e,p (13)

Debido a la utilizacién de una base ortogonal, la ecuacién (13) es

equivalente a



k+1= (ek k+1)/(pk+1

k+1
o )

p (14)

que es una forma utilizada con mayor frecuencia (ver, por ejemplo
Allen, Herrera y Pinder [1988] o Birkhoff y Lynch [1984]). Lla
ecuacién (14) se puede reducir atn mas usando la ecuacién (9) y el

hecho de que e* es ortogonal a pk. Asi
= (e, e, P (15)

Hasta ahora nada se ha dicho respecto al producto interior
( , ) que vaya a utilizarse. Para definirlo, es conveniente
observar que las ecuaciones (13), (14) o (15) no pueden aplicarse
utilizando cualquier producto interior. Esto es debido a que el
vector ek=us-uk que ahi aparece se desconoce.

Cuando la matriz A es simétrica y positiva definida, 4 y cada
una de sus potencias definen productos interiores. La eleccién mas

sencilla es definir
(u,v) = u*Av (18)
Con esta eleccién, las férmulas (15) y (10), se convierten en

oF ok ksl gk (17a)

gt o pk,Ark/py,Apk (17b)



4.~ CONSTRUCCION PARA MATRIZ NO SIMETRICA.- Considere la ecuacién

Pu=b»b (18)
en el caso en que el transpuesto P‘ de la matriz P no es igual a
P. Definamos a la matriz simétrica

A=PP (19)

Entonces todos 1los desarrollos anteriores son aplicables,
incluyendo las ecuaciones (9), (10), (12) y (13). Pero en este
caso las expresiones de las ecuaciones (10) y (13), se pueden
calcular cualquiera que sea el producto interior que se utilice.
Utilizaremos el producto intérior natural, pero modificaremos

ligeramente la notacién utilizada. Asi

e"=u -u (20a)

e ™ = Plu-u®) = b - Pu" (20Db)

Ademas pm+1 _ ped - Bm+1pm = Bm+1pm (22a)
g™1 = p"ymxp” o p” pixp” o (22b)

y la definicién inductiva se inicia con

p1 = A(us—uo) =r’=p-pP° (23)
Por otra parte
»*
um+1 = um + (xmﬂP pm+1 (242)
con
* * :
amﬂ = ™,/ p pm”’*P pm+1 (24b)



APENDICE

PROPOSICION .- Si AekeKk entonces u ek _ .

DEMOSTRACION .- Utilizaremos el Lema siguiente
Lema A.1 .- Si AekeKk entonces ApkeKk .

DEMOSTRACION. - Usando las ecuaciones (12) y (15), se tiene

ek = 5 _ ofpK (A. 1)

con

a = (ek'l,Aek")/(pk,pk) 20 (A.2)

Aplicando la matriz A a esta ecuacién se obtiene

k-1

dek = e - aFApk (A.3)

La ecuacién (A.3) muestra que los vectores Aek, Ae*!

y Apk, son
linealmente dependientes ya que o %0 por (A.2). Pero AekeKk por
hipotesis y Aek'leKk por la Propiedad de Pertenencia; luego,

ApkeKk, que era lo que nos proponiamos demostrar.

Demostracién de la Proposicién.- Observe que

K =K_ +{p% (A.4)
por lo que

AK = AK  + AP (A.5)
Ademas

AK <Ky AMp“Yek (A.6)

en vista de la relacién (4a) y el Lema A.1, respectivamente. Luego



AK%ch , (A.7)

Como la matriz 4 es positiva definida, 4 no es singular y el mapeo

definido por ella es biunivoco. Asi

dim(AKk) = dim (Kk) (A.8)
Las relaciones (A.7) y (A.8) juntas, implican que

AK = K (A.9)

La ecuacién (A.9), significa que gekk, si y sélo si, existe

veK;,tal que

Av = g (A.10)
Por otra parte, AekeKk. Luego, existe vkeKk, tal que

Av. = Ae* = A(us - uk)

« (A.11)

Multiplicando esta ultima ecuacién por el inverso Al de A, se

obtiene

u —u =v (A.12)

Es decir

u =u +v, =u + v + v, (A.13)

donde tanto w_ como v, pertenecen a Kk. Claramente, la ecuacién

(A.13), exhibe a la solucién u_, como un miembro de K& -
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