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La gran diversidad de problemas que es necesario abordar para administrar el usa
del agua en las sociedades contemporaneas en forma adecuada, requiere formar re-
cursos humanos que comprendan con suficiente profundidad una gran variedad de
fen6menos. £1 avance en la computaci6n e/ectr6nica ha suministrado una formidable
herramienta, sumamente versatil y muy util para desarrollar y aplicar mode/os mate-
maticos a esa clase de problemas. £1 usa de tear/as unificadoras en la ensenanza es
ahara indispensable para la formacion de especialistas capaces de comprender con
profundidad adecuada, la profusion de modelos que se aplican y, especialmente, que
se aplicaran en el futuro.

Aunque la computadora digital en la actualidad
tiene una gran variedad de aplicaciones, en buena
parte su desarrollo fue provocado par la necesi-
dad de IDS ingenieros y IDS cientfficos de realizar
gran cantidad de cafculos de manera organizada.
Aun en el presente, una fracci6n importante del
tiempo ocupado par las computadoras se sigue
dedicando a resolver problemas de la ingenierfa
y la ciencia. Ademas, las necesidades cientfficas
e ingenieriles continuan proporcionando la motiva-
ci6n principal para el progreso de la computaci6n,
tantQ par 10 que se refiere a hardware como a
software.

En IDS terminos modelacion numerica, se incluyen
muchas actividades en las que mucha genre usa
las computadoras digitales para realizar calculos
con objeto de pro bar hip6tesis cientfficas, explorar
sistemas matematicos y diseriar tanto instrumen-
tos como tecnologfas. Generalmente, estastareas
involucran principios cuantitativos bien estableci-
dos, pero cuya aplicaci6n a problemas especifi-
cas ~equiere de tal cantidad de calculos mate-
maticos que resulta imposible parael ser humano
realizarlos de manera directa. Par ejemplo, las
ecuaciones de Navier-Stokes que gobiernan el
fluiD de un fluido alrededor de un cuerpo s61ido
son bien conocidas. Sin embargo, cuando se in-

tenta resolverlas para determinar las fuerzas que
el aire ejerce sabre un avian, la complejidad es tangrande, 

no solo par la dificultad de las ecuacionesmismas, 
sino ademas par la presencia de irregu-

laridades geometricas y no-linealidades, que es
indispensable recurrir a metodos numericos que
permitan sustituir las ecuaciones exactas par arras
que puedan ser resueltas par las computadoraselectronicas. 

Solo asf es posible seleccionar di-
SenDS adecuados para ser puestos a prueba en
tuneles de viento.

En muchas arras ramas de la ciencia y la tecno-
logfa se hace un usa similar de las computadoraselectronicas. 

EI diseno de estructuras capaces
de resistir sismos, la recuperacion eficiente del
petroleo, la prediccion del,estado del tiempo y delclima, 

la comprension de la actividad tectonica
de la Tierra, la prediccion de avenidas 0 del flu-
io del agua subterranea, serfan imposibles sin el
auxilio de la computadora.

EI usa y manejo del agua, en particular, han su-
frido una transformacion profunda bajo la influen-
cia de las computadoras electronicas. Problemas
de caracter Gada vel mas diverso y mas complejo
han sido susceptibles de ser modelados compu-tacionalmente. 

Los hidrogeologos, en especial
en IDS pafses avanzados, debido a IDs grandes
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sencillos), no conservativos, con reacci6n qulmi-
ca, fen6menos de adsorci6n, cambios biol6gicos
como la biodegradaci6n, trans porte en la zona no
saturada y en sistemas multifasicos.

Formar recursos humanos que comprendan con
profundidad adecuada tal diversidad de situacio-
nes no es tarea facil, pero es indispensable para
utilizar IDs recursos subterraneos de Mexico en
forma satisfactoria. Par eso es necesario adoptar
metodos de enserianza de gran eficiencia. Un
ejemplo de 10 que se puede hacer es la educaci6n
con puntas de vista que unifiquen IDS conceptos.
As!, par ejemplo, en lugar de presentar par sepa-
rado y como casas enteramente diferentes, Gada
uno de IDS modelos a que se ha hecho referencia,
es posible introducir marcos de referencia unifi-
cadores y mostrarlos como casas particulares de
un madera unico de gran generalidad. EI ahorro
de esfuerzo que con esto se logra es notable y
permite avanzar con rapidez en la enserianza. A
continuaci6n se ilustra en forma suscinta este pun-
to de vista.

Los procesos basicos

Los modelos matematicos que se usan en estu-
dios del agua, representan ros procesos par media
de ecuaciones matematicas. EI preciso lengua-
je matematico permite expresar una gran cant i-
dad de informaci6n en forma sencilla y compacta.
Ademas, estos modelos tienen una capacidad in-
tegradora extraordinaria, ya que del conocimiento
de las propiedades del media en Gada punta y de
sus formas de reaccionar localmente, es posible
deducir las interacciones globales y el comporta-
miento del sistema en su conjunto.

Para desarrollar model os de fluiD y transporte
de materia es preciso introducir IDs conceptos de
fase y componente. Gada fase esta formada par
una 0 varias componentes. Su caracterfstica esen-
cial es que todas sus componentes se mueven
con la misma velocidad media. Asf, la velocidad
media de Gada fase esta definida en 'forma unica.
Ejemplos de sistemas de una fase son el agua
pura (en cuyo caso s610 hay una componente), 0 el
agua con alguna sustancia disuelta (e. g., cloruro
de sodio), en cuyo caso hay dos componentes.
Un ejemplo de un sistema de tres fases es el
modelo de petr61eo negro, ampliamente utilizado
en la ingenierfa respectiva y cuyas tres fases son:
agua, petr61eo Ifquido y gas. Gada una se mueve
con su propia velocidad media. EI agua y el gas
son puros, pero en general en el petr61eo Ifquido
hay gas disuelto. En este caso las fases agua y

progresos alcanzados, se encuentran bajo una
presion creciente para usaf IDs modelos mate-
maticos y computacionales a fin de responder a
cuestiones especfficas. En IDS ultimos 10 arias,
el explosivo avance del conocimiento cientffico de
IDS procesos que controlan el fluiD y el transporte
de masa en toda clase de medias hidrogeologi-
cas, se ha incorporado a una gran variedad de
modelos. Sin embargo, no es claro hasta que
punta IDS modelos existentes son adecuados para
realizar las tareas que se les han asignado. En
IDs EUA esto motivo que se Ilevara a cabo una
evaluacion de las bases cientfficas y la aplicabilidad
(National Research Council, 1990), de IDs model os
utilizados en hidrologfa subterranea.

En Mexico, las autoridades y IDs profesionales
deberfamos hacernos preguntas similares. Pero
en nuestro pars tales preguntas taman una con-
notacion distinta. Par una parte, IDs Ifmites del
conocimiento universal y el estado de la tecnolo-
gfa internacional son determinantes y nos orientan
respecto a 10 que es necesario hacer. Pero par
otra, las circunstancias especfficas relativas a la
disponibilidad de recursos humanos y el nivel de
conocimiento de nuestro territorio y de nuestros
sistemas hidrologicos son igualmente importan-
tes.

EI deficit en la disponibilidad de recursos huma-
nos con conocimiento de IDS problemas y meto-
dos del agua subterranea se incrementa con el
transcurrir del tiempo, debido a la insuficiente pro-
duccion de especialistas nacionales y a la rapidez
del progreso internacional. La gran diversidad
de modelos que ha sido necesario desarrollar pa-
ra atender las necesidades practicas, cuya varie-
dad tambien esta en continuo aumento, muestra
un panorama tan complejo que el esfuerzo para
dominarla se antoja, a primera vista, formidable.
A IDs problemas del fluiD saturado en acufferos
confinados y libres, 0 con intrusi6n salina, hay
que ariadir las dificultades de la modelacion de
IDs procesos de consolidaci6n en acuitardos, 0
del fluiD en medias no saturados, asf como en
acufferos fracturados. AI aumentar la importan-
cia de IDs problemas de contaminacion del agua
subterranea, la modelacion del fluiD multifasico en
sistemas acufferos se ha convertido en una nece-
sidad, especialmente en el estudio de la contami-
naci6n debida a la presencia de fases Ifquidas, no
acuosas, de alta densidad (DNAPLs).

Pero si IDs problemas del fluiD son variados
y complejos, aun mas 10 son IDS del transporte.
En esta clase de procesos, es necesario predecir
el transporte de solutos conservativos (Ios mas
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gas son de una sola componente, mientras que la
fase petr61eo liquido esta formada par dos com-
ponentes: el petr61eo no volatil y el gas disuelto.

EI punta de partida de la modelaci6n es una
clara comprensi6n de IDs procesos basicos. En
el caso del fluiD de agua 0 fluiD mu1tifasico, IDs
procesos involucrados son tres:

Las ecuaciones basicas

.EI movimiento promedio (0 flujo) de Gada fase;

.Los flujos difusivos en Gada fase;

.EI intercambio de masa entre lag diversas fases
y componentes, as! como con el exterior del
sistema.

La Teorfa de los Sistemas Continuos proporciona
el esquema general para la formulacion de las
ecuaciones que son la base de los modelos mate-
maticos usados en la hidrologia subterranea. En
su forma mas general, que incluye a la mecanica
de solidos y Ifquidos, la Teoria del Continuo in-
troduce los conceptos de propiedades extensivas
e intensivas, las cuales se corresponden una a
una (Herrera y Allen, 1986; Allen, Herrera y Pin-
der, 1988). Sin embargo, para el caso de los
problemas de flujo y transporte de contaminan-
tes en medias porosos, las propiedades extensi-
vas que deben considerarse son las masas de las
componentes de las diferentes fases que forman
al sistema. En consecuencia, las propiedades
extensivas correspondientes son las masas par
unidad de volumen de Gada una de las compo-
nentes. Esto permite hacer una presentacion mas
sencilla y menos abstracta.

Sea B(t), una region ocupada par varias fa-
ses fluidas y Q(';:, t) la velocidad media de una
de dichas fases. Se supone, entonces, que los
puntas de la region B(t) se mueven con la veloci-
dad Q(';:, i). Cuando est a condicion se cumple, se
dice que la fase correspondiente "conserva" las
particulas de esa fase 0 que B(t) "constituye un
cuerpo para la fase considerada". Dentro de la fa-
se considerada, se tom a alguna componente y se
considera 1/1(.;:, t) su masa par unidad del volumen
total de la region. Entonces, en cualquier tiempo
t, la masa Jvf(t) de la componente considerada
contenida en B(t), es:

N!(t) = k(t)

1/)(~, 

t) d~ (1 :

EI movirniento promedio est a determinado par
la velocidad media, la cual es unica par~ cad a
fase y se produce en respuesta a la ocurrencia de
gradientes no nulos de los potenciales hidraulicos.
Se les modela par media de la Ley de Darcy y sus
variantes, aplicables a sistemas de varias fases,
que determinan la velocidad promedio de Gada
fase cuando dichos gradientes son conocidos.

Alas entradas y salidas de masa de Gada com-
ponente se les conceptualiza como fuentes 0 re-
~umideros. Si se acepta que las fuentes pue-
dan tener intensidad negativa, como es habitual
en la conceptualizacion matematica, entonces e,s
innecesario referirse a los resumideros en forma
independiente. Cuando se model a el flujo de aQua
subterranea, las fuentes y los resumideros se de-
ben al bombeo 0 a la inyeccion. En el caso del
transporte de contaminantes, el origen de fuentes
0 resumideros para Gada componente de las di-
versas fases puede ser muy diverso, principalmen-
te par procesos quimicos, nucleares y biologicos.
Entre los primeros cabe anotar la sorcion, el in-
tercambio ionico y la oxidacion/reduccion; entre
los procesos de origen nuclear, el decaimiento
radiactivo. Par ultimo, entre los biologicos esta la
biodegradacion que ha cobrado gran importancia
debido alas tecnicas de rehabilitacion de acuife-
ros basadas en ella.

Los flujos difusivos se originan basicamente par
movimientos aleatorios de lag partrculas con velo-
cidades diferentes a la velocidad promedio. Esto
implica que si todas las particulas se movieran
con la misma velocidad no habria flujos difusivos.
Los flujos difusivos en el caso de log fluidos en
medias porosos, se originan tanto en la difusion
molecular como en la dispersion mecanica. Para
incorporarlos en lag ecuaciones basicas del mo-
d,elo matematico, par 10 general se utiliza la Ley
de Fick.

En el modelo general de la mecanica de IDS
medias continuos se considera la posibilidad de
que tfi(1;., t) presente discontinuidades a traves de
algunas superficies. EI estudio de tales discon-
tinuidades tiene importancia, ya que correspon-
den a ondas de choque u otros fen6menos de
interes. Cuando se estudia el avance de frentes
de contaminaci6n en zonas no-saturadas, dichas
discontinuidades permiten predecir la velocidad
de avance de IDS frentes abruptos (Herrera, Ga-
lindo y Camacho, 1991). A pesar de reconocer su
relevancia, en esta presentaci6n se excluyen esa
clase de discontinuidades, en aras de la breve-
dad.

Un postulado basico es que la masa de una
componente contenida en un cuerpo B(t) de cual-
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diferenciales que constituyen la base de los mo-
delos utilizados en hidrologfa subterranea, es ne-
cesario combinar dicha ecuaci6n, con la siguiente
identidad matematica:

quier fase, puede cambiar de valor al transcurrir
el tiempo, solamente porque haya intercambio de
masa de las demas componentes con esa com-
ponente, 0 porque ingrese a traves de su fronte-
ra proveniente de una regi6n vecina a la regi6n
considerada. La expresi6n matematica de este
postulado es:

{tflt + \7 .(tflY.)} d!;.. (3)

donde V't es la derivada parcial con respecto al
tiempo de 1/;. La ecuacion (3) se cum pie siempre
que M(t) este definida par la ecuacion (1) y los
puntas de la region B(t) se muevan con la veloci-
dad Q(~,t); es decir, que B(t) sea un cuerpo para
la fase considerada. Par otra parte, la ecuaci6n
general de balance global de masa (2), se puede
escribir en forma mas conveniente transformando
la integral de superficie en una integral de volumen
par media del Teorema de la Divergencia. As!:

g dx + kB(t) :r:ondx (2)

dJvf
dt (t) = k(t)'

[g 

+ \7 ..r:} dx (4)

AI comparar las ecuaciones (3) y (4), Y tamar en
cuenta que el cuerpo B(t) es arbitrario, se puede
ver que IDs integrandos deben ser iguales. La
igualdad asf obtenida es la "ecuacion diferencial
general de balance local de masa":

(5)1/;t + '\7 .(1/;!I.) = '\7 .1: + 9

Esta ecuaci6n (5), a pesar de su sencillez, tiene
gran generalidad y proporciona lag ecuaciones
basicas de modelos que pueden ser de gran com-
plejidad. De ahr su importancia. Para apreciar el
amplio espectro de implicaciones que tiene esta
ecuaci6n, con base en ella se pueden establecer
lag ecuaciones basicas de un sistema de muchas
fases, cuando Gada una de ellas contiene mu-
chas componentes. Sea N el numero de fases y
Mcx(a = 1,,'" N) el numero de componentes que
contiene la fase a. Ya que Gada fase se mueve
con su propia velocidad, sea .!!.CX(~,t) la velocidad
de la fase a, donde a = 1, ..., N. Entonces lag
ecuaciones basicas del sistema multifasico y de
muchas componentes se obtienen aplicando la
ecuaci6n (5) a cad a componente de Gada fase.
De esta manera se obtiene:

1jJ~{3 + '\l .(1jJcx{3!!.CX) = '\l .z:cx{3 + gcx{3 (6)

donde oB(t) es la superficie 0 frontera que limita
al cuerpo B(t).

EI termino g bajo la integral de volumen repre-
senta la intensidad de la fuente para la componen-
te considerada. Es la masa par unidad de volumen
total, que lacomponente que se estudia recibe del
exterior del sistema 0 de lag demas componentes
(sean estas de la misma fase 0 de arras), par uni-
dad de tiempo. Como se ha dicho, egos cambios
se pueden deber a procesos qufmicos, nucleares
y biologicos. Cuando la extraccion 0 inyeccion par
media de pozos se simula en forma distribuida,
el termino g incluye a la masa de la componente
considerada que sale a la superficie par bombeD
(y a la que ingresa en la fase debido a inyeccion
par media de pozos). Este es un ejemplo en que
el intercambio es con el exterior del sistema.

EI termino 1:. n bajo la integral de superficie
represent a el fluiD difusivo de masa a traves de
la frontera, par unidad de area y de tiempo. Las
razones par lag que necesariamente tiene la forma
1: .n son parte de log resultados de la Teorfa del
Continuo (Herrera y Allen, 1986; Allen, Herrera y
Pinder, 1988). Como ya se ha dicho, en el caso
de fluiD y transporte multifasico en medias poro-
sos, log procesos que originan tales fluiDs son la
difusion molecular y la dispersion mecanica. Para
ambas, en general se acepta un modelo Fickiano,
en el que 1: es una funcion lineal de1 gradiente de
la concentracion de la fase correspondiente. Sin
embargo, la forma y magnitud de lag funciones
lineales correspondientes son bastante diferentes
en uno y otro caso. Para la dispersion mecanica,
log coeficientes de dicha funcion se taman en ge-
neral como proporcionales a la velocidad de fluiD
de la fase, mientras que para la difusion molecular
se leg considera independientes.

A la ecuacion (2) se Ie canace como "Ia ecua-
cion general de balance global de masa". Es
global en tanto que es una relacion integral que
satisface la masa de cualquier componente de
cualquier cuerpo. Para obtener lag ecuaciones

La ecuaci6n (6) representa un sistema de ecua-ciones, 
ya que a = 1,..., N Y para cada a fija

{3 = 1,..., Mcx. Se puede observar que el numero
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total de ecuaciones es igual al numero total de
componentes, es decir, EaMa.

Como una ilustracion mas especffica, en el caso
del modelo de petroleo negro antes referido, hay
cuatro componentes y tres fases. Las componen-
tes son: agua y gas, contenidas en las fases agua
y gas, respectivamente; y petroleo no volatil y gas
disuelto, am bas contenidas en la fase petroleo
Ifquido. Las masas par unidad de volumen de ca-
da una de estas cuatro componentes son IjJSwPw,

IjJSgPg, IjJSoPo Y IjJSoPdg' respectivamente. Aqui,
t;!) es la porosidad, Sooy(, = w,g,o) son las satura-
ciones de Gada una de las fases y pooy(, = w,g,o Y
dg) las densidades de las componentes respec-tivas. 

Las saturaciones par definicion, son las
fracciones del espacio de para ocupadas par Gadacomponente. 

En el caso del petrol eo no volatil
se ha escrito Po para la masa de esa compo-
nente par unidad de volumen de petr61eo, para
distinguir est a cantidad de la densidad total del
petroleo Ifquido, que es costumbre representar
par po. Sustituyendo sucesivamente IDs valores
de la masa par unidad de volumen de estas cuatro
componentes en la ecuacion (6), se obtiene:

la informacion necesaria sabre las propiedades
locales del sistema flsico y qulmico.

En el caso del ejemplo considerado, las ecua-
ciones constitutivas correspond en alas ecuacio-
nes de estado que determinan las densidades de
IDs fluidos como funcion de la presion. En realidad
es habitual considerar cinco densidades: la del
agua (Pw), la total de la fase petroleo Ifquido (Po),
la del gas (Pg), asf como la neta del aceite (es
decir, la masa de hidrocarburos no-volatiles par
unidad de volumen de petroleo Ifquido, y que se
acostumbra representar par Po) Y la del gas disuel-
to (es decir, la masa de hidrocarburos volatiles par
unidad de volumen de petrol eo Ifquido [Pdg])' No
todas estas densidades son independientes, sino
que satisfacen las siguientes relaciones:

Po = Po+ Pdg (8)

y

(9)Pdg = cpo

5e debe observar que Pdg es s610 una fracc.i6n
de Po, par 10 que ~ ~ 1. Ademas, la porosidad ~
tam bien es una funci6n conocida de la presi6n.

No es habitual considerar la velocidad media
de las partfculas de Gada una de las fases di-
rectamente, sino que para Gada una de ellas se
utiliza la velocidad de Darcy (Ya. a = w, 0 y g). La
relaci6n de las velocidades de las partfculas con
las velocidades de Darcy, esta dada par:

(I{>Swpw)t + \7. (I{>SwPwQW) = gW (7a)

(t/>Sgpg)t + 'V. (t/>SgPg!!.(X) = gg (7b)

(I{>SoPO)t + \7 .(I{>SoPoQO) = gO (7c)

(Ij>SoPdg)t + \7 .(Ij>SoPdgQO) = gdg (7d) .Ya = fj>Sa:!!.a 10)a=w,oyg

Aquf los terminos asociados a la difusion mo-
lecular y la dispersion mecanica se han tornado
como cero, ya que esto es 10 habitual en el modelo
de petrol eo negro.

La Ley de Darcy para sistemas de varias fases
es:

~(\1Pl + 'Yl\1Z) (11)Y.l=-

/ll

Ecuaciones constitutivas

Contar can un esquema general, claro y definido
can precision, en el que los modelos empleados
en las diferentes aplicaciones se incluyan como
casas particulares, es sin duda de suma utilidad.
Su usa es similar al de un mapa regional; can el
es posible moverse can segurfdad.-.Pero serfa un
error pensar que el model a general par sf mismo
permite hacer predicciones del comportamiento
de los sistemas, que es el objetivo ultimo de los
modelos matematico-computacionales. Para te-
ner el model a completo hay que introducir 'as
ecuaciones constitutivas, que proporcionan toda

donde PI, II Y III son la presion, el peso especifico
Y la viscosidad de la fase "[", respectivamente; z
es la altura con respecto a un punta de referencia
arbitrarjo Y k es la permeabilidad intrinseca delmedia. -

Otras ecuaciones cortStitutivas que es indispen-
sable introducir. son las,que expresan las conduc-
tividades en funcion de jas saturaciones Y cuando
los efectos deja presion capilar no son desprecia-
bles. es necesario establecer la relacion funcional
entre esta Y las saturaciones. Finalmente. los ter-
minas de fuente g'Y (I = w. g, 0, dg) se separan en

terminos de intercambio entre la fase formada par
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el petroleo liquido y el gas, y los que corresponden
a la extraccion a traves de pozos.

Como se menciono, .el marco de referencia des-
crito es de aplicabilidad general, aunque aquf se
haya ilustrado con el modelo especffico del pe-
troleo negro, que en hidrologfa subterranea princi-
palmente se aplica al tratamiento de los DNALP's.
Debe observarse ademas, que este modelo es
conservativo, 0 con mayor precision, que no con-
tiene reacciones quimicas. En el caso de sistemas
con reaccion quimica, las propiedades qurmicas y
de cinetica qufmica permiten determinar la parte
de los terminos de fuente que se originan en el
intercambio de masa entre una componente y otra,
debido alas reacciones qufmicas.

la abstraccion y la unidad conceptual permiten
integrar una gran cantidad de conocimientos di-
versos, en conceptos y esquemas de gran gene-
ralidad, con el consecuente ahorro de esfuerzo.
Finalmente, la sencillez es la magia de transformar
10 diflcil en facil, 10 que permite acceder aun a 10
mas diflcil.

EI marco de IDS modelos matematico-computa-
cionales que aqui se ha presentado, es el re-
sultado de un esfuerzo realizado a 10 largo de
muchos arias par IDs pioneros de la Mecanica
de IDs Medios Continuos y reune muchos de IDs
rasgos que caracterizan al pensamiento matemati-
co. He procurado presentarlo aqui con sencillez,
para mostrar como la disciplina matematica del
pensamiento tam bien es util en situaciones de
enorme importancia practica.Conclusiones

Algunos de los rasgos que distinguen al pensa-
miento matematico son:

1 Presidente de la Academia Nacional de Ingenieria
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Gada uno de ellos desemperia un papel im-
portante e indispensable en el desarrollo y orga-
nizaci6n del conocimiento cientffico. Cuando se
les utiliza en forma integrada su poder es enor-
me y han contribuido en forma importante a la
rapida transformaci6n que est a teniendo lugar a
nivel mundial. La utilizaci6n de estos principios
rectores es de gran valor tam bien en la ensenanza
de tecnicos y cientfficos, ya que contribuyen a
hacer el proceso educativo mas eficiente y a lograr
una educaci6n mas s6lida.

La claridad, el rigor y la precisi6n producen se-
guridad al utilizar el conocimiento. La generalidad,
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