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Consideremos el problema de valores a la frontera ue consiste en encon-
trar u tal que

, d [ _du d .

siendo § la regién de definicién del problema, (2 : 0 <z < /) y u tal que
satisface las condiciones a la [rontcra

u(z =0) =uy u(z=1)=u .

Ll adjunto de la ec. (1) es

d dw d
Lw=——|D—] -—(Vw)+ llw. 2
dx ( dw) dw( ) (2)
Cuando V = 0, £ ¢s autoadjunto y genera un sistema de ccuaciones

simeétrico.
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Figure 1: Particién de 2 en I¢ subintervalos.

Introduzcamos una particién de  en [ subintervalos (i, _y,&q) con o =
1,..., 1Yy xy=0, x5 =/I(. La [tontcra interior consta de /v — | nodos (ver
figura 1).

El problema (1) cquivale a resolver el sistema de £ — | ccuaciones:

pruy + pryuz = by,
Pa—tge1 F Palla + Patlatrr = bo, con a=2,...,1v -2
P(E-1)-UE-2 + PE-1UE-1 = br—1 , (3)

donde los coclicientes son:

[ dw®
e = — | D4
g N 1 (l.’E ]awl
[ dw®
a = - Da
o | dz ]
[ dw®
Pat = — Dot d. }
L &z a+1
T3 d 1
b, = / Jaw'dx (D-w—u-)m—{—\/w') m
0 dz =0
I)a - - fgw"d;z
Ta—1
! . d E-1 .
bpy = JawElde — (DY 4 vt}
: E-2 dz ol
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Figure 2: Puncion de peso w® como funcion de w.

Para construir las funciones de peso w® usarcmos polinontios de grado
G, es decir, n = G — 1 puntos de colocaciéon. Los puntos de coulocacion a7,
seran las raices del polinomio de Legendre de grado ¢ — 1.

La funcién de peso w” satisface (ver figura 2):

0 —0 <t < Ty
wi(z) - Toe1 < T < Ty
w(z) = L T = Lo (1)
wg(z) To < T < Loyl
0 Top1 S < 00
y la ecuacion diferencial
Lw(z)=0 (5)

En el intervalo (z4-1, Za),

Ma

wi(z) = 3 afj(z = zam1)’

1

J

por lo que el sistema de ecuaciones a satisfacer es

G .

_ aj(te = Lamt) =1

i=1
G . . LD > 1 ‘
2 {— G=1D+j <~V - (d_J,) ¢+ 1{52} f’”za‘l'j——{V - zzg} al =0
j=2 £
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En el intervalo (x4, z441),
G .
af) o Y
wi(e) = 3 a%y(Bars — @)
i=1
por lo que ¢l sistema de ecuaciones a salisfacer es

G .
5 4 (s — 2a)’ = 1
Jj=1

¢ . . dD 2| iz o dD
jgz{'“(]—l)D‘*‘J(—"V“":l‘;)f"i'Rf}f azj“{v‘*'ﬂ
con

—_— ] 0 L id v*
6 = Tatl — Laps -y Latl ™ Ty -

El orden de precisién del algoritmo resultante es O(h*"1)
siendo h = 2o, — To—; la norma de la particién.

+ 1{5} ay, =0

— (’)(/1,2("—3),



Implementacion del método en una dimension

Como ejemplo en una dimension consideremos el oscilador arindnico simple
descrito por la ecuacion
d*u
— = +thku=0 (6)
dx

con las condiciones a la fronteras:

uwz=0)=0 , u(:c:Z:;E):l

Este sistema tiene como solucidon exacta:

u(x) = sin (\/l;:c) (7)

Soluciéon por el método Trefftz-Herrera

Comparando la ec. (6) con la forma general de la ecuacion diferencial de 2°
orden (ec. 1) tenemos:

D=1, V=0, =k, fa=0,

=0,  ap=—_
o B o0Vk

u(zg) = 0, u(zg) = 1.

Entonces, lenemos que resolver cl sistema de IY — 1 ecuacionces:

prur +pryur = b
Pa-Ual + Palle + Patlatr = Do con a=2...,1d—2
PE-1)_WE—2 + pp-1ur—1 = bp
donde los coclicientes son:

- [ dw® ] .

pa— - L dx Ja—1 ba - 0

> - [ dw® ] by, = 0

Po L dz o 1
_ _ [dw”] R

Poat — — L dz f g l)b——l - ( I T



Para construir las funciones de peso w® usaremos polinomios ciibicos que
satisfagan (ver figura 2 y ecuacion 1):
d*w®

LTw* = — 102 + Rw*”

En este caso

o S J dwl i-1
wi(z) =Y afi(z — Ta—y) Z]a — L)
=1

satisface el sisteina de ecuaciones

ha?, + h*a$, + h’aS, =
ké€xaf) + (k€L — 1)af, + (_Zf:l: +KEi)ay; = 0
donde ; :
L t

h=xz, —To_i, —

L=z Lot Ex 5t 5
Los dos valores de £ que usamos sc¢ deben a que las raices del polinomio de
Legendre de grado 2 son £1/+/3 y entonces:

. h h
"Eai:ﬂia—l"rg:t%

Ademas,

dw2

2 (z) = Za(;j(m - l'a+1)j

=t

}:Jaz,u )

donde el sisteina de ecuaciones a satisfacer es

hay, + h2ag, + hlaly = |1
w€yay + (’iﬁ; = Day, -+ (=264 + "ﬁfi)"’g:; = 0



Algoritmo a implementar:

a = 0,...,Iv —1
h = x4 — To-1
h h
(L = o=
2 /3
h h

€+:§+\/§

Sistema de ccuaciones para resolver wf:

ha$, + h?a, + hlafy, = |
réxaf) + (K€L — D)af, + (—28x + w&i)al; = 0
Sistema de ccuaciones para resolver wj:
ha$, + h%ag, + kPay, = |1
rérady + (k€L — 1)ag, + (—26x + wé€i)ags = 0

Los coeficientes son:
dw{ o
- — — = —d
£ dx - 11
dwg) (dw‘{') S o
e = — ( b () 2 3 jagi(w — waen) T+
dz ] dx | = I

3
Do jatiza — Tasr) !

=1
(&), ===
Poty+ — = —dgyy
dl‘ a1
b, = U
bl == U

dwt—1 3 1 - j—1
blg‘——l = i S = - ﬁjCl',.'J»—l =3 = 40
dx e T %‘, 23 2/ ke “



y la solucidon (uys) se obtiene al resolver el sisternas

_ prug + prypus = b ,
Pa-Ug—1 F Paltia + Poatlat+r = by con «
PE-1)_UE—2 + pE_jup_1 = bg_,

3

2

g« .



