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RESUMEN

La solucién de la ecuacion de transporte con adveccién y
difusion es problematica cuando se presenta la
combinacion de los fenémenos de adveccidn y difusion,
sobre todo, cuando la adveccion domina en la ecuacion
Por consiguiente, como una solucién alternativa a este
problema, este articulo presenta el método euleriano-
lagrangiano de adjunto localizado (ELLAM), que es una
extension de la teoria algebraica de Herrera (1987). EI
método ELLAM, ademas de tener precision del mismo
orden que el Método de Caracteristicas trata los términos
de frontera de manera sistemdtica y conserva masa. En la
implementacién de ELLAM se han utilizado hasta la fecha
dos clases de funciones de peso: funciones Bilineales y
funciones de peso constantes. Cada una de las funciones
presenta caracteristicas particulares, cuyas peculiaridades
son descritas, y conducen a esquemas nNuméricos
diferentes. La aplicacién de! método ha permitido
resultados satisfactorios para una amplia gama de
nimeros de Courant y de Peclet.

INTRODUCCION

El proceso de transporte de contaminantes en aguas
subterraneas puede ser representado por la ecuacitén de
adveccion-difusién. En la resolucién practica de esta
ecuacion se suelen utilizar métodos numéricos. Se han
propuesto métodos que resuelven el problema en forma
eficiente y precisa cuando en la ecuacian estdn presentes
la difusién y la adveccion por separado. Sin embargo, |
obtencién de soluciones adecuadas cuando se presenta la
combinacion de los dos fenémenos no ha sido facil, sobre
tedo, cuando la adveccién domina en ia ecuacién. La

presencia de oscilaciones en la proximidad de los frentes
abruptos o difusién numérica es introducida por la
incapacidad de reproducir los frentes abruptos

Tres enfoques distintos se han utilizado en el tratamiento
numeérico de la ecuacién de transporte Estos son el
euleriano, el lagrangiano y el euleriano-lagrangiano. E|
primero de estos enfoques es muy conocido, lo utilizan los
métodos de diferencia finitas y de elemento finto en su
forma tradicional (Bouloutas and Celia, 1988, Cox and
Nishikawa, 1981). Sin embargo, la aplicacien de éstos
esta limitada a nomeros de Courant menores de 1, ya que
de otra manera, se obtienen errores mgmﬁcatwos de
truncamiento y difusion numérica. Por otra parte estan los
métodos lagrangianos que utilizan una malla en el espacio
Qque se mueve en el tiempo con la velocidad de las
‘particulas®. Esto es, la malla se adecua para poder
rastrear el término advectivo y el término difusivo se
aproxima con algin método estandar. Sin embargo, para
la implementacion numérica del método, el hecho que la
malla cambie en cada paso del tiempo es problematico.

Los métodos eulerianos-lagrangianos o de
caracterfsticas (CM) también rastrean la componente
advectiva de la ecuacion, pero utilizan una malla en el
espacio fija en el tiempa (Neuman, 1984, Konikov, 1978;
Douglas y Roussell, 1982). A pesar de estas ventajas
existen tres problemas en estos métodos que hacen que su
utilizacidon en algunos problemas practicos de importancia
no sea adecuada: i) la forma de tratar las fronteras no es
clara, ii) no conserva masa, iii) presentan dispersién
numeérica, para algunos métodos, debido al bajo orden de
interpolacién o integracién (Healy, 1893) Por otra parte,
existe el método euleriano-lagrangianc de adjunto
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localizado (ELLAM), que ademés de tener precisién del
mismo orden que MMOC, trats los términos de frontera de
manera sistemética y conserva masa (Celia, 1894; Horrera
et al., 1893; Wang, 1984). Hasta ahora en la aplicacién de
ELLAM unicamente dos tipos de funciones de peso se han
utilizado: funciones bilineales (ELLAM-bilineal) (Celia,
1990, Herrera et al., 1993), que se definen como funciones
‘chapeau® en el tiempo t™' y constantes 8 lo largo de las
caracteristicas, y funciones constantes locaimente en ! y
también constantes a ilo largo de las caracteristicas
(ELLAM-ceidas) (Healy, 1993, Herrera, 1993). Por lo
tanto, el objetivo de este articulo es en principio presentar
las bases tedricas que sustentan el método, para luego
describir las principales caracteristicas de cada enfoque, y
finalmente plantear los desarrollios futuros que permitirén
mejorar el aicance y campos de aplicacion del método.

METODO EULERIANO-LAGRANGIANO DE
ADJUNTO LOCALIZADO (ELLAM)

Sea el problema de valores de frontera, con saltos
prescritos, definido por fa ecuacién diferencial

Lu = f, enQ) (M

sujeta a ciertas condiciones de frontera y con saltos
prescritos, en ia frontera de Q (& Q) y en la superficie de
discontinuidades I, respectivamente. En espacio-tiempo,
las condiciones de frontera prescritas incluyen condiciones
iniciales.

Sean D- y D; espacios lineales de Ias funciones base v y
de peso w definidas en Q. respectivamente. Cuando vy w
satisfacen condiciones de frontera homogéneas, y son
suficientemente lisas, las férmulas de Green

Iowzudc;':j'nz'w do, 2)

se satisfacen. En la ecuacién (2) £ " es el adjunto formal,
que por definicion satisface

wlu-ud*w=V-{D@w) ©)

para aiguna funci6n vectorial bilineal D{u,w) .

Integrando la ecuaci6n (3) sobre la regién Q y utilizando
el teorema de la divergencia generalizado (Herrera, 1985,
1987), se tiene
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L{w[a -wd* w}dx 2

(4
Inz‘(" u)dx + It tt(w. u)dx. )

En las funcionales ® y & asi definidas, Quedap,
involucradas - términos “conocidos®, asociados g lag
condiciones de fronters o de salto, y términos en los Que
aparecen Unicamente incognitas. La descomposicién de la
funcién bilineal ®{u,w), que estd relacionada con log
términos de frontera es:

2.(u. %) = 2w w) - n = B w) - 27 (uw) (g

donde 2w,w) y &wu) = &(uw) son dos funciones
bilineales. La forma de las funciones #uw) y Aw.u),
depende no tan solo del operador ¢, sino ademas, de lag
condiciones de frontera prescritas. La funcion ®(u,w) tiene
la caracteristica de que para cualquier funcién v que
satisfaga las condiciones de frontera e iniciales prescritas,
B(u,w) es una funcién lineal de w que no depende de ia
eleccion particular de w. Por su parte, la funcion €lu,w), al
ser evaluada en funciones v que satisfacen ciertos valores
‘complementarios de frontera®, es una funcién lineal que
depende exclusivamente de w. Las funciones bilineales
Bu,w) y g(w,u) estan asociadas a las condiciones iniciales
y de frontera prescritas y complementarias,
respectivamente. Por esto, su expresién cambia
dependiendo del tipo de condiciones que se utllizen. Las
funciones que resultan para las condiciones de Dirichlet,
considerando la ecuacién (5) son las siguientes'

B(u,w)=—~uw en J, Q. (6)

Aw.u) = -uw en 4, Q) )
ow

B(u.w)=uD—— n, (8

dw,u)=w(D%—Vu) en 9Q) {9)

De la misma manera, formulaciones convenientes de
problemas con saltos prescritos requieren de una
descomposicion de la funcién bilineal ®(u.w), cuya
definicién es local. En este caso, se puede descomponer
de la siguiente manera



By(u, w) = g(u. w) - x*u, w), (10)

#(w.w)=-D(u} %)-n (11)
x'(u.w) = D(ui, [w])n ‘ (12)

i funcion lineal % (1,w), juega un papel similar al de los
yalores complementarios de frontera £\w,u).
similarmente, las condiciones de salto en L se especifican
medio de £ (u,w).
introduciendo la notacién

Lw.luda. (Q’u.w):jout w do.

(Puv)=
(Buw)=[ Bwwrdo. (Cuw)=[_ew,u)do.

(K'u. W) = Jz Z(w. u)do.
(13)

(Ju.w)= L #(u,w)do.

en donde o denota la medida respecto a la cual se esta
integrando. Agrupando del lado izquierdo los términos que
tienen que ver con los datos, la ecuacién (4), se puede
escribir mas brevemente como

P-B-J=0 -C" -K". (14)

Esta identidad se conoce como la férmula de Green-
Herrera en campos discontinuos (Herrerra, 1987).
Wilizando la férmula de Green-Herrera, la formulacién
variacional se transforma en

Esta es ‘la formulacién variacional en términos de la
informacién buscada®, porque Q"uy, C'v y K'u no se
prescriben En esta expresibn, f, g, j son funcionales que
representan las condiciones prescritas.

ECUACION DE ADVECCION CON DIFUSION

Al a) il L Wt E WS

Sea la ecuacion de adveccién-difusion transitoria en una
dimensi6n en la forma conservativa sujeta a condiciones

iniciales y de fronteraen x =0y x= ¢

ou O Ou .
1"‘31—_3(0_6;_ u)+Ru—f°(x t) in (2 (16)

u(x,l"):u"(x). (17)

Al aplicar la teoria algebraica(Herrera, 1987) a la regién
€1, es conveniente dividir a la frontera ¢ (2 en & 0, 8, 0,
QY 31, que satisfacen x =0, x=¢ tst" t=t™"
fespectivamente. Las condiciones iniciales prescritas se
deben satisfacer en 3, (1 y las condiciones de frontera en.
SHQ2yend, Q.

En la implementacién de los procedimientos ELLAM se
han utilizado hasta 1a fecha dos clases de funciones de
peso  funciones bilineales(ELLAM-bilineal) (Herrera et al
1993, Ceiia et al., 1990] y mas recientemente funciones de
peso constante (Healy, 1993; Herrera, 1993), que dan
como resultado un método de “Volumenes de Control” o de
*Celdas”, ELLAM. En el método Bilineal. se introduce una
particion del intervalo {0 = xo, x1.....xg = ¢}, en el dommnip
{0.] La regién () se descompone en regiones 2, que
estaran limitadas por curvas espacio- temporales <X,
=1 . E. Cada una de estas regiones estara asociada
al nudo x, de la malla de alguna forma (Fig. 1). En
cambio en el método ELLAM-Celdas, las “Celdas” seran
los subintervaios {x.iz2. Xe12b (CONi= 1, E-1). [xo, x1r2} y
[Xe.1=2, Xg], mientras que en los puntos {xo, ....Xgt seran los
‘centros” de las ceidas (Fig. 2) No6tese que las funciones
de peso lineales, son definidas en x.1, y x..1, en cambio, las
funciones de peso constante, son definidas sobre un
bloque centrado en x.1z y X.:z. En el método de celdas,
al utitizar funciones de peso constantes en su soporte, Ia
formulacién del método se simplifica mucho respecto a la
formulacién de ELLAM-Bilineal. Esto es valido tanto
cuando el soporte de fa funcion no cruza fronteras como
cuando las cruza. A diferencia del método ELLAM-Bilineal,
nogssynececatiogintroduciginesonitasienllicRG ornte o=y
porque ningin soporte de las funciones de peso Ia
intercepta. Esto reduce el trabajo computacional que
resulta al implementar el método, sin sacrificar precision.

Cuando un método numérico se aplica paso a paso en
el tiempo, el objetivo es predecir la solucién en el tiempao
t™' cuando se conocen en el tiempo t" y se tienen
condiciones de frontera prescritas. Ademas, se apiicaran
funciones de peso que satisfacen
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ow 6( aw) ow
en-2%_2p2*) _vZ¥,Rw, 18
<t aa\Par) TV aet (18)

y donde la funcién D(u,w) es definida como

ow Ju
D(u,w) = [u (D-o;;»f(V —V:)w) - wD-g;]. (19)
Por lo tanto

Ry (u,w)=(1 +V,§)"”[u (D%‘:- +(V—-Vz)w) = ng—:].

(20)
't
A ;
tn¢1| T
Q)
I
tﬂ
I ! > X
X,y LT}
wixr )= o
( ) ["’—l‘b'—' r<xsz,,

Fgura. 1. Funciones de peso-Método Biineal.

En estas condiciones, la formulacién variacional en
términos de la informaciéon buscada se puede escribir
como:

((C' + K%y, w) = (g +j, w) VYw eD, (21)

La clasificaciéon de los métodos numéricos en Métodos
Espaciales Optimos y en Métodos de Caracteristicas (CM)
depende de las discontinuidades de las funciones de peso.
Si la funciones de peso no dependen del tiempo la

velocidad de las curvas de discontinuidades Vi es cory
se obtienen Métodos Espaciales Optimos. Tomanqo.'
cuenta estas consideraciones en e método Eu&
Bilineal, Z'(w, u) se anula, mientras que

Z*(w.u) = {1 +1?) '"u[n% } 2

-2
donde (l + Vt’)| es el vector unitario normal 4
superficie de discontinuidades ¥..
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Figura 2. Funciones de peso- Método de Celdas.

Por lo tanto, el principio variacional en términos de g
informacién buscada (Eq 3), cuando la region Q' no
intercepta las fronteras laterales, se reduce a

I::‘u(x.l"')w'(x.’"')d*—
%(LN udt— ZIzlu dt +L:1' dt) e (23)
I:::'u(x,t')w' (x,t")dr + IQ Sow'dxdt.

Las integrales que aparecen en esta ecuacion se pueden
aproximar de muchas formas distintas, diferentes
aproximaciones resultan en diferentes algoritmos de
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racteristicas reportadas en la literatura. En todos éstos
s integrales se aproximan en términos de valores de v en
s 10dos en los niveles de tiempo £ y ', de tsi forme
lss incognitas en la ecuscion corresponden, en Gitima
pstancis, 8 lss incognitas en el tismpo €™, por ejemplo,
ptecpolacion lineal de u por tramos en los tiempos Oy
', aparejados por una interpolacion totalmente implicita
on t = ') de la integral sobre las caracteristicss,
conducen al Método Modificado de Caracteristicas(MMOC)
g4e Douglas y Russell (1982). .
gn el método de ELLAM-Celdas, 2%(w,u) = 0, debido a Is
continuidad de 1a derivada normal en toda la region, por lo
que, tods la informacién que se busca en I estd dada por
£(w.u) que involucra a la derivada de la solucion
Jnicamente. Por consiguiente el valor de Z' (w,u) es:

z(w.u)= %" (w.u) = {1 +12) " [w] D % : (24)

por lo tanto la formulacién variacional en términos de la
informacion buscada (Eq. 21) es:

[ (02 ar

Xa - U * ax Ta + 12

(25)
!"'{Déu d’_I’;ou: "dx
* \ aX/ Lo . 12 '; vz

donde las incognitas se han agrupado en el miembro del
lado izquierdo de la ecuacién y los datos en el miembro
derecho de la misma. Aqui, las integrales de t" a ™' se
sproximan con un esquema totaimente implicito, por una
sproximacion de Euler regresiva. La primera integral
espacial, se aproxima por medio de diferencias centrales, y
ia segunda integral espacial, es aproximada integrando un
polinomio de Taylor expandido airededor del punto medio

del intervalo [x;_,. x;,,]. Sin embargo como u" no es el

punto medio de la celda, ¥" es un valor ne conocido, y una
interpolacion debe ser establecida para definir este valor.
Cuando la region (' intercepta la frontera de “Entrada *
{x = 0) se requiere de una aproximacién que no cruce
curvas caracteristicas, por lo cual es necesario introducir
ias condiciones de frontera. Para condiciones de Dirichlet,
se usan E-Z funciones de peso, asociadas cor ias
subregiones 2°....... 0%’ En ‘particular, no son aplicadas

funciones de peso en la subregion (£2') o en ia ultima ((2%)
Para condiciones de Dirichiet en la frontera de salida (x =
¢), las contribuciones de frontera se anulan para todas las
funciones de peso. Esto se debe a que todas ellas son cero
en Ie.n y bajo esta caracteristica. Ademas el sistema de

ecuaciones as! determinado queda cerrado porque ‘)"’

es un dato conocido.

CONCLUSIONES

_ Se llevaron a cabo pruebas numeéricas para probar el
desempefio del método trabajando con la ecuacion de
transporte con adveccién y difusion (Celia, 1989) Se
desarrollaron Unicamente los algoritmos para coeficientes
constantes, utilizando un esquema de Euler para
discretizar ia parie temporai y se usaron dos problemas: la
propagacién de una discontinuidad de safto inicial y una
campana de Gauss. Los resultados y la eficiencia del
métode se compararon con distintos métodos, variando ¢
en el esquema de Euler y probando para distintos niameros
de Courant y de Peclet. Se concluyd que las soluciones
obtenidas con este método son comparables a las
obtenidas con los mejores métodos Eulernianos disponibles.

Por otro lado, en este tipo de métodos se proponen
funciones de peso que no son simétricas Cuando la
velocidad es mayor que cero, estas funciones tienen una
inclinacién en la direccién negativa del eje. que por lo
general depende de parametros a determinar. En el
método Espacial Optimo propuesto con base en LAM, se
encontré que las funciones de peso tienen una inclinacion
en la direccibn contraria a la veiocidad que varia
continuamente con los coeficientes de la ecuacién y no
depende de parametros artificiales

Los OSM en LAM se han utilizado también en aigunas
aplicaciones especificas, como es el caso de
contaminacién y biodegradacion (Ceha, 1989; Kindred.
1989). En estos trabajos se incluye el término de reaccion
y se discuten ejemplos con coeficientes vanables y
sistemas de ecuaciones no lineales.

Un enfoque mas reciente al aplicar LAM a la ecuacién de
transporte con adveccién y difusion dio origen al Método
Euleriano-Lagrangiano de Adjunto Localizado, que es una
generalizacion del Método de Caracteristicas En este
caso se aplica la formulacién variacional al operador £ en
espacio-tiempo, es decir, se utilizan funciones de peso que
dependen del tiempo f y la posicién x y se integra sobre la
regiéon espacio-temporal Q2.

La aplicacién de los métodos ELLAM-Bilineal y ELLAM-
Celdas ha mostrado que el ultimo de estos dos métodos es
mas eficiente en promedio que el primero Es de especial
interés que, en este método, el error se reduce mas para
los dominios en que se cruzan fronteras que para el
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dominio en que no lo hace. Esto reafirma la idea de que Ia
metodologia ELLAM incorpora  °correctamente” las
condiciones de fronters en el tratamiento numérico de la
ecuscidn de Advaccibn-Difusion.

Oftro sspecto que s importante resaltar es una mayor
eficiencia en la implementacién numérica del método de
Celdas en comparacién con la del Bilineal. Esto se debe
por un lado & la sencillez de las funciones de peso que se
utilizan, y por ofro, a que no es necesario introducir
incégnitas en la frontera de salida y tampoco hacer
interpolaciones pare aproximar fos valores en esta region.
Por lo que, con estas funciones de peso es posible
eliminar las contribuciones en la frontera de salida.

Tomando en cuenta los resultados numeéricos obtenidos
hasta ahora, el método ELLAM-Celdas parece muy
prometedor. Mas alun porque la sencillez hace que
generalizaciones a coeficientes variables y a  varias
dimensiones se puedan hacer con relativa facilidad.
Actuaimente se reslizan pruebas numeéricas para extender
el método a dos y tres dimensiones e incluir un espectro
méas amplio de nimeros de Courant
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