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Resumen. En esta plitica se presenta una teorfa unificada de los métodos
de descomposicién de dominio en que la estrategia unificadora consiste en
obtcnc;'iﬁformncidn acerca cle la solucion buscada, en la frontera interior
(Z) que scpara a los subdominios entre si, suficiente para definir problemas
locales bien plantcados en cada uno de ellos. Hay dos procedimientos
gencrales que pueden aplicarse para obtener tal informacion; se les refiere
como métodos directos e indirectos (o de Trefftz-Herrera). Los métodos
directos, cuando son vistos desde esti perspectiva general dan lugar a la
formulacion de condiciones de compatibilidad, a partir de las cuales es
posible derivar la informacion buscada en (£). Los métodos de Schwarz v ¢l
de Steklov-Poincaré quedan incluidos entre esta clase de procedimientos.
Los métodos de Trefftz-IHerrera, introducidos en el anilisis numérico de las
ecuaciones diferenciales parciales por Herrera v sus colaboradores, se
distingnen por hacer uso de funciones de peso especializadas, Ias cuales
tienen la propiedad de suministrar la informacion requerida en X,
exclusivamente. En esta plitica se presenta la teoria general, se ilustran sus
alcances v se indican algunos de los resultados obtenidos hasta ahora en la
linea de investigacion actualmente en desarrollo.

Palabras clave: Descomposicion  de  Dominio, Elementos  Tinitos,
Colocacidn, Método Trefftz-Herrera, LAM, ELLAM.
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1. INTRODUCCION

En Ia literatura se ha manifestado la importancia de establecer una teoria
uniticada de los métodos de descomposicion de dominio (MDD)!. El marco
teorico desarrollado por ¢l autor v aparecido en una scric de articulos -
muchos de cllos publicados recientemente? !¢ proporciona bases muy
adecuadas, especialmente sistemiticas y generales, para cl derivar en forma
unificada los métodos de descomposicion de dominio, por lo que en este
articulo se describe e mancera sucinta, y sc actualiza en algunos puntos, una
teoria gencral y unificadora de dichos métodos, recientemente propuesta por
Herrera 23, Esta teoria, ademas de permitir la prescntacion unificada de los
MDD  existentes actualmente, scfala dreas con  potencialidad para la
investigacion vy sugicre  nuevos  métodos  numéricos, que  deberian
desarrollarse, por lo que aqui también sc mencionan algunos avances
recientes habidos en cllos.

Generalmente los métodos numéricos de las ccuaciones diferenciales
parciales, tales como Jos de elementos finitos, los de colocacion y otros, se
formulan usando ‘splines’. Sin embargo, en la woria ue aqui se presenta los
problemas de condiciones de contorno se [(ormulan cn cspacios de
funciones discontinuas, ¢n las cuales no solamente sus derivadas pueden ser
discontinuas, sino que las funciones mismas pueden sctlo. Esta forma de
proceder da mayor versatilidad a los procedimientos. En primer lugar, sc
introduce una particidn del dominio y se consideran espacios de funciones
cuyas discontnuidades sc presentan en dichas fronteras interiores del
dominio —cs decir, aquéllas que separan a cualquier parcja de subdominios
de la particién que scan coatiguos-. Iin este marco sc considera un problema
general en c] que las soluciones de las ecuaciones diferenciales buscadas,
ademas de condiciones” en la frontera, satisfacen discontinuidades (o
“saltos”) -de la solucion v sus derivadas- que se prescriben en las fronteras
interiores del dominio. A este problema se le denominari como “cl
problema de condiciones de contorno con saltos prescritos” (o BVPJ: the
Boundary Valuc Problem with Jumps). '

El concepto unificador que sirve de base a la “Tcoria General de
Mcétodos de Descomposicion de Dominio” propucsta por Herrera, que aqui
se presenta, ¢s quc se supone que se conocen todas las funciones que
sausfacen la ccuacion diferencial en cada uno de los subdominios de la
particion —a las que sc les refiere como “soluciones locales”-. Cuando se
adoptﬁ esta hipdtesis, lo que se requicre para resolver el problema-BVPJ es
identificar, en cada subdominio, a la solucidn local que es la restriccion al
subdominio de la solucion global. s decir, el problema que los métodos de
descomposicién de dominio deben resolver es uno de “dentificacion”. En 1a
Teoria General se utilizan a los valores de frontera en cada uno de los



WERRERA REVILLA, 1./ Una teoria de métodos de descomposicion de dominio 57

subdominios como medio de identificacién de la solucion buscada. Cuando
la_informacién disponible acerca de dichos valores -complementada en
algunos casos con los datos de frontera- es suficiente para definir problemas
bien planteados en cada uno de los subdominios de la particién —nos
referiemos a esta clase de problemas como “problemas locales”-, la
solucion local correspondiente queda identificada. Cualquier procedimiento
para obtener informacion en las fronteras interiores de la particion,
suficiente para definir dichos problemas locales, constituye un “Método de
Descomposicion  de  Dominio”.  Asi, los diversos métodos de
descomposicion de dominio se identifican con los diferentes procedimientos
que se pueden adoptar para obtener esa informacion, en las fronteras
interiores del dominio. Esta forma de conceptuar al problema de la
descomposicién  de  dominio  permite  derivar 2 los  métodos  de
descomposicién de dominio tomando un punto de partida comun v la teoria
resultante, ademas de ser unificadora, es elegante y de gran generalidad. En
ella se clasifica a dichos procedimicntos en dos grandes grupos: los métodos
directos y los indirectos (o de Treffrz-Herrera). Cada una de estas clases es
muy amplia, pucs incluye métodos muy diversos.

Una forma de abordar los métodos directos, introducida por Jirousek 7
(para referencias adicionales ver ?) consiste en construir la solucién global
con base en las soluciones locales, imponiendo las condiciones de salto -
gencralmente de continuidad, pues en los procedimicntos convencionales
no es habitual tratar ¢l problema con saltos prescritos- a través de las
fronteras que separan a subdominios contiguos, ¢n forma dirccta. lin el
métoclo de Treffiz-Jirousek 27, se utilizan soluciones locales que no
satisfacen ninguna condicion de continuidad, por lo que todas las
condiciones de continuidad —o con mayor generalidad, las condiciones de
salto- se imponen simultincamente. 1in otros métodos directos, como el de
Steklov-Poincaré 'P—es decir, ¢l que s basa en la aplicacion de operadores
de Steklov-Poincaré-, primero se¢ satsfacen algunas de las condiciones de
continuidad. Para este fin, gencralmente se utlizan espacios de funciones
que de entracda satisfacen algunas de las condiciones de conunuidad. Otra
forma, que se ha propuesto como resultado del desarrollo de la teoria
unificada propucsta por Herrera, da lugar a una formulacién del problema
un poco mids innovadora, pues las soluciones locales se utilizan para
establecer condiciones de compatibilidad con las cuales es posible obtener la
informacién buscada en la frontera interior del dominio *. Ln esta cirta,
ademids, se dan algunas muestras de la generalidad de dicha formulacion, la
cual incluye como casos particulares a los métodos de Schwarz! 1920,

Los métodos indirectos de descomposicion de dominio fueron introducidos
por Herreral®!¢ v frecuentemente se les refiere como métodos de Trefftz-
Herrera. La descripeion de los métodos indirectos o de “I'reffrz-IHerrera
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método que se da a contnuacidn estd basada en’. Estc tpo de
procedimicntos aprovechan ¢l hecho de que cuando se aplica el método de
residuos pesados la informacion acerca de la solucion exacta contenida en
una solucién aproximada depende exclusivamente del sistema de funciones
de peso que se utiliza y es independiente de las funciones de base. En los
mctodos indirectos, la busqueda de Ja informacion que sc requicre en las
fronteras interiores se realiza utilizando funciones de peso que tienen la
propicdad de  suministrar  exclusivamente  dicha  informacion  (“la
informacidn buscada™), la cual s¢ define de antemano como objetivo de la
buasqueda. Para guiar la construccion de las funciones de peso con esta
propiedad, se realiza un analisis detallado de la mancra cn que la
informacion contenida en las soluciones  aproximadas depende de la
funciones de peso que se aplican. La base de tal procedimicnto de analisis la
suministra una clase de formulas de Green, también introducidas por
[lerrera en® (ver también?) y cuya version mas reciente aparccié cn, las
cuales son validas aun cn ¢l caso en que tanto Jas funciones de base como
las de prueba presenten discontinuidades a través de las fronteras interiores
del dominio de definicion del problema.

Un factor que influye cn forma importante en la eficiencia de los
algoritmos s la cantidad de informacidon que manejan. s frecuente que
para lograr cliciencia numérica Optima sc requicra que los mismos manejen
el minimo de¢ la informacion, indispensable para definir los problemas
locales. Para lograr este objetivo, no basta con concentrar toda la
informacién en la frontera interior del dominio, pucs cn gencral tal
informacién pucde contener informacion superflua -en el senudo de que cs
mds que la que es indispensable para definir problemas locales bien
plantcados en los subdominios de la particion-. Por eso la teoria general de
los métodos indirectos, proporciona procedimientos que permiten definic de
antemano la informacion que se intenta obtener (‘la informacion buscada’) y
desarrollar funciones de peso que proporcionan  exclusivamente  esta
informacion®; asi, al aplicarlas se elimina toda la inflormacion superflua. Este
dlimo propdsito se alcanza por medio de un Teorema, que cnuncia una
condiciéon necesaria y suficiente, la cual caracteriza a la infofmacion
buscada®. Este Teorema constituye un cnunciado sumamente general de los
métodos indirectos, pues cs aplicable a cualquier ccuacion diferencial linecal
o sistemas de esas ccuaciones, independientemente de su tipo (cliptico,
parabolico o hiperbolico) v con cocticientes posiblemente discontinuos,
cuando el problema considerado ¢s uno de condiciones de contorno con
saltos prescritos cn sus fronteras interiores (BVP]). Esta forma de proceder
proporciona gran versatilidad a los métodos Trefftz-Herrera, pues permite
scleccionar la informacion que se busca de acuerdo con las necesidades de la-
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aplicacién que se hace. Por ejemplo, de esta manera en un articulo anterior!?
se derivaron los métodos mixtos de Raviart vy Thomas.

Por otra parte, la descomposicién del dominio puede ser ajena (non-

overlapping); es decir, en las cuales los subdominios son ajenos; o la
descomposicion del dominio puede ser yuxtapuesta (overlapping); es decir,
en las cuales los subdominios tienen intersecciones que no son vacias. Tanto
los métodos directos como los indirectos se pueden aplicar con
descomposiciones del dominio ajenas o yuxtapuestas. De esta manera se
identfican cuatro clases de métodos de descomposicion de dominio.
Es oportuno sefialar que cn los métodos indirectos la definicidon de la
informacién buscada determina las condiciones de continuidad, o con
mayor generalidad de “lisura”, que las funciones de prucha deben satisfacer
y conduce a considerar soluciones locales del operador diferencial adjunto,
que satisfacen de antemano ciertas condiciones de continuidad. Esto es
similar a lo que pasa en los métodos directos, en que las soluciones se
pueden construir a partir de soluciones locales completamente discontinuas
(como en el método de Trefftz-Jirousck) o, alternatvamente, a partir de
soluciones que de entrada satisfacen algunas de las condiciones de
continuidad. En general, si sc udlizan soluciones locales totalmente
discontinuas, la descomposicién de dominio es ajena (non-overlapping) y si
de entrada satisfacen algunas condiciones de continuidad, la descomposicion
de dominio es de subdominios yuxtapuestos (overlapping).

La notacién utilizada en el presente articulo es la misma que se presento
en’. En la Seccién 2 se define ¢l problema general de contorno, con saltos
prescritos en la frontera interior, del que se ocupa la teoria y en la Seccidn 3,
se formalizan la ideas acerca de la manera de concebir el problema de los
MDD que se explicaron antes. Las Sccciones 4 y 5 estan dedicadas a la
exposicion, muy sucinta, de los métodos directos ¢ indirectos. il alecance de
la teoria se muestra en la Scccién 6, presentando en forma explicita las
formulas correspondientes a algunos casos particulares de aplicacion. Las
referencias>3>2! contienen algunas de las aplicaciones realizadas hasta ahora.

2. PROBLEMAS CON SALTOS PRESCRITOS

El problema general de valores de contorno con saltos prescritos
(BVPJ), que se considerard, estd definido por 2

Lu' = fi=Luy;, inQ,, i=L..E .1
B(u,9) = g, () =B(u,,e); indQ (2.2)

J(u.0) = j. (o)

J@u.,9); inZ (2.3)
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Aqui, fo (=1, E), asi como g (e)and j.(®) son datos. Iin lo
que sigue, sc supone que ¢l BVP] posec una solucion tnica, para la cual sc
reseeva la notacion v = {L/l,...,UE} € él(Q).

Como una ilustracién considere Ja ccuacion eliptica se segundo orden:

Lu'=-Ve(aeVu')+Ve (bu'y+eu' = f,, inQ,, i=1.,E (2.4
con condicioncs de frontera del tipo de Dirichlet

u=u,, onoLd (2.5)
v condiciones de salto

[u]=[uy] and [a,eVu]=[a, eVi,], onZ (2.6)

Aquia, =aey.
3. EL PROBLEMA DE DESCOMPOSICION DE DOMINIO

En esta Scccidon sc presenta una  definicion  del “Problema  de
Descomposicion de Dominio (PDD)”, cuyo propdsito cs dar una expresion
matematica a las ideas que sobre este problema sc presentaron en la
Introduccion.

Sca D, (Q), ¢l espacio de funciones con “saltos” definido en. Ademis,
para cacda i =1,..., £, defina H, < D, (Qi) por

H={v eD (Q)ILv =0, inQ,} 3.1)

~ -

y HCD(Q) por
A=H®.0H,cDH(Q) 62
u*)eD

Claramente la solucmn u E( | ) del problema BVP)

puede escribirse como
A . r ) r )
U= Zu' = 2:11;2 + ZU;,; (3.3)
i=1 i=l i=l

donde u' =ugy +11y,;
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Definicién.3.1.- Al problema de encontrar o' ED(Q,.),, para toda

:_ [ E ~ ..
i=1,..,E, tles que u =(Zl yeen U )E D, (Q) es Ja solucidn del problema
BVP], se le referird como “El Problema de Descomposicién de Dominio”.

Claramente para cada i(= 1,...,E), u' pertencce a la variedad lineal.

ll;, + H,. Asi, al problema formulado arriba se le puede concebir como un
problema de identificacidon: se trata de identificar a las funciones
u' =u;2 +1.1;, de las variedades lincales ll(i) +H. que constituyen la
solucion del mismo. En la tcoria de méwdos de descomposicion de
dominio que se presenta en este articulo, sc utilizan los valores en cada una

de las fronteras 0€2; (i=l,...,E) para identificar a la funcion

u' = ng +u;, correspondiente. Para servir como medio de identificacidn,
los valores que sé utilicen deben ser suficientes para definir problemas bien
planteados en cada una de las subregiones €2,. Como las condiciones de
frontera utilizadas para definir ¢l BVP] se especifican en la frontera exterior
002, en general basta con obtencr informacion en la frontera interior £ para
alcanzar este  objetivo, pues en aquellos  subdominios en  que
0QNOQ, # @, la informacién en £ se complementa con los datos en la
frontera exterior. La siguiente definicion servird de base para el desarrollo de
la teoria general de métodos de descomposicién de dominio que sc presenta
en este articulo:
Los métodos de descomposicién de dominio son
procedimientos para obtencer informacion, acerca de Ia
solucion buscada, en la frontera interior X' suficientc para
definir problemas bien planteados en cada una de la

subregiones Q, (i =1,..,F ) , que permitan obtener

u' =ug+u, ,paracada (i =1,....E ) , resolviendo problemas

locales exclusivamente.

Hay dos métodos muy generales que se pucden aplicar para obtener
dicha informacidn; los “directos” v los “indirectos (0 método de Trefftz-
Herrera)”. Una caracteristica general de los mérodos directos es que en ellos
se utilizan soluciones locales del operador diferencial que intervicne en la
formulaciéon del BVP] (al cual nos referiremos como “cl operador
diferencial” v a su operador adjunto como “el operador adjunto”). Por otra
parte, una caracteristica distintiva de los métodos indircctos es que en cllos
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sc utilizan soluciones locales del- operador adjunto. En las Sccciones
subsccuentes se discuten estas dos clases de métodos.

4. METODOS DIRECTOS. LA IDEA BASICA

Como sc dijo en la Introduccion, cuando se adopta ¢l punto de vista de
la tcoria descrita en este articulo, los métodos directos aparccen como una
forma de utilizar las soluciones locales del operador diferencial, y no de su
adjunto, para obtener condiciones de compatibilidad que los valores de la
solucién buscada deben satisfacer en la froatera interior Z. Para ilustrar la
idea basica de esta forma de proceder, en estd Seccidn se presenta este
procedimiento cn un caso muy sencillo.

Considere ¢l problema de resolver fa ccuacion diferencial ordinaria de
scgundo orden

/ 7
Lu= —-;T/\_(a -%) +i(bu) +cu=0 4.1

cn el intervalo (01) de los reales, sujeto a condiciones de fronteea dcl tipo de

Dirichlet. Sc considerara ademis, la particion, {X, = 0,X,...X, =} de

dicho intervalo. Sea € (Nir, N p), entonces #(x;) depende linealmente de los

valoves: #(xv) v w{xi0). Este hecho se puede expresar por la ecuacion
Ny o .

w(x;) = (x)u(x )+ @ (xu(x,y) (4.2)
donde @(~) y 9'(x) son soluciones de dos ‘problemas de condiciones de
trontera locales’. Con mayor precisidn, dichas soluciones satisfacen la
ccuacion diferencial de la 2c. (4.1), sujeta a las condicionces de frontera

- . —_ + . — . - . — + . —

pr (X)) =0, () =1y o (%) =9 (x.,)=0 (4.3

Cuando F=1,..., £—1, Ia Iic. (4.2) constituye un sistema de ccuacioncs
tridiagonal del cual se obticnen los valores u(x;), i=1..,E—=1 de la
solucion c¢n los nodos interiores. Una ligera modificacion de este
procedimicnto permite ¢l tratamicnto de la ccuacién inhomogénea y de
cualquicr clase de condiciones de frontera, asi como del problema con
saldos preseritos en las fronteras interiores, como s¢ ha hecho en’. La
extension de estas ideas a varas dimensiones permiten incluir 2 métodos
tales como ¢l método de Schwarz (véase 3).

L] sistema de ccuaciones (4.2) ¢s exacto, pero para aplicarse se requicre

Co ~ . - +f

¢l conocimicato de los cocficientes @ (X;) Yy @7 (x;), los cuales sc
obticnen  resolviendo, en ¢l intervalo (X, X;,,), ¢ problema de

condiciones de contorno definido arriba. En general, salvo para ecuaciones
diferenciales muy sencillas, la obtencion de dicha solucion requicre de la
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aplicacion de métodos numéricos aproximados. Cuando el procedimicnto
explicado en estd Seccidn sc utiliza como un método de diseretizacion, los
procedimientos numéricos para la solucidén de los problemas locales son
muy sencillos, pues ¢l intervalo de definicion de dichos problemas son
pequefios y generalmente es suficiente utilizar pocos grados de libertad. En.
particular, un método conveniente ¢s el de colocacion y de esta manera una
versién no convencional del método de colocacion se derivd en un articulo
anterior®. Desde luegd, ¢} método numérico que se udlice para resolver Jos
problemas locales puede ser cualquicra; el método del elemento finito entre
otros.

5. TREFFTZ-HERRERA METHODS

Cuando el problema BVP) estd definido por las ccuaciones (2.1) a (2.3),
la f6rmula de Green es
L wludx — J;Q B(u, w)dx — _[ J(u, w)dx =
- (5.1)
= LuL *ywdx — LQC* (u, w)dx — ‘[ K *(u, w)dx
La diferencia de esta formula con respecto a las formulas de Green
clisicas 2 son los términos de las integrales sobre Ja frontera interior. Aqui

D(ur, w)n = B(u, w) = C(w,u); on Q (5.2)

- D(u, w)Id1 = I, w) = K(w,u); on Z (5.3)
donde D(u,w), es una funcién bilineal, cuyos valores son vectores y que
satisface la identidad
why —~ul *w=ViDu,w); (549
La funcion B(uw,w) pucde elegirse de varias maneras y su cleccion
depende del tipo de condiciones de frontera que correspondan al BVP]
(ver®). Por lo que respecta a J@,w) y K(w,u), las siguientes

expresiones explicitas

J(u,w)=-D [u),wlen v K(w,u)=D ul,[w] en (5.5)

se pueden aplicar cuando los coeficientes del operador difercncial son
continuos. En la notacidn ¢l paréntesis rectangular se utiliza para ¢l salto a
través de X, de la funcidon contenida en su interior, v ¢l punto para su
promedio. Formulas similares a las de la Ec.(6.5) se pucden dar para ¢l caso
de coeficientes discontinuos.
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La formulacion variacional del BVPJ, “cn términos de los datos™, es

L“)Ll'/d'\‘_ I_Q B(u, w)dx - I J(u, wdy =

. > 5.6
L wlu,dy~ L) B(u., w)dx - _[__J(u: ,widv, Vwe D, (Q) 60

la cual, en vista de la e (6.1), s cquivalente a la siguiente formulacion
variacional “en términos de la informacion complementaria™

,-[z u L Fwelx ~ J;Q C*(u,w)dx - _[_ K *(u, w)dx =
Lwl_ugdx - 'LQ B(u,, w)dx — I J(ug,w)dx Vwe ﬁz (Q) 5.7

[Zn la teorfa desarrollada por Flerrera, sc utilizan las siguicntes funcionales
bilincales definidas, para cada v € D, y cada we D, por
<Pv, w> = .[ wlL velx | (Qw,v) = J; vL *wddx (5.8)
) 2
<Bv, w> = J;Q B(v,w)dx, (Cw, v) = J;Q C*(v,w)dx (5.9
(Jv, w)_E _[ J(v, w)dx, <Kw, v> = I K*(v,w)dx  (5.10)

La informacion complementaria en la frontera interior £, estd contenida
en la funcion - K *(u,#) v, como ya sc dijo, alguna dc esa informacion es
innecesaria. Asi, generalmente es convenicnte definir a alguna informacion
mds restringida como objetivo de la bisqueda de informacion en Z. Esto se
logra introduciendo una funcion bilincal S{w, 1), tal que S *(11,9) es “Ia

M <

informacion buscada”. “La informacion residual” cs, R * (7,8) | donde
R*(u,w)=-K*(u,w)- S*(u,w) (.11
Las funcioncs de peso que tienen la propicdad de proporcionar la
informacion buscada exclusivamente satisfacen:

L*w=0, Q,, Vi=L..,E (512
. C(w,#)=0, ecn 0Q (5.13)
R(W,O)=0, cn 2 (5.14)

La formulacion indirecta de los métodos de descomposicion de dominio
se deriva de la Ec.(6.7). Asi, obscrve cuando ella sc aplica a funciones

‘we [52 (Q) que satisfacen las Les.(6.9) a (6.11), se obtienc

J‘:. S *(u, w)dx = Lsz/Qc/.\‘— J.\Q B(u,, w)dx - _[ J(ue, w)dx
Vwe NyIN.NN, (5.15)
Aqui
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N, E{Ve D(Q) [Lv=0, in Q,.} (5.16)
Ne={ve D(Q)|C(v.e)=0,en 0} (517
N,es{velj(Q)]R(v,-)=0, enZ} (5.18)

En la teoria se define la siguiente funcional bilineal
(S*v.w)= [S*(v,w)dx, vve D (Q) &weD,(Q) (.19

y se introduce la siguiente definicion, sumamente dtil para la formulacion de
los mérodos indirectos.

Definicidn 6.1.- {!n stbeonjunto Ec N= No M N‘_. AN w S dice que es TF

completo para S* ciando, para crnalguder ne D, , S¢ tiene
(S*a, w)=0, YweE=S*i=0; (5.20)

El Teorema siguiente constituye una formulacién muy general de los
métodos indirectos de descomposicion de dominio,

Teorem 6.1.- Sea« E < N un sistema de funcioner de peso, TH completo para S*,
3 sean €Dy y W€D lu solucién del problema B VP v una fundin de base

entalgquiera. Entonces, una condicion necesarta O suficiente para gue U € Dl contenga la

informacion buscada es que
—<S*z7, w) = (f-g -/, w); vweE (5.21)
Agqu,

(f, w> = [Q wlhugdx, <g, w> '[m B(u,, w)dx
()= [ o
viwe D, (Q) (.22

En las aplicaciones es gencralmente facil construir una funcidn u, € D,
que satisfaga P, = [ v Bur, = g, por lo que ¢l siguiente resultado es il
Corolari 6.1.- Sea 1, € D, tal que Pu, = f y Bu, = g. LEntonces, cn el
Teorema 6.1 la 1£¢.(6.22) puede reemplazarse por

—<S*(z7 —-zz,,),w> = <J(u,, — 1y ), w); VYweE (5.23)

2V caso en que S es simétrico v positivo definido tene especial interés,

pues entonces el método del gradiente conjugado es aplicable directamente v

se presenta en ¢l tratamiento de muchas ccuaciones clipticas'®. También,
corresponde al easo en que ocurren los operadores de Steklov-Poincare.
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6.- ALCANCES

Como se ha mencionado, la teoria que se presenta cn este articulo se
refiere al problema de condiciones de contorno, y con saltos prescritos en
sus fronteras interiores, para cualquicr ccuacidn diferencial o sistema de tales
ecuaciones, cuyos coeficientes pueden presentar discontinuidades en la:
fronteras interiores de la particion. Para ilustrar su aplicabilidad se incluyen
los cjemplos que sc dan a continuacién. En la forma en quec sc prescntan

aqui, las férmulas son aplicables aunque los cocficientes de los operadores

diferenciales scan discontinuos. Mayores detalles sc dan en?.

6.1. Ecuaciones clipticas de segundo orden

Lu=-Ve(aeVu)+Ve(b)+cu,
L*w=-Ve(aeVw)—beVw+ow. y
DXu,w)=ae (uVw—-wVu)+buw
J(u, w) =w{a, » Vu]-[u](@, s Vw+b,w), v
K(w,u) =u[a, e Vw+b w]-[w](@, * Vu),
Datos en la frontera exterior ¥ = u, (Para problema de Dirichlet)

Datos en la frontera interior [u]=[u,] and [a, ® Vu]=[a, ® Vu,]
Informacién complementaria en la frontera exterior: d, ® Vu

Informacién complementaria ca la frontera interior: ¥ and (2. ® Vu),
6.2 Ecuaci6n biarmédnica

lu=sAuyL*w=Aw
Xu, w) = wVAu —uVAW + AwVu — AuVw

6—A.;v- OAu 5—w —[ 8u
ww)= Wl =W 5, | A 4 5, )

B ' =8
KO = D Z2-n S o 2B 27 |

Datos en la frontera cxterior: ,0u/0n u
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Datos en la frontera interior: (1), [0/ On],[Au] and [0Au/0n]

Informacién complementaria cn la frontera exterior: Au and OAu/on
Informacion complementaria en frontera iaterior:

u,0u/on,8u and B8Aulon
6.3. El problema de Stokes

El sistema de acuaciones cs
-Au+Vp=0; Veyu=90
Sea D(Q)=D,(Q)=D(Q) = H(Q®H'(Q),y adopte la notacién
ir = (u, p) para cada I € D(Q).
Defina al operador diferencial L por L o7 = (~Au + Vp,~V e u)

Entonces L cs auto-adjunto y, escribiendo i = (w, g) , se tiene

wel e —i7e Leww=Ve(yueVw—weVy+ pw—qu)

Asi: D@, W)=y o (Vw—ql)—we(NVu~-pl)
B(r,w)=u 0(%—(/17] v C(w, ) = WO[—a}—l— pzz)
on 0

Y

) \-\‘Ol:-(?—l-é —pn|=[u]e E:3“2——--(/1—7 y
T\ on ) om0

{

J(, ¢

=

1

ow . all -
KGr,iMN=ne| - —qgn|—=[w]e| - —pn
(W) =u \ian f } [w] 5 p

Datos ¢n la frontera exterior: 1

o Ou
Datos en la frontera interior:: {¢] and o pn
]

ou

Informacién complementaria en la frontera exterior: a— - pnu
. n

' ou
Informacién complementaria ¢n la frontera interior: U and — - pn
n
6.4. Ecuaciones de la elasticidad
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Sea D,(Q)=D,(Q)=D(Q)=H (QSH (Q)® H*(Q), v defina

ipq

q
habitual se supone que el tensor elastico tiene las siguientes simetrias:

C.=C. =C

iipg Jipg ifqp *

Ju
para cada y = (MI,UZ,MJ) € D(Q): l; w=cC, a—p , donde como es
X

Defina el operador diferencial - cuyos valores son vectores- L por
Leu=-Ves(u),cuyo adjunto cs si mismo: L*ew=-Vew)
Dlu,w)=uet(w)-wet(y)

Blu,w)=uset(w)eny Clu,w)=wet(u)en

S, w) = w e [1(wW)] e n—[u)s i) y

Kwu) =u e [t(w)]en—[w]et(u)sn

Datos en la frontera exterior: ¥
Datos en la frontera interior: [u] and [t(u)]en

Informacién complementaria en la frontera extetior: (1) o 1

Informacién complementaria cn la frontera interior: 2 and ¢(u)e n
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