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Resumen.· En esta plática se presenta una teoría unificada de los métodos 
de descomposición: de dominio en (lue la estrategia unificadora consiste en 
obtener. ¡tÍformación acerca de la !wlllción buscada, en la frontera interior 

(¿) c¡ue separa a los subclominios entre sí, suficiente para definir problemas 
locaJes bien planteados en cada uno de ellos. Hay dos procedimientos 
generales (lllC pueden aplicarse p:ua obtener lal información; se les refiere 
como métodos directos e indirectos (o de Trefftz-Herrera). Los métodos 
directos, cuando son \'istos desde está per~pectiva general dan lugar a la 
formulación de condiciones eh: compatibilidad, a partir de: [as cuales e:s 

posible dúivar la información buscada en C:~:). Los métodos de Schwarz y el 
de StekJo\'-Poincaré Cjuecl:1n incluidos entre esta clase de procedimientos. 
Los métodos de Trefftz-Hern.:ra, introduciclos en el análisis numérico dc las 
ecuaciones diferenciales parciales por Herrera y sus colaboradores, se 
distinguen por hacer uso ele funciones de peso especializadas, las cuales 

tienen la propiedad de sllministmr I:t información rec]uerida en L, 
exclusivamente. En esta plática se presenta In teoría general, se ilustran sus 
alcances y se indican -algunos de los resultados obtenidos hasta ahora en la 
línea de im-estigación actualmente en desarrollo. 

Palabras clave: Descomposición de Dominio, Elementos Pinitos, 
Colocación, rvIétoc\o Trefftz-Herrera, LAtIr, ELLA!'.I. 
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1. INTRODUCCIÓN 

En la literatura ::;c ha manifest:ldo la importancia de establecer una teoría 
unificada ele los métodos de descomposición de clominio (i\lDD) l. El marco 
(eórico desarrollado por el autor y aparecido en una serie de artículos ­
muchos de dIos publicados recientcmcntc2. lú proporciona bases muy 
adecuadas, especialmente sistel11:iticas r generales, para el derivar en forma 
unificada los método:; de de~composiciún de dominio, por lo que en este 
artículo se describe de manera SLlcinta, y se actualiza en algunos puntos, una 
teoría general y unificadora de dichos métodos, recientemente propuesta por 
Herrera 2.5. Esta tcoría, además ele permitir la presentación uniticada de los 
í\IDD exjstente~ actualmente, set;ala áreas con potencialidad para la 
itwestigacJOI1 y. sugiere nLlevos mCtodos nllmencos, que deberían 
desarrollarse, por lo tJlIe aquí también se mencionan algunos a\"ances 
recientes habidos en ello::.. 

Generalmente los métodos numéricos de las ecuaciones diferenciales 
parciales, tales como los de dementos ti nitos, los de colocación y otros, se 
formulan usando 'splines'. Sin embargo, en 1:\ teoría ~Iue ;1tlui se presenta los 
problemas' de condiciones de contorno se rormulan en espacios de 
funciones discontinuas, en las cuales no solamente sus derivadas pueden ser 
discontinuas, sino que las funciones mismas pueden serlo. Esta forma de 
proceder da mayor versatilidt1d a los procedimientos. En primer lugar, se 
introduce una partición del dominio y se consideran espacios de funciones 
cuyas discontinuidades se presentan en dichas fronteras interiores del 
dominio -es decir, atJuéllas que separan a cuak]uier pareja de subdominios 
ele la partición que sean contiguos·. En este marco se considera un problema 
general en el que las soluciones de las ecuaciones diferenciales buscadas, 
además ele condiciones en la frontera, satisfacen discontinuidades (o 
'saltos) ·de la solución r sus derivadas· que se pre~criben en las fronteras 
interiores del dominio. ¡\ este problema se le denominará como "el 
problema de condiciones de contorno con saltos prescritos" (o BVPj: the 
Boundary Valuc Problcm with Jumps). 

El concepto unificador que sirve de base a la "Tcoría Genera) de 
l\létodos de Descomposición de Dominio" I,wpuesta por Berrera, que aquí 
se presenta, es que se ::'iuponc C!lle se COll0cen todas las funciones clue 
satisfacen la ecuación diferencial en cada uno de los subdominios de la 
partición -a las cluC se les refiere como "soluciones locales"·. Cuando se 
adopta esta hipótesis, 10 que se requiere para resolver el problcma-BVPJ es 
""""........ '-'-'-"'-'!.!., en cada sllbdominio, a la solución local que es la restricción al 
subdominio de la solución global. Es decir, el problema (llIe los métodos de 
descomposición de dominio deben rcsoh·er es lino de ''idl'lll[¡imúólI': En In 
Teoría General se Lltili%an a los v:llores de [rol1lera en cada uno de 10$ 
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subdominios como medio eh.: identificación de la SOILlción bll~cada, Cuando 
In informnción disponible acc.:rca de dichos valores -complementada en 
algunos casos con los datos de frontera- es suficiente pnra definir problemas 
bien pbntendos en caela uno de los subdominios de la partición -nos 
referiremos a esta clase de problemas como "problemas locnJes" -, la 
solución local correspondiente 'lueda identificada. Cualguier procedimiento 
para obtener información en bs fronteras interiores de b partición, 
suficiente para definir dichos problema$ locales, constituye un "i\létodo de 
Descomposición de Dominio". Así, los dh'ersos métodos de 
descomposición de dominio se idcntif¡cl1n con 10$ diferentes procedimientos 
que se pueden adoptar pl1ra obtener eSl1 información, en las fronteras 
interiores del dominio. Esta forma de conceptuar al problema de la 
descomposición de dominio permite derivar a los m{;todos ek 
descomposici6n de dominio tomando un punto de partida común y la teoría 
resultante, además de ser unificadora, es elegante r ele gran gcnernlidael. En 
elJa se clasifica a dichos procedimientos en dos grandes grupos: los métodos 
directos y los indirectos (o de Trefftz-Herrera). Caela una de estas clases es 
muy ampli,l, pues incluye métodos muy diversos. 

Una forma de abordar Jos métodos directos, introducida por Jirousek 17 
(para referencias adicionales "cr 2) consistc en construir la solución global 
con base en las soluciones locales, imponiendo las condiciones ele salto 
generalmente de continuidad, pues en Jos procedimicntos convencionales 
no cs habitual tratar el problema con saltos prescritos- a través de las 
fronteras '-¡tiC separan a subtluminios cuntiguos, en forma directa. En el 
método de Trefflz-Jiwllsek 2,1", se utilizan solucioncs locales ~Ille no 
satisfacen ninguna condición de éontinuidad, por lo que todas las 
condiciones de continuidad -o con mayor generalidad, las condiciones de 
salto- se imponen simultánemnente. En otros métodos directos, como el de 
Steklov-Poincaré ¡S-es decir, cI gLle se baS:1 en b aplicación de operadores 
de Steklov-Poincaré-, primero !iC satisfacen algunas de la~ condiciones de 
continuidad. Para este t1n, generalmente se utilizan espacios de funciones 
que de entrada satisfacen algunas de las condiciones de continuidad. Otra 
forma, gue se ha própuesto como resultado del desarrollo de la teoría 
unificada propuesta por Herrera, da lugar a una formulaci6n del problema 
un poco más innovadora, pues las soluciones locales se utilizan para 
establecer condiciones ele compatibilidad con las cuales es posible obtener la 
información buscada cn la frontera interior del dominio J. En esta cita, 
además, se dan algunas muestras dc la generalidad de dicha formulación, la 
cual incluye como casos particul;'!res a los múodo!i dc Schwarz1 ,1 9,20. 

Los métodos indirectos de ekscomposición de dominio fueron inlroducidos 
por Herrera 15,1(, y frecuentemente se les refiere como métodos de Trefftz­
Herrera. La dc~cripci¡'¡n de l(l~ métodos indirecws de Trcfftz-Hcrrera(l 
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método cllle se da a cuntinuaclon e~ta basada en', Este tipo de 
procedimientos ;¡pron:chan el hecho de (,1Ut: cuando se aplica el método de 
residuos pesados la información acerca de la solución exacta contenicla en 
una solución aproximada depende exclusivamente del sistema de funciones 
ele peso (jlle se utiliZ:1 y es independiente de las funciones de base, En los 
métodos indirectos, la búsqueda tle la información (jue se recluierc en las 
fronteras interiores se realiza utilizando funciones de peso que tienen la 
propiedad de summlstrar exclusivamt:nte dicha información ("la 
il1f()rm;¡cjó¡~ bw;cada"), I;¡ cual se ddine de antemano C0l110 objctinl de Ja 
bústJueda. Para guiar la construcción de la::; funciones de peso con esta 
propiedad, se realiza un análisis detallado de la manera en que la 
información contenida en las soluciones aproximadas depende de la 
funciones de.: peso que se aplican. La base de tal procedimiento de análisis la 
suministra UI1:l. cl:l.se de fórmulas de Green, también introducidas por 
[J ern.:r;¡ en() (\'CI' lal11bi':n 'i) )' cuya versión más reciente apareció en5, las 
cuales son váliebs aun en el caso en 'ILle talUo las funciones de base como 
las de prueba presenten discontinuidades a tran:s de las fronteras interiores 
del dominio de detinición del problclTl.a. 

Un factor CJue influye en forma importante en la eticiencia de Jos 
algoritmos es la cantidad de información 'Iue manej;'lI1. Es frecuente (IUC 

para lograr cticiencia numéric;¡ ópLÍma se rC<'1uiera que los n,jsmos manejen 
el mínimo de la información, indispensable para ddinir Jos problemas 
locales. Para lograr este objeti\'o, no basta con concentrar toda la 
información en la frontera interior tlel c.iominio, pues en general tal 
información puede contener inform;¡ción superflua -en el sentido de c¡ue es 
más CJue la que es indispensable para definir problemas locales bien 
planteados c.:11 Jos subdominios de h partición-o Por eso la teoría general de 
los métodos indirectos, proporciona procc.:dimientos gll.e permiten dctinir de 
antemano la información (llIe se intenta obtener ('la información buscada') }' 
desarrollar funciones de peso que proporcion:m exclusivamente esta 
información:>; a~i, al aplicarlas SI.: elimina wda la información supert1ua. Este 
último propósito se alcanza por medio de un Teorema, c¡ue enuncia una 
condición necesaria y suficiente, la cual caracteriza a la información 
buscadaS, Este Teorema constituye un enunciado sumamente general de Jos 
métodos indirectos, pues es aplicable a cuak¡uier ecuación diferencial lineal 
o sistemas de eS;1S ecuaciones, independientemente de su tipo (díptico, 
parabólico o hiperbólico) y con cocticientes posiblemente discontinuos, 
cuando el problema considerado es uno de condiciones cle contorno con 
saltos prescritos c.:n sus fronteras interiores (13VPJ). Esta forma de proceder 
proporciona gran \'ersalilidad a los métodos Trefftz-Hcrrera, pues permite 
seleccionar la información tIlle se busca de acuerdo con las necesidades de la­
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aplicación que se hace. Por ejemplo, de esta manera en un artículo anterior l2 

se derivaron los métodos mixtos de Ra\'iart y Thomas. 
Por otra pnrte, la descomposición del dominio puede ser ajena (non­

overlapping); es decir, en las cuales los subdominio$ son ajenos; o la 
descomposición del dominio puede ser yuxtapuesta (ovérlapping); es decir, 
en las cuales los subdominios tienen intersecciones que no son vacías, Tanto 
los métodos directOs como JO$ indirectos se pLteden aplicar con 
descomposiciones del dominio ajenas o yuxtapuestas. De esta manera se 
identifican cuatro clases de métodos de descomposición de dominio. 
Es oportuno sei1alar que en los métodos indin:ctos la definición de la 
información buscada determina las condiciones de continuidad, o con 
mayor generalidad de "Ii!:>ura", que In!:> funcione!:> de prueba deben satisfacer 
y conduce a considerar soluciones locales del operador diferencial adjunto, 
que satisfacen de antemano ciertas condiciones de continuidad. Esto es 
similar a lo (lue pasa en los m6todo$ directos, en que las soluciones se 
pueden construir a partir de soluciones locales completamente discontinuas 
(como en el método de Trefftz-]irollsek) o, alternativamente, a partir de 
soluciones que de entrada satisfacen algunas de las condiciones de 
contimúdad, En general, si se utilizan soluciones locales totalmente 
discontinuas, la descomposición de dominio es ajena (non-overlapping) y si 
de entrada satisfacen algunas condiciones de continuidad, la descomposición 
de dominio es de subdominios yuxtapuestos (overlapping). 

La notación utilizada en el presente artículo es la misma que se presentó 
ens. En la Sección 2 se define el problema general de contorno, con saltos 
prescritos en la frontera interior, del qlle se ocupa la teoría y en la Sección 3, 
se fo~malizan la ideas acerca de la ma~era de concebir el problema dc los 
MDD que se explicaron antes, Las Secciones 4 r 5 están dedicadas a la 
exposición, muy sucinta, de los m<!todos directos e indirectos. El alcance de 
la teoría se muestra en la Sección 6, presentando en forma explícita las 
fórmulas correspondientes a algunos casos particulares de aplicación. Las 
referencias3.5.21 contienen algLl11as de las aplicaciones realizadas hasta ahora. 

2. PROBLEMAS CON SALTOS PRESCRITOS 

El problema general de valores de contorno con saltos prescritos 
(BVPJ), gue se considerará, est:'t definido por 2 

L i ¡;; - Lz i, . l' 1 Er'\II = n= In, 111::.,,1' = , ... , (2,1) 


B(u,e) =g¿,(e):= B(Uo,e); inon (2.2) 


y 

J(u,e)= Ce):= J(lI~,e); in L (2.3) 

http:referencias3.5.21
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¡\'lUÍ, f~~ (i == 1,... ,E) , así como g" (.) and I::. (.) son datos. En lo 

(jue sigue, se supone (ILlC el 13\'1'.1 posee una solución única, para la cual se 

{ Ir} ,reserva la notación u == u , ... ,1I' E DI (.o). 
Como una ilustración considere la ecuación elíptica se segundo orden: 

Lu' =-V'.(~:V'u')+\7.(Ql/)+Cll' =f¿, ¡nQ;> i=l, .."E (2.4) 

con condiciones de frontera del tipo de Dirichlet 

II = ll,') 011 80 (2.5) 

y condiciones ele salto 

[u]=[lIJ ami [ª/I.\7l1]==[ª".Vu!], oní: (2.6) 

Aquí ª/I == ~ • n . 

3. EL PROBLEMA DE DESCOMPOSICIÓN DE DOMINIO 

En esta Sección se presenta una definición dd "Problema de 
Descomposición de Dominio (PDD)", cuyo propósito es dar una expresión 
matemática a las ideas que.: sobre este problema se presentaron en la 
Introducción. 

Sea DI (.o) , el espacio de funciones con "saltos" definido en5, J\demás, 

para cada i == 1, ... , E , defina Hi e DI (ni) por 

H¡ == {Vi EDI (nJ ILVi == 0, in ni} (3.1) 

)' He b (.o) por 

H== H1 ffi , .. ffi HE e b (O) (3.2) 

1 E)'Claramente la solución 1f ( 1f ) ... , ll' E DI (n ) del problema BYPJ 

puede escribirse como 
" ¡.; /;' 
'" i '\' i '\' ¡.

1I == L.,¡ U == L.,¡ II n + ¿ uJi' (3.3) 
~1 ~1 ~I 

¡ i + i. 
<.1om.1e U == u!l lIu " 

http:I.\7l1]==[�".Vu
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Dcfinición.3.1.- 1\1 problema de cncontr:lf u í E D (Oi )" p:lra toeb 

i =1, ...,E, mIes guc II == (lfl , ...,1/ ) E DI (O) es ItI Jol"ción del prof¡jclIltI 

BVPJ, se le referid como "El Problema de Descomposición de Dominio". 

Claramente para cada i 1, ... , E), 1/ pertenece a la variedad lineal 

Uil + H¡. Así, al problema formulado arriba se le puede concebir como un 

problema de identificación: se trata de Identificar a las funciones 

t/ = u~ + u~, de las variedades lineales 1I~ + H; gue constituyen la 

solución del mismo. En la teoría de méwdos ele descomposición de 
dominio c¡ue se presenta en este artículo, se utilizan los valores en cada una 

de las fronteras BO; (i=I, ... ,E) para identificar a la función 

u; =u~ + z;~, correspondiente. Para servir como medio de identificación, 

los valores que se utilicen deben ser sllficiente$ para dctinir problemas bien 

planteados en cada una de las sLlbregiones O¡. Como las condiciones de 

frontera utilizadas para definir el BVPJ se especifican en la frontera exterior 

ao, en general basta con obtener información en la frontera interior l: para 
alcanzar este objeti\'o, pues en agtlcllos subdominios en que 

annao¡ i= t; , la información en L: se complemcnta con los datos en la 

frontera exterior. La siguiente definición sen'irá de base para el desarrollo de 
la teoría general ele métodos de descomposición de dominio que se presenta 
en este artículo: 

Los métodos de descomposición de dominio son 
procedimientos para obtener informilción, ¡¡cerca de la 
solución buscad:l, en hl frontcra interÍorJ: suficientc para 
definirproblenws bien pl:mte:ldos en c:lda una de 1:'1 

subregiones º¡ (i == 1, ... ,E), que permit:w obtener 

u¡ =u~ + u;, ,pam cada (i == 1, ..., E) }resolviendo problemas 

locales exclusÍvamente. 

Hay dos métodos muy generales (]ue se pueden :lplicar para obtener 
dicha información; los "directos" y los "indirectos (o método de Trefftz­
Herrera)". Una característica general de 10$ métodos directos es que en ellos 
se utilizan soluciones locales del operador diferencial gm: interviene en la 
formulación del BVPJ (al elIal nos referiremos como "el operador 
diferencial" y a su operador adjunto como "el operador adjunto"). Por otra 
parte, una característica distintiva de los métodos indirectos es <]Lle en cllos 
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sc utilizan solucioncs locales del· opcmclor adjunto. En las Secciones 
subsccuentcs se discuten estas dos clases de métodos. 

4. MÉTODOS DIRECTOS. LA IDEA BÁSICA 

Como ¡;c elijo en la Introducción, cuando se adopta el punto de vista de 
la teoría descrita en este artículo, los métodos directos aparecen como una 
forma de utilizar las soluciones locales del operador diferencial, y no de su 
adjunto, p;1,¡ra obtener condiciones de compatibilidad que los valores de la 

solución buscada deben satisfacer cn la frontera interi(l( ¿:. Para ilustenr la 
idea básica de esta forma de proceder, en cstá Sección se presenta este 
procedimiento en un caso JnL1r sencillo. 

Considere el problema de re¡;0.ln:r la ecuación diferencial ordinaria de 
segundo orden 

d dll d
Lu == --(a-)+-(bU)+Cll = O (4.1)

eb: dx dx 
en el il1tcr.";do (O,!) de los re'des, sujeto a condiciones de fromer;¡ del tipo de 

Dirichlct. Sc considemrá además, la partición, {Xo =O,x1"",xF. = I} de 

dicho inter.'alo. Sea xiE (Xi.l, .\'+ ,), entonces 11(.Y,) depende linealmente de los 
valores: "(Xi.') y I/(x;,,). Este hccho ~c puedc expresar por la ecuación 

u(x¡) = cp¡- (xJu(x¡_¡) + CPt (:IJlI(Xi+l) (4.2) 

donde <.p-¡(.') )' <.p' ¡(.\.) son soluciones de dos 'problemas de condiciones de 
frontera locales'. Con mayor precisión, dichas soluciones satisfacen la 
ecuación diferencial de la I:!:-c. (·U), sujeta a las condiciones de frontera 

(4.3) 

Cuando i 1".. , E - 1 , la I~c. (4.1) con::;titll)'e un sistema de ecuaciones 

tridiagonal del, cual se obLienen los "alores l/(x,), i =1,.,., E -1 de la 

solución en 10$ nodos interiores. Una ligera modificación de este 
procedimiento permite el tratamiento de la ecuación inhomogénea y de 
cualquier clase ele c0l1diciones de frontera, así como del problema con 
saldos prcscritos cn las fronteras intcriorc$, como se ha hecho en-'. La 
extensión dc CSLas icleas a varias dimensiones permiten incluir a metodos 
tales como el metodo ele Schwarz (n:ase 3). 

El sistema tic ecuacioncs (4.2) es exacto, pero para aplicarsc sc rCCjuierc 

el conocimiento de los coeficientes cp; (x,) y fPi+ (Xi)' los cuales se 

obtienen resolviendo, en el íntely,do (-'¡_I' .\'i+l) , cl problema de 

condiciones de contorno dctinido arriba. En gcneral, l'ah-o para ecuacioneS" 
difcrenci;¡lc~ 'muy ~encillas, la obtenciún de ~¡icha solución rCt)uierc de la 
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aplicación de métodos numéricos aproximados. Cuando el procedimiento 
explicado en está Sección se utiliza como un métodu de discretización, los 
procedimientos numéricos pnr:1 la solución de los problemas locales son 
muy sencillos, pues el intervalo d<.: definición de dichus problemas sun 
pequeños y generalmente es suficiente utilizar pocos gradus de libertad. En 
particular, un método cOl1\"eniente e~ el de colocación y d<.: est.a manera una 
versión no convencional del método ele colocación :;c derivó en un artículo 
anterior3. Desde luego, el método numérico qllC se Lltilice para r<.:suhrer Jos 
problemas locales puede ser cualquiera; el método del elemento finito entre 
Otros. 

5. TREFFTZ-HERRERA METHODS 

Cuando el problema BVP.I est:'t definido por las ecuaciones (2.1) a (2.3), 
la fórmula de Green es 

twLudx-i'OB(u,w)dx- iJ(u;w)dY= 
(5.1) 

= tuL *wd.- 1'0 C*(u, w)d'C-l K *(u, w)dx 

La diferencia de esta fórmula con respecto a las fórmulas de Grecn 
clásicas 22 son Jos términos de las integrnles sobre la frontera interior. Aquí 

D(u,W)Ol=B(u,w)-C(w,u); onoQ (5.2) 

y 

-[D(u,W)Pl=J(U,w)-K(lv,u); on 2:: (5.3) 

donde O(u, w), es una función bilineal, cuyos "alores son vectores y que 

satisface la identidnd 

wLu -uL * w =YeO(u, w); (5.4) 

La función B(u, w) puede elegirse de varins maneras y su elección 

depende dd tipo de condiciones de frontera ,¡ue correspondan al BVP] 

(\'er22). Por lo que respecta a J(u, w) y K(w,u) , las siguientes 

expresiones explicitas 

J(u,w)=-O([lf],;V}-l! y K(w,u)= O(l~,[W]).l! (5.5) 

se pueden .apucar cU:1ndo los coeficientes del operador diferencial son 
continuos. En la notaci/,)n el paréntesis rectangular se utiliza para el salto a 

través de 2::, de la función contenida en su interior, y el punto para su 
promedio. Fórmulas similares a las de la Ec.(6.5) !i<': pueden dar para cl caso 

de coeficientes discontinuos. 
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La formulación variacional dcl13VPJ, "en términos de lo~ datos", es 

i lI'Lucly In B(ll, w)cb~ - rJ(u, )I-')d'\ = 
(5.6)

12 wLundx- lo B(u,-, w)dr-l J(lI~, tv)dy, VWE D1(O)' 
la CL¡;¡I, en \'iSla de la 1·:c. (6.1), e~ equivalente a la siguiente formulación 
variacional "en términos de b infornlación complementaria": 

I t 1I L *~vdr: - 1'0 e* (u, w)d-( - 1K * (1I, w)dx = 

.6 wLlIQdx- J.¡, B(u¿>, w)d'(- 1J(ll~, w)d'( VWE .02 (o) (5.7) 

L~n la teoría dc~arrollada por l·krn.:ra, se Lllilizan las siguientes funcionales 
A A 

bilinealcs de/inicias, para cada V E DI }' cada w E D2 , por 

(Pv, w) == t wL vcb:, (QlJi, V) == t vL *lI'dr: (5.8) 

(Bv,w) l'QB(v,W)dx, (Cw,v)== 1C*(v,w)dr: (5.9) 

(Jv,w).== lJ(v,w)dr:, (Kw,v)== lK*(v,w)dx (5.10) 

La información complementaria en b frontera ¡mel'Íor 2:, está contenida 

en la función - K*(lf, .) y, como ya se dijo, alguna de esa Ínformación es 

innecesaria. I\sí, generalmente es con~'eniente detinir a alguna información 

más restringida como objetivo de la búsclueda de información en L. Esto se 

logra introdLlcicnc1o una funcion bilincaJ S(w,u), tal que S *(u,e) es "la 

información buscada". "La información residual" es, R * (11,.) , donde 

R*(u,vv)==-K*(u, ..v)-S*(u,w) (5.11) 

L1.S funciones de peso que tienen la propiedad de proporcionar la 
información buscada exclusivamente satisfacen: 

L * w == O, OÍ' Vi == 1, ... ,E (5.12) 

e ( w, e) =O, en 80 (5.13) 

R ( IV, • ) == O, en ¿ (5.14) 

La formulación indirecta de los métodos de descomposición de dominio 
se deriva de b Ec.(6.7). ¡\sí, observe cuando ella se aplica a fLlnciones 

. W E D2, (O) 'lue satisfacen las Ecs.(6.9) a (6.11), se obtiene 

1S *(u, lI:)dr == .6 1I.Llfrl-l'\- 1'0 B(u,), w)cl\' 1J(lI~, lI')clr 

VWENQnNCnNR (5.J5) 

I\quí 
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NQ == {v E b (O) I Cv =0, in O;} (5. J6) 

Ne =={v E b(O)IC(v,e)=O, en 80} (5.17) 

N'I == {v E D(Q) IR (v,. ) = 0, en 2: } (5. JS) 

En la teoría se ddin..: la sigLlÍente funcional bilincal 

(S*v,w)== lS*Cv,w)clt', VVEDI(O) &wEl\(O) (5.19) 

y se introduce la siguiente definición, sumamente útil para la formulación de 
los métodos indirectos. 

DefiniciÓn 6.1.- U" .l'IIf'(()"i¡¡¡¡/o E e /V == N Q Il N (l N JI! dire que e.r 7I-!II ,e 

completo para S * Ct!al/do, P(l/'(/ C/Ifllqttier íf E DI ' se ticnc 

(S*¡f,w)=O, VWEE=>S*¡f=O~ (5.20) 

El Teorema siguiente conscituye una formulación muy general de los 
métodos indirectos dc t!t:scomposición de dominio. 

Teorem 6.1.- Jea E e Ñ flJI .rú/eJ)J(/ de jtmciolle.r de peso, 1I-! COl/lpleto para S * , 
J Set/Il U E DI )' zi E DI ItI SO!lfciÓIl del prof¡!l'1)/{{ 13 T/Pj J' NI/I/ jllJlÚÓI/ de ba.re 

C1/alql/íera. EH/o"ce.•, /II/(f (o"diririJl II/'Ce.ra/fa)' suficiente P{/l'fI qm: il E DI cOllteJ(~tl la 

illjiJl7I1t1ció/J bltsrtlda es 1"e 

-(S*li,w)=(f-g-j,lV); \i~vEE (5.21) 

Aqllí, 

(/, w) == 1wLund'C, (g, w) == t 8(u¿¡, w)d'C , 

( ¡,w)== r J(Uv ,l'V)CÚ:. J1n­
VWE b~ (O) (5.22) 

En las aplicaciones es generalmente fácil construir una función ti p E DI 

CJlIe satisfaga PUl> = / y Bu,> = g, por lo (ILle el siguicnte resultado cs útil 

Corolario 6.1.- Sea 11 p E DI tal que Pup = / r Bu l' =g . Entonces, en el 
Teorema 6.1 la Ec.(6.22) puede reemplazarsc por 

- ( S * ( ¡¡ - 1I1' ), 'rv) = ( J (u" - 1I~ ), w); \iW E E (5.23) 

El caso en que S es simétrico y rositi,-o defit,ido tienc espccial interés, 
pues entonces el método del gradiente conjugado es aplicable directamente y 
se presenta en el tratamiento de muchas ccuacioncs clíptic:u;IH. También, 
correspondc nI caso en lltlC ocmn.:n los uperadores de Steklm'-Poincare. 

http:Ec.(6.22
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6.- ALCANCES 

Como se ha mencionado, la teoría que se presenta en este artículo se 
refiere al problema de condiciones de contorno, y con saltos prescritos en 
sus fronteras interiores, para cualquier ecuación diferencial o sistema de tales 
ecuaciones, cuyos coeficientes pueden presentar discontinuidades en la: 
fronteras interiores de la partición. Para ilustrar su aplicabilidad se incluyen 
los ejemplos que se dan a continuación. En la forma en gtle se presentan 
aquí, las fórmulas son aplicables aunque los coeficientes de los operadores 
diferenciales sean discontinuos. Mayores detalles se dan en2. 

6.1. Ecuaciones elípticas de segundo orden 

Lu == -'V. (~. 'Vu) + 'V. (I;)¡) + cu, 


L *w==-'V.(~.Vw)-b.Vw+Qv. y 


Q{u, w) ==~. Cu'Vw- wVu) + buw 


. . 
K(w,u)=:u[an .'Vw+b"w]-[w](a" .'Vu), 

Datos en la frontera exterior U =L/a (para problema de Diríchlet) 

Datos en la frontera interior [u)=[uJ and [all eVuJ=[a,. .Vu1:J 

Información complementaria en la frontera exterior: ªn •'VU 

Información complementaria en la frontera interior: U and Ca" • Vu), 

6.2 Ecuación biarmónica 

-Lu==c/u y L '!<W==~2w 


Q{ u, w) =: wV~u - uV~w + ~wVu - ~uVw 

o • 

ac"w . [ac"u] aw [au]_oJ(u,w)== [u)--w - +[c"u]--~w - y 
an an an an . . 

K(w,u) == [w] oc"u _'Ú[ac"w] +[~w] ou - ;u[aw], 
on on on an 

Datos en la frontera exterior: u,au /an u 
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~atos en la frontera interior: [ll],[au/Dn],(Llu] and [aLlu/an] 
Información complementaria en h frontera exterior: Llu and aLlu / an 
Información complementaria en frontera interior: . .. . 
u,au /an,f5:iJ and riLluTa'1 

6.3. El problema de Stol<cs 

El sistema de acuaciones e$ 

- Llu + \1p = O; \1 • U. = O 

Sea DI (O.) == D~ (O.) == D(n) == H 2(O.) Ei3l H 1(0.) , r adopte la notación 


fí == Cl(, p) para cada u E Den). 

Defina al operador di ferencial .h por .h eU == (-LlU + \1p,- \1 eU) 


Entonces .h e$ aLlto-adjunto y, escribiendo W == Ü!::', q) , se tiene 


we L eu-u e L ew== \1-(U e \1l!:'-ll:'eVu+ PlJ?-qU) 

Así: .D(u, w) == 1[. (\11:E - q D -.w. (Vl/ - pD 

B(1f, - W-) == ti e (aJy.	-- - q11 \\ Y C(-IV, /1-) == we (aH-- - p n) 

UIl J an 
. 
al! ] ai:'i"-­

J(íJ w) == \ti. .-=. - pn - [11] • -'--~ - (,711 \', .- [ on .. .. 011 .... , 

' _..._~-----

ow 	 au 
K(¡;\ ir) "''' o[-ii;, - 'In] - [wjo an -. PI'J( 

D:ltos en la frontcr:l cxtcrior: 11 

Datos en la frontera interior:: (z(] and [all. - pnJ
0/1 

OU 
Información complement:lria en h froncera exterior: -=- - P!1 

. 	 017 

Ol! 
Información complementaria en 1n frontera interior: n and ~.: - P!1

017 

6.4, Ecuaciones de la cbsticid~\d 




Sea DI (0.) == D2 (0.) == D(n) == H 2 (0.) EJJ¡ H 2 (0.) EJJ¡ H 2 (0.), y defina 

au 
para cada ~==(ul,u"U3)ED(n): t.(u) E C.. -_P donde como e~ 

- y - 11I1C/ a ' ,, x 
q 

habitual se supone que el tensor elástico tiene las siguientes simetrías: 
e, =c .. =c ypq Jlpq ijqp • 

Defina el operador diferencial - cuyos valores son vectores- L por 

Le 11 == -'V .l(U), cuyo adjunto es si mismo: .!:: * eH? == -'V -[(H?) 

D(~,~) == lJ. e ~(~) - ~ - {(U) 

B(11,~) == 11 • ~(~) .!1 Ye(U,~) == 11' e ~(U) e!1 
, . 

J(11,11') == !i' e' [~(H)J·!1- [~e ~(.H:)-!l r 

. 

K (~, 11) == ª-' [~(~)].!1- [~ e {Ül)- !1 

Datos en la frontera exterior: 11 
Datos en la frontera interior: [U] and [~(U)).!1 

Información complementaria en la frontera exterior: ~(11) - !1 . 
Información complementaria en la frontera interior: li and f(u).!1 
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