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Resumen. El método de colocacién convencional, que se basa en el uso de
polinomios ctbicos de Hermite', posee un gran atractivo por su elevada
exactitud y la simplicidad de su formulacién. Sin embargo dene algunas
desventajas computacionales debido al gran nimero de grados de libertad
asociados con cada nodo de la malla de la particion del dominio. Ademis, la
matriz del sistema de ecuaciones algebraicas resultante no es positivo definida
incluso cuando el operador diferencial posee dicha propiedad. En el presente
trabajo se aplica la teoria unificada debido a Herrera™ para descomposicion de
dominio®* en combinacién con colocacion ortogonal, lo que produce una
familia de “métodos indirectos de colocacion®’ (colocacién Trefftz-Herrera)”.
Los métodos de Trefftz-Herrera estan basados en un tipo especial de f6rmula
de Green definida en campos discontinuos®. Una caracteristica esencial del
estos métodos es el uso de funciones de peso que suministran informacién
acerca de la solucion buscada en las fronteras interiores (Z) de la particion
exclusivamente.

En particular, cuando la ecuacién diferencial (o el sistema de ecuaciones) es
positivo definido la matriz global es también positivo definida. Al aplicar
colocacién en la construccidn de las funciones de peso se obtiene una reduccién
dramatica del nimero de grados de libertad asociados con cada nodo. En
efecto, mientras en colocacidén convencional el nimero de grados de libertad es
dos en una dimensidn, cuatro en dos dimensiones y ocho en tres dimensiones,
en colocacion TH se pueden obtener algoritmos con un solo grado de libertad
para cualquier dimensién. Resulta interesante destacar que el tratamiento de
problemas con saltos prescritos en las fronteras interiores posee el mismo grado
de complejidad que los problemas sin saltos, ya que la matriz global es
exactamente la misma para ambos casos. A manera de ilustracion, el método es
aplicado  a problemas elipticos de segundo y cuarto orden (ecuacion
biarménica) para diferentes ejemplos numéricos en dos dimensiones.
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(ELLAM).

1 INTRODUCCION

En el presente articulo se mostrard la aplicacién de la teoria unificada de
Herrera para descomposicién de dominio, también conocida como método de
Trefftz-Herrera, a problemas elipticos en dos dimensiones. Fl método de
Trefftz-Herrera posee una gran generalidad ya que es aplicable a Problemas de
Valores de Frontera y Saltos Prescritos (PVFSP) de ecuaciones diferenciales lineales
o sistemas de éstas de cualquier tipo (elipticas, parabdlicas o hiperbélicas) y
cuyos coeficientes pueden ser en general discontinuos. Es muy flexible ya que
permite incorporar de manera natural las diferentes variantes de condiciones
de frontera y de salto del problema. Ademas, es sistematico, debido a que bajo
su marco teérico permite desarrollar toda una gran variedad de procedimientos
segin sea la informacién buscada acerca de la solucién en las fronteras
interiores () de la particién del dominio.

Las ideas basicas del método indirecto de Trefftz-Herrera, también conocido en
otro contexto como método del Adjunto Localizado (LAM), han sido aplicadas
para desarrollar diversos procedimientos numéricos, como son los métodos
Euleriano-Lagrangianos del Adjunto Localizado (ELLAM) s empleados con
éxito en la solucién numeérica de problemas de transporte dominados por el
término de primer orden o de adveccion.

El hecho de que las funciones de peso especializadas se construyan haciendo
uso del método de colocacién ortogonal nos conduce a un nuevo tipo de
método “no estandar” de colocacién: el método de colocacién indirecto o de
Trefftz-Herrera.

2 PROBLEMA MODELO: ECUACION ELIPTICA
GENERAL DE SEGUNDO ORDEN

A continuacién definiremos el Problemas de Valores de Frontera y Saltos
Prescritos (PVFSP) para la ecuacidn eliptica general de segundo orden, el
cual nos servird de modelo para ilustrar el método de colocacion de

Trefftz-Herrera.

Dada la ecuacién diferencial
Lu=f,; enQ2 ()
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donde Lu=-V- (g Vu)+V-(bu)+cu, es el operador eliptico general de

segundo ordeny g, b, ¢ son una matriz, un vector y un escalar de coeficientes

respectivamente, que en general son funciones definidas en Q. con
condiciones de frontera de tipo Dirichlet

u=u; en 0Q 2)
y saltos prescritos
[u] =[u]= jg; y [goVu}y =[g-VuJ-Q = j;; en X, (3)
Hallar la solucién u en Q tal que satisfaga (1), (2) y (3). Se supone que la
solucién existe y es Unica.

3 PROCEDIMIENTOS DE TREFFTZ-HERRERA

Para la derivacién de un procedimiento Trefftz-Herrera partiremos de la Ec.
(5.21) dada en Herrera’ que es la formulacion variacional en términos de la
informacién buscada y la aplicatemos al PVESP definido por las Ecs. (1), (2) y

(3) en la seccién anterior.

En este caso conocemos que el adjunto formal del operador eliptico de
segundo orden £ dado en (1) es

J*WE—V'(E-VW)—Q-VWJrC'W 4
Entonces, la funcién bilineal vectorial 2 (u,w) introducida en la Ec. (5.4) de
Herrera® se expresa como:

2(u,w) = a (uVw—wVu)+ buw; (5)
Una manera sistematica de—obtener tanto el adjunto formal £* como la
funcién vectorial bilineal D (u,w) sc expone en Berlanga y Herrera"?.
Si definimos & (u, w) y &* (u, w) , cuando las condiciones de frontera son del
tipo Dirichlet Ec.(2), se obtiene:

ﬁ’(u,w) = (lg- C:I-VW+ bnw)uﬁ; 6*(u,w) = w(g-gVua); (6)

donde & (u, w) involucra los valores prescritos de frontera, que en este caso
son de tpo Dirichlet u, y ¢&* (u, w) los valores no prescritos o

complementarios de frontera que son de tipo Neumann n-a-Vu, .

Y correspondientemente, para las condiciones de salto prescritas en las Ecs. (3)
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obtenemos que :

O
®)

Q

ﬂ(u,w) = —2([u],w)-i_1 = —[u](g-czz-Vw+b"w)+ WI:g-_-Vu:I;

K*(u,w)EZ_D(zi,[w])-g=d[g-g-Vw+b”w:|—[w](i_7-_-Vu);

(R

donde b=b-nm [ul=u —u_y u=(u++u_)/2.
A Z’*(u,w) la podemos descomponer en:
Z’*(u,w):k“*(u,w)+k'*(u,w); (9)

donde X" * (u,w) =1 [Q a-Vw+ b"w:[ involucra el promedio de la solucién #

y X' *(u,w) = —[w](n-g-Vu) el promedic del flyjo .- Vu

IS
e

respectivamente.

En Herrera® se dieron los fundamentos teéricos de los procedimientos Trefftz-
Herrera que nos permiten manejar de manera sistematica y con flexibilidad la
informacién del problema de valores de frontera con saltos prescritos. En
particular se anticiparon algunas variantes de cdmo proceder en el caso de un
problema eliptico donde la informacién buscada se puede concentrar en las
fronteras interiores ¥ si se eligen funciones de peso apropiadas que suministren
informacién exclusivamente en L de manera que S contiene la informacion
buscada y R es la informacion restante que debemos eliminar. Es muy
importante destacar que en dependencia de la forma en que se elija la
descomposicion K = S + R se dard lugar a diferentes procedimientos de
Trefftz-Herrera, lo cual es uno de los aspectos mis valiosos de este enfoque y
abre un mundo de posibilidades a la hora de desarrollar tanto un procedimiento
numérico de discretizacién como de descomposicién de dominio.

A continuacién veremos en términos generales dos ejemplos de procedimientos
de Trefftz-Herrera partiendo de la descomposicion de K.

Procedimiento TH-1: Si

S*=K* y R*=0; (10)
entonces resulta un procedimiento con subdominios ajenos:
—<K*uw>=< f-g—j,w>; Ywe & (11)
donde Ec N, "N, esun sistema de funciones TH-completoz’-l’13 y
Ngz{weflz(ﬂ):z’*w=0, enQ}; (12)

i

N

c

{weI:IZ(Q): w=0, en GQ};
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Procedimiento TH-2: Si

S =K'* y R+=K'% (13)
entonces resulta un procedimiento con subdominios yuxtapuestos:
—<K'*uw>=< f—g—jw>; Ywe & (14)

donde £Ec N, NN, AN 5y N,y N, estin definidos como en TH-1 y
N, ={weR'(©@:[w]=0, enz}; (15)

Aqui H'(Q) = H'(Q)®H (Q,)®..0H(Q,) vy H'(Q,),i=1,..E, es el
espacio de Sobolev correspondiente.
Una simple inspeccion de los procedimientos arriba enunciados nos permite

ver que en el primero, TH-1 se obtendra informacién que involucra tanto al
promedio de la solucién @ como al de su derivada en las fronteras interiores T,

mientras que en el segundo TH-2 se obtiene informacién exclusivamente sobre

u en Z. Esto nos lleva a dos conclusiones:

1) que el segundo procedimiento resulta computacionalmente mas eficiente
puesto que involucra menos informacidn y por consiguiente las matrices del
sistema son mas pequedas.

ii.) que en el primero obtenemos informacién redundante ya que resulta
suficiente con obtener el promedio de # en I, para obtener problemas bien

planteados en cada una de las subregiones de la particiéon Q,i=1,.., E.
Noétese que si conocemos el promedio de # y el salto [u], entonces
podemos conocer los valores de la solucién a cada lado de I, es

decirru, =a+3[u] y u =u-;[u].

Por las ventajas que ofrece, en lo sucesivo nos concentraremos en el desarrollo
del segundo procedimiento TH-2, al cual nombraremos simplemente TH.

Sustituyendo los funcionales f, gy j, en la Ec. (14) que de acuerdo al

problema toman la forma siguiente
(f.w)= [ whx (g.w)= [u,(a-Vw+bw)-ndx, (16)

—'__m (17)
(j,w) = —J[u:](g-czz-Vw+ b”w)d)_c+ \J‘W[g-g-VuE:'da_c;

Resulta que
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—Lu[g-g-Vw+bnw]d£= wandgc— Lﬂuﬁ (g-g-Vw+b”w)dJ_c+ (18)
+ L[uxl(i_q-czl-v;v+b”w)d§— LW[Q-(:J-VuZ]a’E; Ywe&

En particular, cuando los coeficientes son funciones continuas, el operador

0 . . -
R *(u,w) tomalaforman-a- [Vw] u yaque [w] =0, es decir es continua en
2 por pertenecer a N, mientras que el operador de frontera Zs’(u,w) se
transforma en (Q -a- Vw) u, yaque W se anula en la frontera exterior 6Q por

pertenecer a N.. Entonces, la Ec.(18) toma la forma:

—Lg-g-[VW]L}dE:waud)_c—_[mupg-g-de)_c+ (19)
+_[jg(g-g-Vw+bnw)a’)_c—'[;wj;d)_c; Vwe &

que es la expresion particular del procedimiento TH cuando los coeficientes
son continuos.

Hasta aqui hemos ofrecido los detalles generales que caracterizan al
procedimiento de colocacién Trefftz-Herrera en » dimensiones. AGn nos
restarfa por desarrollar la construccién de sistemas de funciones de peso que
sean TH-completos' | para lo cual, en la presente articulo, se usaran
polinomios hasta cierto grado G y mostraremos su implementaciéon en
particular para los casos lineal y cabico.

4 ESTRATEGIA PARA LA CONSTRUCCION DE UN
SISTEMA DE FUNCIONES DE PESO TH-
COMPLETO USANDO POLINOMIOS

Consideraremos una particion rectangular del dominio y analizaremos el caso
con subregiones yuxtapuestas. Para esto asociaremos tomaremos una subregion

Q,/ formada por cuatro elementos Q}/ A=1..4, de la descomposicién de
dominio asociados con su nodo central (x, .Y, ) como se muestra en la Fig.1. La
frontera de la subregién Q es 0Q , mientras que la parte de la frontera

interior £ que une a los cuatro elementos de QU la designaremos por Z,/

(Fig.1) y esta constituida por cuatro segmentos numerados en forma de cruz.

Entonces, en cada subregion Q se construye un sistema de funciones que sean

continuas, se anulen en 0Q vy satisfagan la ecuacidon adjunta homogénea
£*w=0,FEcs.(15). De esta manera, usando la numeracion arriba introducida
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en X, se pueden construir cinco grupos de funciones de peso asociadas con
cada nodo (x,,y/).

Grupo 0.- Este grupo esta formado por una sola funcién la cual es lineal en
cada una de las cuatro fronteras interiores de la Fig. 1, y toma el valor

w”(x,,y/)zl,enelnodo (xl,y/).

>

%.,)
3 4 O
if

\AU 1:‘/ 6Q1_j
3
Q

Figura 1 : Subregion Q” asociada con el nodo (x, Y, )

Grupo 1- La restriccion al intervalo "1", de la Fig. 1, es, cuanto mis, un
polinomio de grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "1".
Grupo 2.- La restriccion al intervalo "2", de la Fig. 1, es, cuanto mas, un
polinomio de grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "2".
Grupo 3.- La restriccion al intervalo "3", de la Fig. 1, es, cuanto mas, un
polinomio de grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "3".
Grupo 4.- La restriccidn al intervalo "4", de la Fig. 1, es, cuanto mis, un
polinomio de grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "4".

1 2
w’ w w w w'

Figura 2 : Soportes de las funciones de peso (sombreados).

Se debe destacar que la construccién de las funciones de peso hecha de la
manera expuesta no conduce directamente a un sistema de funciones
linealmente independiente. Esto se debe al hecho de que cada par de nodos
vecinos comparten un mismo intervalo debido a que nuestra particién del
dominio es yuxtapuesta. Por ejemplo el intervalo es considerado "1" por el
nodo de la izquierda, mientras que es "3" segun el nodo de la derecha y por lo
tanto las funciones asociadas con estos intervalos se cuentan doble.
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5 CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE PESO
USANDO COLOCACION

5.1 Funciones de Peso Lineales

Para el caso de funciones de peso lineales en L, tenemos una sola funcion de
peso del grupo 0 definida en la subregién Q  asociada a cada nodo interior

(x,_,yj),para i=L.,E -1, j=1,.,E ~1, cuya expresion es:

Y

o o PN 20
w,(x,9)= B (x, )+ D C:N(x, ) (x,) € Q5 A=1,..,4 (20)

a=|

. 0 - . . .
donde las funciones B (x, y) son polinomios lineales en las fronteras internas
L, que se destaca con lineas gruesas en la Fig. 1, mientras que las funciones

Ny'z (x,); @ =1,...,4, se anulan en todo X, U@Qij_ .

La construccién de las funciones de peso se realiza de manera independiente en

cada uno de los cuatro elementos rectangulares {Q'/ , Qi, Qf/ , Qj} asociados a
cada nodo interior (x, .Y, ) , los cuales constituyen su soporte.

— o .
Para A=1, en (xy)e Q = [x,,x,H]x[yl,yM] las  funciones
{B;, N,: , N,fz, N;, N:} estin definidas como:

B;(x,y)=(1—(x—x,)/h‘)(1—(y—yl)/hy); (21)
N, (x,») = H ()H, (¥ N (x,y) = H ()H (p); (22)

N(x,0)=H ()H,  (y; N (x,y)= H ()H,(»);

!

y de manera aniloga se definen en Qj para A =2,3y4.

Aqui H,“ {x) es el polinomio cibico de Hermite con soporte en el intervalo
(x_,x_), el cuil toma el valor uno en el nodo x y cero en los nodos x,_, y
x,,, ; mientras que su primera derivada es cero en todos los nodos x_ , x, y
x,, . De manera similar, A ,I (x) - es el polinomio cibico de Hermite con soporte
enelintervalo (x_,x ), el cual toma el valor cero en todoslos nodos x,_, x, y
x ., ; mientras que su primera derivada toma el valor uno en el nodo x, y cero

enlosnodos x| y x

41"
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Un modo eficiente de construir las funciones de peso es aplicando el método de
colocacion. En este caso la colocacién se aplica para satisfacer la primera
condicion de (12), es decir que las funciones de peso deben ser soluciones del
operador adjunto homogéneo. Entonces resulta el sistema de colocacién:

_L’*w:/'(x”,y”)zo; p=1..,4 (23)
Sustituyendo la expresion de las funciones de peso w;’ Ec.(20) enla Ec. 23)y

evaluando en los puntos de colocacién se obtiene:

4 24
ZC:.&’*N:(x”,y")=,Z*B:(x”,y"); p=1..4. (24)
a=i

donde C;; a=1,..,4 sonlos coeficientes de las funciones de peso w;] .

El sistema de ecuaciones que resulta es de dimensiéon 4 x4 yse resuelve para
cada nodo interior i=1,..,E ~1; j=1,..,E ~1 y para cada elemento
rectangular Qj ,A=1..,4 . Aqui E y E  eselnimero de elementos por x y
¥ respectivamente.

5.2 Funciones de Peso Cubicas

Considerando las mismas condiciones que para el caso lineal, cuando las
funciones son polinomios cubicos en I , tenemos tres funciones de peso
w"/' (x,y); 4 =0,1y 2, asociadas con cada nodo interior (x, .Y, ) en la subregion
Q, . Donde =0 corresponde al grupo 0, x =1 ala unién delas funciones de

los grupos 1y 3; y =2 alaunidn de las funciones de los grupos 2 y 4. Las

funciones B: (x, y) satisfacen condiciones ctbicas de fronteraen £ , mientras
que las funciones N: (x,») son las mismas del caso lineal y se anulan en
todoX UoQ, .

Entonces, las funciones w' (x,y), 4 =0,1y 2, se definen como:

! 25
W (x,y)= B (x, )+ D CoNI () (6,0)€ Qs =012 A=1,..,4. (25)
donde B;(x, y)=H' (x) HJO (y), B,: (x,y)=H' (x) H;) () y (20)

B(x,y)=H'(x)H (y): A=1..4

De modo andlogo al caso lineal, las funciones de peso cibicas
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w;’ (x,¥); 4 =0,1y 2, se construyen aplicando el método de colocacién.

6 IMPLEMENTA(;I(’)N NUMERICA DEL METODO
DE COLOCACION TREFFTZ-HERRERA

Una vez construidas las funciones de peso, nos restaria expresar de forma
apropiada el promedio de la solucién aproximada #(x, y), de manera que al

sustituirla en la formulacién variacional Ec.(18) nos permitiria obtener el
sistema de ecuaciones algebraicas correspondiente. Una manera de hacetlo es
como se procede usualmente en elementos finitos, usando una combinacién
lineal de funciones bases. Para escoger las funciones bases tenemos una amplia
libertad de eleccién puesto que sélo necesitamos que sean funciones definidas
en . Una eleccion logica, que aplicaremos en nuestra aproximacion, es usar

como funciones bases a las restricciones de las funciones de peso w’ (x,) en

%, es decir B/ (x, y), v=0,1,2. La expresion de ﬁ(x, y) se completa

agregando los términos que satisfagan las condiciones de frontera y de salto
prescritas. Entonces, la aproximacion de la solucién buscada puede escribirse
como:

()= X Y B () Y unBl(xy)+ Y g[ug], B (ny): D)

(k)en v=0 (r5)em (k.ens

donde 7 - es el conjunto de los nodos que tienen funciones de peso (base)
asociadas, 77,- es el conjunto de todos los nodos que estin en la frontera

externa 0, exceptuando las esquinas, 77, - es el conjunto de todos Jos nodos

interiores que estan en la frontera interna ¥ asociados al salto prescrito, o es
un signo que toma el valor segun sea el lado positivo o negativo de £ con

respecto a la normal n,, u, =u (x,y )y NF esel nimero de funciones de

peso asociadas con cada nodo (para el caso de las funciones de peso lineales
NF =1, mientras que para las cibicas NF =3).

Al sustituir la expresién (27) para la solucién aproximada #(x,y) v las
funciones de peso w (x, y) en la Ec. (18) se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:
I = (28)

gkl ki
donde se aplica la convencion para la suma, es decir que los indices repetidos
estan sumados sobre sus rangos,
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okt

MY = J-B” [Q-g-Vw::ld)_c; y (29)

= J.w,j’fnd)_c— fuﬁg-czz-VwU‘:dgnL J.B” [g a Vw"] X (30)

(r \)sl}
+‘Lj n-a Vw"+bnw,j’ dx— Lw“ wdx+ Yy 2lug], J‘BA", [g-g-Vw,j‘:‘d)_c;
(k.Dene T -
(k,0)y (i,j)en, pv=0,.,NF-1
En general el sistema resultante es de nueve diagonales en bloques de
NF x NF . Pot lo que en el caso de funciones de peso lineales la matriz del

sistema Ec. (29) es simplemente de nueve diagonales, mientras que cuando se
usan las cubicas se obtiene una matriz de nueve diagonales en bloques de 3x 3.

7 EJEMPLOS NUMERICOS EN DOS DIMENSIONES

Los experimentos numéricos en dos dimensiones consistieron en resolver el
PVESP de las Ecs. (1), (2) v (3) donde las condiciones de frontera de tipo
Dirichlet son impuestas por la solucion analitica y las condiciones de salto son
igual a cero cuando no se especifican. El dominio en todos los casos fue el

cuadrado unitario [O, l] X [O, 1] .

(E]’emplo a b c 1,
=l+x
1 -1 2 bl :y_27
a, =1+y b = x-2 20x+y —(x' +y)e”
alZ = aZI = 0 2
2 a, =4, =1
b=b=1 0 0
alZ _aZ] _O x :
3 a,=4a,= (]-xz—'yz)e\y;
< u< ]
{I,O—y—é b=b =0 0<y<y,
4 J<y<i U g-ar —4y)e
Jau:anzo %(yﬁl
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Tabla I: Definiciones de los coeficientes de los ejemplos numéricos.
Los coeficientes de la ecuacién de cada uno de los ejemplos estan dados en la
Tabla 1y las soluciones analiticas correspondientes son, para el ejemplo 1: €,
en el ejemplo 2: e +e'-2; paray<i, e +e’; paray=1, e +e +2,
para y>1 con saltos prescritos j, (x,0.5)=4 en xe [0,1];y en el ejemplo 3:
e” , con saltos prescritos jé (x,0.5) =3xe"en xe [0,1] .
Todos los ejemplos se resolvieron para una particién uniforme (= h_ = h ) del

dominio rectangular, usando el método de colocacion TH con polinomios
lineales y cubicos. Donde el nimero de elementos se tomd igual en ambas

direcciones (£ = E_= E ) y se incrementd sucesivamente desde 10 hasta 200,

con incremento 10, para el caso de polinomios lineales, mientras que se tomo
de 5 hasta 50, con incremento 5, para el caso con polinomios cubicos.

En los graficos de las figuras 3, 4 y 5, se muestra la comparacién de la
convergencia h del método de colocacion TH en términos del error medido

con la norma ”]L que resulté en todos los casos O(hz) cuando se usan como

funciones de peso polinomios lineales y O(h‘) cuando son cubicos,

respectivamente.

¢ jemplo 1:
Colocacién TH (lineales)

H wt

pendiente=3.90

-Log ERROR
o
l

pendiente=1 98

-Leg h

Figura 3 : Convergencia del método de colocacion TH usando funciones de peso lineales y
ciibicas para un operador eliptico no simétrico(Ejemplo 1).
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c jemplo 2:
v Colocacion TH (lineales)
o [
8
pendiente=3.98
E 6
T .
_ pendiente=1.96
2
o}
04 0.8 1.2 1.6 2

-Log h

Figura 4: Convergencia del método de colocacion TH usando funciones de peso lineales y
cuthicas en presencia de saltos prescritos (Ejemplo 2).

10

Ejemplo 3:
A4 Colocacion TH (lineales)
Colocacién TH (cubicas)

pendiente=3.90

- Log ERROR
[0}
I

pendiente=1.95

0.4 0.8 1.2 1.6 2
-Logh

Figura 5: Convergencia del método de colocacion TH usando funciones de peso lineales y
ciibicas en presencia de coeficientes discontinuos (Ejemplo 3).
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